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INTRODUCCION GENERAL

ARQUIMEDES

. Vida de Arquimedes: datos biogrdficos y anécdotas literarias

Frente a la ausencia practicamente total de datos con que
nos encontramos al acercarnos a la biografia de Euclides,
sobre Arquimedes, en comparacion, estamos relativamente
bien informados. No porque haya llegado hasta nosotros la
biografia que Eutocio atribuye a un cierto Heraclidas, sino
gracias, mas bien, a las indicaciones del propio Arquimedes,
las referencias historiograficas de Polibio y Tito Livio vy el
encomio literario de Plutarco, a lo que hay que sumar algu-
nos datos transmitidos por Cicerén y por los matematicos
posteriores.

Sabemos con certeza que era natural de Siracusa y que
su muerte se produjo durante el saqueo de esta ciudad en
212 a. C., en el transcurso de la Primera Guerra Punica, tras
ser tomada la ciudad por las tropas romanas comandadas
por Marco Marcelo. Algunas noticias, aunque tardias, pues-
to que proceden de la época bizantina, afirman que fallecio
a los 75 afios, de manera que se suele fechar su nacimiento
en 287 a. C. El propio Arquimedes menciona a su padre, Fi-
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dias, y nos dice de él que era astronomo y que habia llevado
a cabo una estimacion de la relacidn entre los didmetros del
Sol y 1a Luna’: la ocupacion del padre desempefié segura-
mente un papel relevante en la formacion primera y la voca-
cion del hijo.

Diodoro de Sicilia? atribuye a Arquimedes una estancia
en Egipto, concretamente en Alejandria, y es probable que
as{ fuera, puesto que como sede de la Biblioteca y el Museo
era el lugar mas adecuado para profundizar en el estudio de
las matematicas; ademas, Arquimedes deja en sus obras cons-
tancia de la relacion que mantenia con algunos estudiosos
de aquella ciudad a los que debi6é de conocer por entonces.
Entre sus corresponsales alejandrinos constan los nombres
de Conon, Dositeo y Eratostenes. El primero era un mate-
matico y astrénomo famoso sobre todo por haber dado nom-
bre a la constelacion conocida como «Cabellera de Bereni-
cen. Arquimedes habla de él como «amigo y hombre que ha
llegado a ser admirable en matemadticas» y afirma que solia
«escribirle teoremas matematicos que antes no habian sido
estudiados», aunque no sabemos cual pudo ser el contenido
de esa correspondencia, pues no se nos ha conservado nin-
gun testimonio directo de la misma. De Dositeo sabemos
que Arquimedes probablemente no habia tenido trato perso-
nal previo con €él, sino que decidi6 empezar a remitirle los
resultados de sus investigaciones tras saber de la muerte de

Y drenario 9 (11 220, 21-22).

2 Biblioteca histérica V 37: «...extraen los flujos de las aguas con los
llamados kochlias egipcios que descubrié Arquimedes de Siracusa cuando
estuvo en Egipto... Verdaderamente bien puede uno quedar admirado de la
imaginacién del artifice no sélo en esto sino también en otros muchos
grandes inventos famosos en todo el mundo habitado sobre cuyas particu-
laridades halaremos mds en detalle cuando nos refiramos a la época de
Arquimedes...». Lamentablemente, las explicaciones que Diodoro promete
figuraban en la parte de su obra que no ha llegado hasta nosotros.
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Conon y por haber oido que Dositeo «habia conocido a Co-
noén y estaba familiarizado con la geometria». A éste le en-
vid los dos libros de la Esfera y el cilindro y los tratados
Sobre conoides y esferoides, Sobre las lineas espirales y la
Cuadratura de la pardbola®. En cuanto a Eratostenes, el
bien conocido matematico y fildlogo, sucesor de Apolonio
de Rodas en la direccion de la Biblioteca de Alejandria, se
ha sugerido que la correspondencia de Arquimedes con ¢l
pudo nacer a rafz del renombre como matematico de que
Eratostenes hubo de gozar en Alejandria, cosa probable,
puesto que antes de remitirle el Método le habia enviado los
enunciados de Método 1 y 2 invitandole «a descubrir sus
demostraciones» que, hasta el momento, no le habia comu-
nicado; Arquimedes, ademas, le considera digno receptor de
sus descubrimientos y capaz de obtener nuevos rendimien-
tos de ellos, pues en la carta que precede al tratado afirma:
«Y al ver, como digo, que eres estudioso y que destacas no-
tablemente en filosofia y que aprecias la teoria matematica
cuando es el caso, probé a escribirte y a definir en este mis-
mo libro la peculiaridad de cierto método mediante el cual,
cuando te lo haya proporcionado, te sera posible disponer de
recursos para poder estudiar algunos asuntos matematicos
por medio de la mecanica». Eratostenes fue destinatario tam-
bién del Problema de los bueyes, que Arquimedes le envid
sin la solucion (aunque no sabemos si lo hizo antes o des-
pués de enviarle el Mérodo) para que lo estudiara y lo some-
tiera a la consideracién de los circulos alejandrinos de estu-
diosos de las matematicas.

Una vez que Arquimedes regresé de Egipto a su patria,
mantuvo cierta relacién con Hierdn, tirano de Siracusa —tal

3 Aunque no fue ese el orden de remision; para mayor detalle sobre ese
punto, véase mas adelante el apartado relativo a la cronologia de las obras
de Arquimedes (pags. 25 y ss.).
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vez por estar emparentado con él, como sugiere Plutarco*—
y varias anécdotas ponen en conexion a ambos personajes.
La més conocida cuenta que en una ocasién Arquimedes le
habfa escrito que era posible mover mediante una fuerza da-
da un peso dado; tan convencido estaba de su aserto que in-
cluso aseguraba que si le dieran otra Tierra, tras pasar a
aquélla moverfa ésta (la version mas conocida y abreviada
de esta anécdota atribuye a Arquimedes la frase «Dadme un
punto de apoyo y moveré el mundoy). Hierén le pidié una
demostracidn;, Arquimedes hizo sacar a tierra, con gran es-
fuerzo y ayuda de gran nimero de hombres, una nave de
tres palos de la flota real e introdujo en ella carga y tripula-
cion; luego «él, sentado fuera, no con esfuerzo, sino ponien-
do en marcha tranquilamente con la mano un mecanismo de
varias poleas, la atrajo hacia si suavemente y sin sacudidas,
como si avanzara por el mar»°.

Otra de las anécdotas en las que participa Hierén cuenta
que el tirano deseaba consagrar a los dioses una corona vo-
tiva y para ello entregé el oro al orfebre; la corona, una vez
realizada, pesaba lo mismo que el metal entregado, pero
Hierdn sospechaba que una parte del oro habia sido sustitui-
da por plata; para salir de dudas solicité de Arquimedes que
ideara un medio para comprobarlo. Mientras se ocupaba
mentalmente en esta tarea, Arquimedes tomaba un bafio: a
medida que se sumergia, el agua iba desbordandose de la
bafiera, y ese hecho es el que le sugiri6 la solucion del pro-
blema. Emocionado por el hallazgo, salié corriendo desnudo
como estaba al tiempo que gritaba: ;Heureka, heurékal
(«jLo encontré, lo encontré!»); a continuacién, puso a prue-
ba su intuicién sumergiendo en una vasija llena de agua vo-

4 Prutarco, Vida de Marcelo 14, 12.
5 PLuTARCo, Vida de Marcelo 14, 13.
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limenes de oro y de plata de peso igual al de la corona y
haciendo lo mismo con ésta; comparando los voltimenes de
agua desplazados calculd el porcentaje de cada metal que
habia en la joya y demostr6 el engafio del orfebre®,

Estas notabilisimas muestras de inventiva fueron, segin
Plutarco, las que impulsaron a Hierén a encargarle las tareas
de ingenieria que mas tarde, cuando los romanos atacaron
Siracusa, serian de tanta utilidad a la ciudad y fuente de tan-
ta fama para el matematico.

Polibio, que fue apenas una generacién posterior a Ar-
quimedes y pudo, por tanto, conocer los hechos por testi-
monios muy proximos —si no directos— describe el detalle
de las acciones bélicas en un largo pasaje cuyas noticias re-
coge en su obra Tito Livio, quien, por su parte, afiade el re-
lato mas antiguo sobre la muerte del matematico. Plutarco,
aproximadamente un siglo mas tarde, compone con esos
mimbres el cesto de su encomio historiografico-literario’,
amenisimo y colmado de anécdotas... dificilmente contras-
tables.

Gracias a estos autores sabemos que durante esa campa-
fla, en efecto, Arquimedes desempefid un importante papel
en la defensa de su ciudad natal mediante el empleo de
ingenios que ¢l habia ideado y fabricado: maquinas que lan-
zaban a gran distancia grandes piedras que hundian las na-
ves; otras que disparaban a menor distancia proyectiles me-

¢ Vitruvio, Sobre la arquitectura 1 3. Aunque esta anéedota suele re-
lacionarse en general con el principio de hidrostatica llamado «de Arqui-
medes», ¢l relato de Vitruvio no tiene, como vemos, gran cosa que ver con
€l, sino que mas bien parece estar relacionado con la intuicién de la nocién
de peso especifico. El principio de Arquimedes aparece estudiado en el
tratado Sobre los cuerpos flotantes.

7 Los pasajes a que hacemos referencia se encuentran en PoLisio, His-
torias VIII 3-7; Livio, XXIV 34 y XXV 31; Prurarco, Vida de Marcelo
14-19.
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nores destinados a los soldados atacantes; manos de hierro
que, accionadas mediante un contrapeso de plomo, agarra-
ban las naves romanas cuando se acercaban con sus «ar-
pas» ® y las suspendian con la proa en el aire para luego
dejarlas caer de golpe con severos dafios para las embarca-
ciones y el consiguiente espanto de soldados y tripulantes.
Una fuente tardia pero no exenta de credibilidad, el matema-
tico e ingeniero Antemio de Trales (s. vi), que fue uno de
los arquitectos de Santa Sofia, refiere que Arquimedes con-
sigui6 incendiar las naves romanas mediante otro invento
atin mas llamativo, el de los «espejos ustorios»®. Segun él,

§ Ingenio bélico que describe Polibio, consistente en unas escaleras
protegidas que eran izadas mediante poleas sujetas a los mastiles hasta
apoyarlas en la muralla, desde donde los atacantes podian pasar a los mu-
ros y adentrarse en la ciudad; el nombre de «arpasy» lo reciben de la forma
que tomaba el artilugio al quedar apoyado en el muro, forma muy seme-
jante a la de cierta clase de arpa que los griegos llamaban sambyké; para
actuar del modo indicado, las naves romanas tenian que aproximarse mu-
cho a la muralla, momento que aprovechaba Arquimedes para poner en
funcionamiento sus «manos de hietro».

° En la proposicion 2 de Peri paradéxon méchanémdton (= Sobre arti-
lugios extraordinarios, editado por HEIBERG en Mathematici graeci mino-
res, Copenhague, 1927, pags. 81-2), plantea el problema en los siguientes
términos: «Como en un lugar dado, a una distancia no menor de un tiro de
flecha, construiremos (un artilugio) que produzca un incendio mediante
los rayos solares». Y a continuacion explica: «Segun los que han expuesto
la construccién de los indicados espejos ustorios, parece que lo propuesto
es de todo punto imposible; pues vemos que los espejos ustorios siempre
miran al sol cuando producen el incendio mientras que, si el lugar indica-
do no esta en linea recta con los rayos solares, sino inclinado a otra parte o
hacia el lado contrario, de ese modo no es posible que resulte lo propuesto
mediante los espejos ustorios indicados. Ademas, por causa de la amplia
distancia hasta el incendio y el gran tamafio del espejo ustorio, segin las
explicaciones de los antiguos, resulta forzosamente imposible que (tal co-
sa) se produzca. Pero no cabe dejar a un lado la fama, relatada unanime-
mente por todos los historiadores, de que Arquimedes incendio las naves
de los enemigos mediante los rayos solares, y por ese motivo es de necesi-
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lo consiguié no por medio de un espejo parabdlico, sino
mediante un artilugio formado por veinticuatro espejos pla-
nos. Este ultimo relato, a pesar de contar con el apoyo de al-
gunas otras fuentes, ha hecho correr rios de tinta, casi siem-
pre con el encarnizado propdsito no ya de negarlo, sino de
demostrar su imposibilidad desde el punto de vista de la fi-
sica y la técnica'®. Desde el punto de vista filolégico, lo que
mas crédito resta a las fuentes que transmiten esta noticia es
el hecho de que los autores mas antiguos —Polibio, Tito Li-
vio, Plutarco— no mencionen esta invencién. Luciano de
Samosata, que es el primero en hacer referencia al asunto,
dice solo que «prendi6 fuego a las trirremes de los enemigos
gracias a su arte (#éi téchnéi)»'!, sin mencionar los espejos,
y Galeno emplea la expresion equivoca did tdn pyrion, que
tanto puede referirse a «espejos ustorios» como a «materias
inflamablesy.

dad, razonablemente, que sea posible la resolucion del problema, y yo, tras
darle crédito y estudiarlo, voy a exponer la construccion de un artilugio de
esa especie explicando antes brevemente ciertas cosas necesarias para lo
propuestoy.

10 E] escepticismo sobre la veracidad de la noticia es antiguo, como lo
evidencia el pasaje de Antemio que acabamos de citar. En cuanto a la lite-
ratura moderna sobre ese punto, pueden consultarse DKSTERHUIS, Ar-
chimedes, Princeton, 1987, pags. 28-29, quien, en resumen, se muestra
convencido de la imposibilidad de la existencia de los espejos ustorios, y
P. TuuiLLier, De Arquimedes a Einstein. Las caras ocultas de la investi-
gacidn cientifica, Madrid, 1990, vol. I, pags. 45-78, quien, por el contra-
rio, pretende demostrar, contra las opiniones de la mayoria, que la noticia
de Antemio de Trales puede si ser cierta. También STamaris ha reprodu-
cido informes y noticias periodisticas en griego, inglés y ruso sobre los es-
pejos ustorios en un opuisculo publicado en Atenas en 1982 (no he podido
consultarlo; tomo la referencia del ensayo bibliografico afiadido por Knorr
a la traduccidn inglesa del Arquimedes de DIUKSTERHUIS).

" Luciano, Hipias o El baiio (ed. MacLeop, 1 3, 2).



14 ARQUIMEDES, EUTOCIO

Sea lo que fuere de esa cuestion, la situacion de la em-
presa bélica contra Siracusa vino a ser tal que Marco Marce-
lo tuvo que renunciar al ataque por mar; Polibio dice que
«se llevé un gran disgusto, pero al cabo se mof6 de sus pro-
pias acciones y dijo que Arquimedes con las naves romanas
sacaba el agua para'mezclar con el vino, y que sus arpas,
caidas en desgracia, habian quedado excluidas del banque-
te» 12, En el ataque por tierra sucedieron cosas muy semejan-
tes, de manera que las tropas romanas, cuenta Plutarco, «si
se vela.un cable o un madero que sobresalia un poco por en-
" cima de la muralla, gritando que Arquimedes ponia en mar-
cha otro ingenio contra ellos, se retiraban y hufan» .

A pesar de las maquinas de Arquimedes, que hicieron
imposible consumar el asalto de'la ciudad, Marco Marcelo
logrd al fin tomarla por asedio. En medio de la confusién
provocada por los soldados entregados al pillaje, Arquime-
des, indiferente, estaba inclinado sobre unos dibujos que
habia trazado cuando uno de los soldados, tras una disputa,
lo matd. Marcelo se disgustd por ello, pues queria haber co-
nocido al hombre que le puso en tantas dificultades, y se en-
cargd de avisar a sus parientes y de que se le diera sepultura
como convenia a hombre tan notable. Plutarco nos transmite
que era deseo de Arquimedes que en su tumba figurara la
relacion enire el cilindro y la esfera inscrita en él, relacion
que Arquimedes habia descubierto y demostrado, segun fi-
gura en el tratado Sobre la esfera y el cilindro. Y cuenta Ci-
cerén que cuando él fue a Sicilia como cuestor en el afio 75
a. C., consiguié encontrar, cerca de la puerta de Acradina,

12 Porisio, Historias VIII 6, 6.
13 PLuTtARrco, Vida de Marcelo XVII 4,
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una columna sepulcral oculta bajo la maleza en la que, efec-
tivamente, estaban representadas la esfera y el cilindro '*.
Los relatos que hemos referido han conformado durante
siglos la fama de Arquimedes, y no podemos dejar de sefia-
lar que incluso la literatura de divulgacion de nuestros dias
—y en ella incluyo las informaciones que circulan por la
red— hace mads hincapié en esos puntos que en cualesquiera
otros relativos al matematico. Sin embargo, no cabe dejar de
lado la consideracion de que era tradicional en la literatura
biografica de la Antigliedad la invencion de anécdotas que
permitieran situar cronolégicamente al biografiado o poner
de relieve sus logros o las caracteristicas mas destacadas del
personaje'>: y sucede que las anécdotas relatadas vienen,

4 Este relato de la muerte de Arquimedes es el que apatece en Livio,
XXV 9-10. Plutarco ofrece otras dos versiones, variantes enriquecidas de
la transmitida por Tito Livio. Un mosaico de Herculano reproduce la esce-
na con la particularidad de que no representa a Arquimedes agachado mi-
rando al suelo, sino trabajando en una mesita con sus papiros extendidos
sobre ella. El deseo de Arquimedes en cuanto a su epitafio lo mencionan
PrLutarco, Vida de Marcelo 17, 12, y CicerON, Tusculanas V 64-66.
El estudio de la relacién entre el cilindro y la esfera inscrita en €1 aparece
en Sobre la esfera y el cilindro 1 34, porisma; la génesis mecanica del teo-
rema se encuentra en Método 2.

15 Recuérdese como los antiguos fechaban a los poetas trigicos po-
niéndolos en relacion con la batalla de Salamina: Esquilo luché en ella
como soldado, Sofocles formé parte del coro de jovenes que celebraron la
victoria, Euripides nacié en la isla de Salamina cuando los atenienses se
refugiaron alli; la anécdota viene a indicarnos que la diferencia de edad
entre ellos era, aproximadamente, de media generacién. O cémo ciertas
fuentes relatan que la tumba de Euripides y su cenotafio en Atenas fueron
destruidos por el rayo: nos recuerdan asi el ateismo de Euripides y su cas-
tigo imperecedero, Otro ejemplo puede ser el que describe el rigor del ma-
tematico Euclides ante Alejandro Magno: «No hay camino real para la
matematica»; la anécdota viene a poner de relieve que fueron parcialmente
contemporaneos.
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precisamente, a resaltar los principales descubrimientos de
Arquimedes. El «Dadme un punto de apoyo y moveré el
mundo» nos recuerda que fue Arquimedes el primero en
formular matematicamente la ley de la palanca; el Heuréka,
que fue el descubridor del primer principio de la hidrostati-
ca; los espejos ustorios nos deberian llevar a considerar sus
trabajos en materia de catdptrica —aunque perdidos, sa-
bemos que &l fue el primero en observar la refraccion de la
luz—; la inscripcion funeraria sobre el cilindro y la esfera
nos remite a sus descubrimientos sobre el volumen y la su-
perficie de la esfera... La «muerte entre los circulos» es pa-
ralela al despiste de Tales, que cayd en un pozo mientras
observaba las estrellas, con gran regocijo de la esclava que
lo atendia, con lo que nos los representamos como «sabios
despistados», mds interesados en su mundo intelectual que
en las banalidades de la existencia cotidiana. Y obsérvese
que todas estas anécdotas pueden resumirse en poquisimas
palabras; a veces, incluso, en una sola frase. De modo que
alguna sospecha si que cabe sobre si estos relatos son testi-
monio de los hechos de la vida del matematico o muestra de
la maestria de la Antigiiedad en materia de invencion bio-
grafica y de recursos mnemotécnicos.

Pero haya en ellos lo que haya de veracidad, no pode-
mos perder de vista que contienen las referencias mas di-
fundidas sobre la vida del matematico. Otras fuentes algo
menos conocidas atribuyen a Arquimedes tres llamativas cons-
trucciones mecdnicas mas: el tornillo de Arquimedes, un
planetario y un érgano hidraulico.

El kochlias o tornillo de Arquimedes era un mecanismo
para extraer agua de lugares inundados que, segun diversos
testimonios, Arquimedes puso en funcionamiento en Egipto
para regar terrenos a los que no alcanzaban las crecidas del
Nilo y que también se utiliz6 en las minas de Hispania para
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extraer el agua de las galerias inundadas. Respecto al plane-
tario, Ciceron nos ha conservado una descripcion '°: en él, al
ponerse el Sol en movimiento, la Luna y los planetas repro-
ducian el mismo movimiento que cursarian en un dia res-
pecto de una béveda de estrellas fijas: unos versos de Clau-
dio Claudiano (Carmina Minora LY) narran la sorpresa de
Japiter al ver el mundo reproducido por obra de un ser
humano . En cuanto al 6rgano hidraulico, estamos atin peor
informados: s6lo Lactancio lo menciona y lo hace para com-
parar con él la naturaleza del alma: igual que el 6rgano es
uno, a pesar de estar compuesto de muchas partes, asi tam-
bién el alma, a pesar de la variedad de sus funciones, es
s6lo una.

Por otro lado, las fuentes antiguas nos hablan de la exis-
“ tencia de planetarios y drganos hidrdulicos en fechas mds
antiguas, de manera que la atribucion a Arquimedes de estos
dos mecanismos debemos interpretarla mas bien en el senti-
do de que llevo a cabo modelos especialmente bien logrados
de inventos ya conocidos; en cuanto al kochlias, Ateneo y
Diodoro dicen que fue invencion suya, pero un testimonio
de Estrabon'®, en el que describe un ingenio semejante sin
atribuirselo a Arquimedes hace dudosa esta afirmacion.

Como vemos, la fama mas extendida sobre Arquimedes
no hace referencia tanto a su labor de gedmetra como a su

16 Tusculanas 125.

17 También es CIcERON (Repuiblica 1 14) la fuente que nos informa de
la presencia en Roma de dos planetarios obra de Arquimedes, uno de ellos
«inico botin con el que el antepasado de Marcelo quiso adornar su casa
tras la toma de Siracusa», trabajo del que Cicerdn habia oido hablar como
la obra maestra de Arquimedes, pero que «a primera vista no me parecié
cosa extraordinaria»; respecto al otro ejemplar cuenta que «Marcelo habia
depositado en el templo de la Virtud otra esfera de Arquimedes, mas co-
nocida por la gente y mucho mas aparente».

8 Geografia XVIL
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inventiva en el terreno de la ingenierfa, y esa fama, nacida
en la Antigiiedad, se prolongé a lo largo de toda la Edad
Media. Sin embargo, si escribi6 algo sobre esas materias no
nos ha llegado noticia. Segln Plutarco —pero ya venimos
viendo que las versiones de los hechos que este autor nos
ofrece son muy personales y no siempre estan del todo li-
bres de intencidn literaria ni de prejuicio— estas ocupacio-
nes no eran para €l mas que entretenimientos sobre los que
no quiso dejar ningun escrito «considerando innoble y me-
nestral el ocuparse de la mecanica y, en general, de cual-
quier arte que tocara la utilidad» *.

Obras

Las obras que se nos han conservado de Arquimedes son
todas de caracter tedrico, dedicadas unas a la geometria y
otras a la fisica matematica. En griego se nos han conserva-
do los dos libros Sobre la esfera y el cilindro, Sobre la me-
dida del circulo, Sobre conoides y esferoides, Sobre las es-
pirales, los dos libros Sobre el equilibrio de las figuras
planas, el Arenario, la Cuadratura de la pardbola, los dos
libros Sobre los cuerpos flotantes, el Stomachion, el Méto-
do, el Problema de los bueyes y breves fragmentos —o re-
stimenes— de sus trabajos sobre los poligonos semirregula-
res y sobre catoptrica.

Desde ahora hay que hacer constar que una ojeada so-
mera a los textos nos hace ver que la mayor parte de las
obras no nos han llegado completas ni con los ipsissima
verba que Arquimedes empled para redactarlas. Unas tienen
caracter fragmentario por causa del deterioro del soporte es-
criptorio: tal es el caso del Método, el Stomachion o el libro
11 de los Cuerpos flotantes, transmitidas de modo incomple-

¥ Vida de Marcelo XIV y XVIL
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to por un Unico manuscrito, el famoso palimpsesto de Jeru-
salén, o de los dos libros Sobre los cuerpos flotantes, de los
que algunas partes sdlo nos han llegado en version latina.
Otras han padecido resimenes y refecciones en el curso de
sucesivas adaptaciones a su uso escolar, como se evidencia
en la Medida del circulo y en las obras transmitidas en ara-
be. Muchas, como consecuencia de la desaparicion de los
antiguos dialectos, han perdido el original dorio de Siracusa
en que Arquimedes escribia para ser vertidas a la koiné did-
lektos, el «dialecto comuiny, generalizado a partir de la épo-
ca helenistica en la expresion literaria y que, al evolucionar,
produciria el griego bizantino y el griego moderno: asi ha
sucedido con la Esfera y el cilindro, la Medida del circulo,
la Cuadratura de la pardbola, el Stomachion, €l Método y el
* Problema de los Bueyes.

Atin asi, el corpus de obras conservadas nos da pie mas
que suficiente para reconocer los dos rasgos mas caracteris-
ticos de la obra de Arquimedes: profundidad y originalidad,
perceptibles tanto en los temas abordados como en los mé-
todos empleados. Ambas peculiaridades estan en relacion
directa con una tercera caracteristica: no son, como los Ele-
mentos de Euclides o las Cénicas de Apolonio, recopilacio-
nes de descubrimientos matematicos anteriores, ordenadas y
completadas por sus autores con finalidad principalmente
didactica; los escritos de Arquimedes son verdaderos ensa-
yos cientificos, destinados a dar a conocer a la comunidad
matematica los nuevos descubrimientos realizados por su
autor.

Algunos de ellos derivan de las lineas de investigacion
emprendidas y proseguidas en la matematica griega, como
ocurre con la Medida del circulo, que pretendia —y consi-
guido— dar solucion a uno de los tres problemas clasicos de
la matematica griega mediante la intuicidén de renunciar a la
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cuadratura estricta ¢ intentar la triangulacion y el recurso al
método «de compresion»?’, o con la Cuadratura de la pa-
rabola, en esa misma tradicién de buscar equivalencias en-
tre areas de figuras planas y figuras curvilineas, la clase de
problemas que suelen llamarse «de aplicacion de areasy»; re-
lacionado en cierto modo con esa clase de problemas esta
también el Stomachion, juego®' elevado a la categoria de
problema geométrico en el que se pretende dividir un cua-
drado —o un rectdngulo— de tal manera que las figuras re-
sultantes de la division sean o bien iguales y semejantes o
bien susceptibles, tomadas de dos en dos, de sustituir a otra
u otras dos de las figuras, siempre dentro del cnadrado o el
rectangulo inicial. Siguiendo atn la linea pitagdrica de en-
contrar equivalencias entre figuras, como lo habian hecho
otros matematicos antes que él%%, pero ahora en el terreno de
los solidos, tenemos los dos libros Sobre la esfera y el cilin-
dro y el tratado Sobre conoides y esferoides.

El resto de sus obras se apartan de la tradicion geométri-
ca mas cldsica para adentrarse en territorios apenas explora-
dos: Sobre las lineas espirales se ocupa del estudio de la
curva que hoy recibe el nombre de «espiral de Arquime-

2 Cf. mas adelante, pags. 37-41.

2l A juzgar por el contenido de la obra, el juego tenia cierta semejanza
con nuestros puzzles. Los diccionarios recogen el término con la finica
acepcion de «titulo de una obra de Arquimedesy.

22 En la carta-dedicatoria que precede al Libro I de Sobre la esfera y el
cilindro Arquimedes afirma que, en el terreno al que aludimos, se deben a
Eudoxo demostraciones «que parecen tan sobresalientes: la de que toda pi-
rémide es un tercio del prisma que tiene la misma base que la pirdmide e
igual altura, y que todo cono es la tercera parte del cilindro que tiene la
misma base que el cono e igual alturay, y en la carta-dedicatoria que pre-
cede al Método repite esa misma informacioén afladiendo que antes que
Eudoxo ya Demdcrito habia sido el primero en manifestar «sin demostra-
ciony» dichos asertos.
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des», curva de generacion mecénica ideal descrita por un
punto que se mueve a velocidad uniforme sobre una semi-
rrecta que, a su vez, se desplaza radialmente en torno a su
origen. La originalidad del tratado radica en que la matema-
tica griega no habia llevado a cabo hasta entonces estudios
sobre curvas distintas de la circunferencia mas que en el ca-
so de las conicas, descubiertas y estudiadas primero por Me-
necmo y después por Euclides?, y de la trisectriz (o cuadra-
triz) de Hipias. En Sobre el equilibrio de las figuras planas
y Sobre los cuerpos flotantes Arquimedes aplica el rigor de
los métodos geométricos a observaciones experimentalmen-
te comprobables pertenecientes al terreno de la estdtica v la
hidrostatica, con lo que sienta las bases de la fisica matema-
tica. El Uinico antecedente para esta clase de orientacion en
" los estudios matematicos tendriamos que ir a buscarlo a la
Mecdnica del corpus aristotélico, el texto griego méis anti-
guo en que un fendmeno fisico es reducido a expresién ma-
tematica, que es donde encontramos, aunque de un modo no
del todo preciso, la descripcion del «paralelogramo de las
fuerzas». El Arenario —que formalmente es una carta a Ge-
16n, hijo de Hierén de Siracusa-— aborda, so pretexto de
calcular el nimero de granos de arena necesarios para Henar
el universo, el problema de la expresion y notacion de cifras
elevadas®; por ultimo, el Problema de los bueyes propone

3 Aunque no se nos han conservado esas obras, probablemente porque
perdieron buena parte de su interés al ser superadas por los trabajos de
Apolonio sobre ese mismo tema.

% Hay que recordar aqui que el proceso de abstraccién que exige la ta-
rea de contar va unido necesariamente al desarrollo cientifico: los pueblos
primitivos resuelven sus necesidades a ese respecto sin necesidad de ir
muy lejos. En las lenguas indoeuropeas es facil reconstruir un origen co-
mon para los numerales hasta el «cien» (gr. hekatén; lat. cenfum); en el
nombre del «mil» se detectan ya etimologias procedentes de raices diver-
sas (gr. chilioi; lat. mille). En Homero el numeral myrioi significa «muchi-



22 ARQUIMEDES. EUTOCIO

averiguar el nimero de vacas y toros de los rebafios del Sol,
dadas ciertas condiciones complejas—resumiendo, un sis-
tema de siete ecuaciones con ocho incdgnitas— que hacen
que el problema, en términos de la matematica actual, venga
a resolverse mediante una ecuacion diofantica del tipo Pell-
Fermat.

El Método merece tratamiento aparte, y no soélo por ser
el tnico caso en la literatura matematica griega de exposi-
cion del sistema heuristico de un autor. Presenta, ademas, el
~ aliciente especial de que, mencionado por varios escritores
de la Antigiiledad®, el tratado parecia haberse perdido para
siempre y fue completamente desconocido para Occidente
hasta que en 1906 el filologo danés Heiberg, que ya habia
publicado una edicion de las obras conocidas de Arquime-
des, tuvo noticia® de que un palimpsesto hierosolimitano
escondia trabajos matematicos. Se interesé por estudiar el
cbdice, para lo cual tuvo que desplazarse a Constantinopla y
fotografiarlo. El cddice contenia, entre otros escritos de Ar-
quimedes, el que ahora nos ocupa: la Gnica versién del Mé-

simos, en numero infinitoy (sentido heredado, por cierto, por nuestro «mi-
riaday), y el término pasa a significar «diez mil» s6lo tardiamente. En
nuestro tiempo hablamos de «millones» y «billones», pero para cifras ver-
daderamente elevadas... recurrimos a las potencias de diez.

25 Herdn y la Suda lo mencionan, aparte de la referencia explicita a la
mecanica del propio Arquimedes en la Cuadratura de la pardbola 11 266,
1; esta ultima referencia, que resulta manifiesta ahora que conocemos el
Método, no podia sin embargo servir de indicio a los estudiosos mas anti-
guos dado que no aparece la palabra clave méthodos (ni tampoco éphodos,
que es la que figura en el titulo griego de la obra arquimedea).

2 Gracias al catdlogo de las bibliotecas pertenecientes al Patriarcado
de Jerusalén publicado en 1899 por el estudioso griego A. I. Papadopou-
los-Kerameus (cuyo papel en el hallazgo del palimpsesto, por cierto, suele
quedar postergado). El relato del descubrimiento del manuscrito y la des-
cripcion del mismo fueron dados a conocer por HemerG en «Eine neue
Archimedesschrifty Hermes 42 (1907), 235 y ss.
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todo que ha llegado hasta nosotros. El pergamino que servia
de soporte escriptorio habia sido lavado y reutilizado en el
siglo xur para escribir en €] un eucologio, proceso en el cual
habian desaparecido varias paginas, otras habian sido borra-
das tan completamente que era imposible leer nada que no
fuera el texto para el que se reutilizé y, ademds, habia des-
aparecido el orden primitivo de las paginas. La tarea de
Heiberg fue, por tanto, muy meritoria. El asunto, en todo ca-
s0, es que toda esta peripecia habia mantenido la obra aleja-
da de comentaristas y estudiosos durante casi un milenio.

Desde el punto de vista formal, es un ejemplo de corres-
pondencia erudita con una doble finalidad: por un lado, Ar-
quimedes habia enviado a Eratostenes los enunciados de dos
teoremas sin la demostracion, invitindole a descubrirla por
" si mismo. Esos dos teoremas conciernen al volumen de la
ufia cilindrica y de la doble boveda cilindrica. Ahora —Ile
comunica Arquimedes— le envia las demostraciones, dis-
tintas de otras que ya tiene publicadas sobre el volumen de
los solidos conoides y esferoides, pues las demostraciones
que le remite en ese momento tienen el interés especial
de que por primera vez consigue hallar equivalencias entre
figuras comprendidas por superficies planas y figuras com-
prendidas por superficies curvas y planas. En segundo lugar,
quiere también darle a conocer un método nuevo que permi-
te «disponer de recursos para poder estudiar algunos asuntos
matematicos por medio de la mecéanica» y para ello le envia
el estudio de diversos teoremas sobre areas y voliimenes se-
gun lo habia efectuado mediante el método mecanico antes
de resolver con el rigor pertinente las demostraciones geo-
métricas.

Aparte de las obras y fragmentos conservados en griego,
mediante versiones arabes disponemos de restos del Libro
de los lemas, del tratado Sobre el heptagono inscrito en el
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circulo y de otro tratado Sobre los circulos tangentes. Las
versiones arabes le atribuyen, asimismo, libros Sobre las [i-
neas paralelas, Sobre los triangulos, Sobre las propiedades
de los triangulos rectangulos, Sobre clepsidras y unos Da-
tos, aunque buena parte de las referencias arquimedeas con-
tenidas en los manuscritos drabes se entremezclan con resul-
tados debidos a otros autores y, en particular, con trabajos
de los propios matematicos arabes que los transmiten, lo que
hace especialmente delicada la tarea de discernir qué parte

~corresponde a quién dentro de cada obra. Los estudiosos de
Arquimedes han apreciado de modo especial los fragmentos
del Libro de los lemas, cuya version latina incluye Heiberg
en su edicion, ciertas partes de los tratados Sobre el hepta-
gono inscrito en el civculo y Sobre los tridngulos, de los que
Dijksterhuis se ocupa en su clsica exposicion de las obras
de Arquimedes, y del fragmento del Stomachion conservado
sélo en arabe y dado a conocer por Suter, mas amplio y de
més interés que el conservado en griego?.

Ademds, contamos también con referencias a otras obras,
perdidas: el trabajo sobre los poliedros semirregulares alu-
dido por Papo, un De la denominacion de los numeros que
dedicod a Zeuxipo, al que el propio Arquimedes hace refe-
rencia®®, una Catdptrica y una o varias obras sobre mecani-
ca que contenian teoremas que no figuran en el Equilibrio
de los planos —las referencias del propio Arquimedes y de
otros autores de la Antigiledad parecen remitirnos a titulos
como Sobre los centros de gravedad, Sobre los equilibrios,
Mecdnica, Sobre las balanzas o Sobre las palancas—. Las

27 Suter, H.: «Der Loculus Archimedius oder das Syntemachion des
Archimedes, arabisch und deutschy», Zeitschrift fiir Mathematik und Phy-
sik, historische-litterarische Abteilung (44 Supp. Heft) 491, 1899 (Cantor-
festschrift).

28 En Arenario 11216, 17-19, y 236, 17-22,
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alusiones indicadas a los trabajos sobre mecanica mencio-
nan demostraciones concretas, pero no es posible siquiera
saber si se trataba de una sola obra conocida por varios titu-
los o de varias obras referentes a temas emparentados entre
si v con la mecanica.

Cronologia de las obras conservadas

La ordenacion seguida a lo largo del dltimo siglo en la
presentacion de las obras de Arquimedes deriva directamen-
te del orden propuesto en su edicién por Heiberg, quien, a
su vez, siguié fundamentalmente la ordenacion de los ma-
nuscritos®. Que esa ordenacidn no se correspondia con la
secuencia cronologica de la composicion de los tratados era

. cosa manifiesta ya para Torelli en 1792, y sus observacio-
nes, ampliadas por Heiberg y Heath, han sido utilizadas en
los trabajos de Dijskterhuis, Itard, Claggett y Mugler con
pocas alteraciones .

El criterio principal en el que se basan las reconstruc-
ciones cronoldgicas es de orden filoldgico: ya dijimos mas
atras que algunas de las obras de Arquimedes van precedi-
das de una carta, y dos de esas cartas, las que preceden a los
tratados sobre Cuadratura de la pardbola y Espirales, son
especialmente significativas a este respecto. Por la dedicato-
ria de Cuadratura de la pardbola sabemos que éste fue el
primer tratado que Arquimedes envié a Dositeo, pues alli se
lee: «Al oir que habia muerto Condn, cuya amistad nunca
me falté, y que tu habias conocido a Condn y que estabas

2 Para ser exactos, present6 las obras en el orden en que figuran en los
manuseritos derivados de A, que representan la tradicidn textual mds ex-
tendida, y afiadié después las obras que s6lo conocemos por el palimpsesto
de Jerusalén.

30 Ver Eecke renuncia al debate sobre la cuestién cronoldgica al admi-
tir el orden propuesto por Heiberg como «el mas racional posiblex.
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familiarizado con la geometria, me entristeci por el difunto
en su calidad de amigo y de hombre que ha llegado a ser
admirable en matemaéticas, y me propuse enviarte por escri-
to, igual que solia escribir a Conén, teoremas matematicos
que antes no habian sido estudiados, pero que ahora han si-
do estudiados por mi»*'. Esta misiva podemos fecharla, se-
gun Knorr, en fecha posterior a 246 a. C.

Por otra parte, en la dedicatoria de Espirales y como
respuesta a la peticién de Dositeo de que le envie ciertas
demostraciones, Arquimedes enumera las obras que ya le ha

" enviado y las que le envia en ese momento: en primer lugar
cita los principales resultados de los dos libros Sobre la es-
fera y el cilindro, cuyas demostraciones —dice— le habia
remitido por medio de Heraclidas; a continuacion, los de
Conoides y esferoides, cuyas demostraciones atin no le ha
enviado; vy por ultimo, los problemas sobre las espirales que
le remite en ese momento. La secuencia de los escritos en-
viados a Dositeo, por tanto, fue: Cuadratura de la pardbola,
Sobre la esfera y el cilindro, Sobre las espirales y Sobre los
conoides y esferoides, y no parece muy aventurado suponer
que fueron compuestos en ese mismo orden.

31 Tgnoramos las fechas precisas de la vida de Conén, pero una mezcla
de leyenda e historia nos permite «construir una aproximacioén temporal:
segin la leyenda poética forjada en Alejandria, cuando Ptolomeo III Evér-
getes partié a la guerra contra Seleuco (Tercera Guerra Siria, 246-241 a.
C.), la reina ofrendd a la diosa Afrodita su cabellera por la salud de su es-
poso, pero la cabellera desaparecié del templo. Se atribuye a Condn la fi-
nura cortesana de haberla reconocido en el cielo transformada en una
nueva constelacion: la «Cabellera de Berenice» y, dado que la correspon-
dencia entre Arquimedes y Dositeo hubo de ser posterior, queda la fecha
de 246 a. C. como terminus post quem para el comienzo de esa relacion
epistolar. CaLimaco incluyé en sus Catasterismos el poema que compuso
sobre los hechos citados, poema que, a su vez, fue traducido por CaturLo
en su poema 66.
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En tercer lugar, el Arenario 19 (11 230, 3-7) cita de un
modo muy preciso el resultado de la proposicion 3 de la
Medida del circulo: «Sabes que yo demostré que la circun-
ferencia de todo circulo es mayor que el triple del didmetro
en menos de la séptima parte», de modo que este pasaje es
tenido por testimonio definitivo para la datacion relativa de
ambas obras, aunque no da pie para relacionar su cronologia
con la de los tratados remitidos a Dositeo.

El segundo de los criterios empleados tiene que ver con
la relacion interna entre los tratados: si en uno de cllos se
utilizan como argumento resultados obtenidos en otro, se
toma por indicio valido a efectos de ordenacién cronologica.
Tenemos, por ejemplo, el caso de Cuadratura de la pardbo-
la (props. 6, 8, 10) en donde se recogen resultados proce-

" dentes de Equilibrio de los planos 1 (props. 6, 7, 14, 15),
mientras que en Equilibrio de los planos 11 (prop. 10) se re-
cogen resultados de' Cuadratura de la pardbola (prop. 3),
aunque no se menciona la obra de la que proceden: de ahi
que, en general, se restituya la secuencia Equilibrio de los
planos 1/Cuadratura de la pardbola/Equilibrio de los pla-
nos 11. Del mismo modo, puesto que en Sobre los cuerpos
flotantes 1 (props. 8 y 9) se da por demostrado —sin men-
cionar literalmente la obra— el contenido de Equilibrio de
los planos 1 8 y que en Sobre los cuerpos flotantes 11 (props.
2,3,4,6,7, 8 et al.) se emplea el resultado de Sobre conoi-
des y esferoides 11 (relativo al volumen del paraboloide de
revolucion), se propone para los libros Sobre cuerpos flo-
tantes una fecha de redaccion posterior a la de Sobre conoi-
des y esferoides.

32 Que aqui recibe el nombre de Mecdnica (dédeiktai gar toilto en tois
Mechanikois), a este respecto, cf. mas atras, pag. 25.
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Al entender de los estudiosos mencionados mas arriba,
no disponemos de otros datos fehacientes, de manera que,
dejando a un lado los scripta minora, queda pendiente la lo-
calizacion del Método y de la Medida del circulo (y, depen-
diendo de la datacion de éste ultimo, la del Arenario). En lo
relativo a la Medida del circulo, Torelli y Heiberg se sirven
de un tercer criterio, mucho mas arriesgado, consistente en
poner en relacion los tratados segun el tema que desarrollan:
dado que en Medida del circulo 1 y en Sobre la esfera y el
cilindro Arquimedes asume sin prueba que la secuencia de
poligonos inscritos en el circulo puede acercarse tanto como
se quiera al drea del circulo a medida que duplicamos el
numero de lados, y a la vista, segtin Torelli, de que los prin-
cipales resultados de la Esfera y el cilindro carecen de utili-
dad practica si no se ha alcanzado una estimacion numérica
de m, llegan a la conclusion —no demasiado evidente, a
nuestro entender— de que la Medida del circulo es posterior
a Sobre la esfera y el cilindro.

Tras el descubrimiento del palimpsesto de Jerusalén,
Heiberg, y con él Heath, Dijksterhuis y Claggett, optan por
proponer, por un lado, una cronologia «tardia» para la Me-
dida del circulo, mientras que para el Método proponen una
cronologia «tempranay» pero posterior a la Cuadratura de la
parabola —ya que en la carta que precede a este tratado
Arquimedes hace ver que para entonces ya habia empezado
a emplear su famoso método mecéanico® y, a la vez, en el
Método afirma haber defendido ese método en escritos ante-

3 «Tras redactar las demostraciones de esto {scil., «las relativas al 4rea
del segmento parabdlico») te las envio primero como fueron resueltas por
el método mecanico, y después también como se demuestran por el méto-
do geométricon (II 264, 26-266, 2).
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riores*—. Ttard, sin embargo, seguido por Mugler, prefiere
considerar el Método una especie de testamento cientifico
de Arquimedes y propone para ¢l una cronologia tardia.

Pero la insuficiencia de algunos de los argumentos ex-
puestos se hace patente en las dubitaciones de los propios
autores de los razonamientos: a pesar de lo indicado mas
atras, Heiberg sita al final de su lista cronolégica y con un
interrogante la Medida del circulo, Heath propone cronolo-
gias distintas en su traduccion de las obras de Arquimedes
y en A History of Greek Mathematics y otro tanto hace Ttard
en la Historia General de las Ciencias v en Mathématiques
et Mathématiciens. Ante esa situacion, y en la idea de que la
cronologia de la composicion de los tratados podria servir
de clave para una comprension mas profunda de la obra de
" Arquimedes, W. R. Knorr emprendi6 la tarea de examinar
de nuevo esta cuestién. En un extenso articulo™ revisa las
fuentes textuales y las argumentaciones que resumiamos mas
arriba y analiza los métodos mateméticos de los que Arqui-
medes se sirve. Utilizando como criterio la mayor o menor
intervencion de los métodos euclidianos y de los métodos
originales del propio Arquimedes, concluye que cabe consi-
derar dos etapas en los trabajos del siracusano: una etapa

34 «...al escribir el método he pretendido sacarlo a la luz a Ia vez por-
que previamente lo habia defendido —no fuera que les pareciera a algunos
que habia estado diciendo palabras vanas— y al mismo tiempo porque
estaba convencido de que arrojaria no pequeifia utilidad en la matematica...
Asi, escribo en primer lugar lo que también lo primero se me hizo patente
mediante la mecanica, que todo segmento de la seccidén de un cono rectin-
gulo son cuatro tercios del triangulo que tiene la misma base e igual altura,
y después de ello, cada uno de los teoremas obtenidos mediante el mismo
métodoy (I 430, 11-24).

35 Los resultados fueron publicados en «Archimedes and the Elements:
Proposal for a Revised Chronological Ordering of the Archimedean Cor-
pus», Archiv for History of Exact Sciences 19 (1979), 211-290.
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mas antigua, en la que Arquimedes, influido adn por sus
afios de formacion, sigue los métodos —euclidianos— y la
linea de investigacion —problemas de areas, fundamental-
mente— mas clasica en la matematica griega, y un periodo
de madurez en el que desarrolla y emplea cada vez mas-a
fondo el método mecanico y lo aplica a problemas estereo-
métricos. De acuerdo con ello, propone una datacién tem-
prana para la Medida del circulo —quiza, segin él, la mas
temprana de las obras de Arquimedes que conservamos— y
sitda el Método en la época de madurez —quiza la Gltima de
ellas—.

Los argumentos ofrecidos por Knorr no han sido plena-
mente aceptados: por ejemplo, segln este autor Arquimedes
empezd a ocuparse de mecanica al volver de Alejandria a
Siracusa, cuando el rey Hierdn le puso al frente de los traba-
jos de fortificacién de la ciudad; Krische3¢ hace la objecion
siguiente: jpor qué iba el rey a poner al frente de las obras
de fortificacién de la ciudad a un hombre atin joven, sin ex-
periencia en tales menesteres, recién regresado de una au-
sencia de afios y que hasta entonces sélo se habia ocupado
de geometria? —dejando a un lado que esta suposicién de
Knorr contradice lo afirmado por algunas fuentes antiguas,
como el texto de Plutarco citado mas atras (pag. 10)—. -

Vitrac®", por su parte, encuentra que los procedimientos
con que Knorr justifica sus asertos son «complejos e inclu-
so0, a veces, de caracter sofistico» y reprocha al anélisis de
Knorr «proceder como si en las matematicas antiguas se pu-

36 «Die Rolle der Magna Graecia in der Geschichte der Mechaniky,
Antike und Abendland, 1995.

37 Las criticas que citamos figuran en «A propos de la chronologie des
ceuvres d’Archiméde» (Mathématiques dans I'Antiquité, ed. J. Y. GuiLLAU-
MmN, Saint-Etierme, 1992, pags. 87-88), pero Vitrac formula otras muchas
reservas a lo largo de todo el articulo.
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diera aislar un aspecto técnico o metodolégico correspon-
diente a nuestros diferentes calculos (algebraico, diferencial,
integral...) {...). De hecho —dice Vitrac—, las matematicas
antiguas se mantienen en un nivel de abstraccion relativa-
mente modesto en lo que concierne a los métodos; es peli-
groso exagerar su importancia independientemente de los
contextos particulares en los que intervienen». A pesar de
esto sostiene que «la cronologia propuesta por Knorr es ve-
rosimil, incluso si los argumentos expuestos para sostenerla
no siempre son mas convincentes que los que sostenian las
cronologias anteriores».

Por nuestra patte, en lo relativo a la datacion de la Me-
dida del circulo encontramos algunos puntos débiles en el
razonamiento de Knorr*. Conviene, ademas, sefialar que

" el propio Knorr es consciente de que frente a la cronologia
segura de las que llama «obras de madurez», para la cual
contamos con las mutuas referencias técnicas y las indica-
ciones explicitas de Arquimedes, que nos certifican el orden
de su presentacién ante la comunidad matematica de Ale-
jandria —aunque no el orden del descubrimiento de los re-
sultados—, el orden que las deducciones de Knorr proponen
para las que ¢l llama obras tempranas es «menos cronoldgi-
co que logicon¥.

En lo que concieme al Método coincidimos en la apre-
ciacion de que fue probablemente una de las ultimas obras

38 Los elementos para ese debate son extensos, y esta introduccién no
es el lugar adecuado para su exposicion, pero hemos de decir que el recur-
so frecuente al argumento ex silentio, el hecho de que no utilice fodos los
pasajes de la obra de Arquimedes relativos a la cuestion, €l analisis abusi-
vo de ciertos pasajes —por ejemplo, de Método 2 (447, 4-15)—y la fre-
cuencia con que admite como prueba lo que no son sino conclusiones de
series de hipétesis debilitan el conjunto de la argumentacion de Knorr.,

3 KNORR, art. cit., pag. 270.
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de Arquimedes, pero no porque nos parezca convincente la
argumentacion de Knorr a ese respecto, sino, sobre todo,
porque disponemos de evidencias textuales: un pasaje de la
carta a Eratostenes que precede a ese tratado —pasaje que
parece haber pasado desapercibido hasta ahora a todos los
estudiosos— afirma explicitamente que compuso el tratado
después de haber descubierto lo relativo a la medida de los
conoides y esferoides:

Ocurre que estos teoremas“’ son distintos de los que
descubri primero, pues aquellas figuras, los conoides y los
esferoides y sus segmentos, las compardbamos en magni-
tud con figuras de conos y cilindros y se hall6é que ninguna
de ellas era igual a una figura sélida comprendida por pla-
nos, mientras que en estas figuras, comprendidas por dos
planos vy superficies de cilindro, cada una ha sido hallada
igual a una de las figuras sélidas comprendidas por planos.

Knorr sostiene —segin necesita para justificar la posi-
cion del Méfodo en su cronologia relativa— que la corres-
pondencia entre Arquimedes y Eratdstenes es posterior a la
que mantuvo con Dositeo*'. En ese punto coincidimos con
él, pero nuestro argumento se apoya en el texto del Mérodo

4 Se refiere a los dos teoremas cuyos enunciados habia remitido pre-
viamente a Eratostenes, sobre el volumen de la uiia cilindrica y de la doble
béveda cilindrica, respectivamente.

4 Defiende su postura argumentando que frente a la excelente opinién
que Arquimedes tenfa de las capacidades matematicas de Conén, nunca
dedica una alabanza a Dositeo, que debia ser —sugiere Knorr— menos
brillante. Al saber de la valia de Eratdstenes, intenté mantener con ¢l una
relacién semejante a la que tuvo con Conén, enviandole los teoremas sin
demostracién por si el otro era capaz de hallarlas, cosa que, segiin la co-
rrespondencia que poseemos, nunca pudo hacer con Dositeo —siempre
segun Knorr; obsérvese que éste es uno de los casos en que recurre al ar-
gumento ex silentio—.
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que acabamos de citar. En cualquier caso, una vez aceptado
que la correspondencia entre Arquimedes y Eratostenes es
posterior al tratado Sobre conoides y esferoides, deberiamos
también datar el Problema de los bueyes, remitido a Eratos-
tenes, dentro del ultimo periodo de produccion del siracusa-
no, ya que parece razonable que las diversas cartas cruzadas
con Eratdstenes fueran escritas en un periodo de tiempo no
demasiado dilatado.

Hemos de decir, por ultimo, que el Stomachion y el Li-
bro de los lemas se ocupan de cuestiones que no guardan re-
lacién con los tratados de los que hasta ahora nos hemos ocu-
pado y ese hecho, unido al estado fragmentario en que se nos
han transmitido y a la ausencia de prefacios o dedicatorias,
impide todo intento racional de aproximacion cronolégica.

El cuadro que adjuntamos recoge de modo esquematico
los pareceres de los autores que hemos venido citando.

Q)Y Esf il T
() Esf cil. I
(4) Espir.

(5) Con. esfer.

(7) Con. esfer.
(8) Cuerp. flot. 1y Il
(9) Med. circ.
(10) drenario

(7} Med. cire.

(8) Arenario

(9) Cuerp. flot. 1y Il
(10) Método

Cronologia relativa | Heath (HGM1122) Ttard (MM 85-87) Knorr (AHES [1979]
segln el testimonio | Claggett (DSB) Mugler 211-290)
de Arquimedes Dijksterhuis

(Archimedes)
Grupo A (1) Equil. Plan. 1 (1) Equil. Plan. X Obras tempranas
(1) Med. cire. (2) Cuad. pardb. (2) Cuad. pardb. Med. cire.
(2) Arenario (3) Equil. Plan. 11 (3) Equil. Plan. 1L Arenario

(4) Método (4 Esfcil. 1yl Cuad. pardb. 18-24
Grupo B BYEsf cil. Iyl (5) Espir. Equil. Plan. 1Ty 11
(1) Cuad. pardb. (6) Espir. (6) Con. esfer.

Obras de madurez
Cuad. parab. 4-17
Esf cil. Tyl
Espir.

Con. esfer.

Cuerp. flot. 1y 1T
Método
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Tradicion y originalidad

Se ha afirmado que la historia de la matematica griega
es un relato que se abre in medias res: sus origenes nos son
prehistdricos en el sentido de que carecemos practicamente
por completo de testimonios fiables respecto a ellos; su de-
sarrollo perteneceria a la protohistoria, ya que la mayor par-
te de los datos proceden de fuentes muy posteriores en el
tiempo, y el periodo historico se abre, salvando los tratados
de Autolico de Pitane, con los Elementos de Euclides, en los
que encontramos ya una organizacion formal clara y firme-
mente establecida. En ese sentido, poco o nada difieren las
obras de Arquimedes de las de sus predecesores: al igual
que las de Euclides y Autdlico, comienzan con las defini-
ciones y los postulados de los que el autor hara uso a lo largo
de las demostraciones y a continuacién figuran las proposi-
ciones, ordenadas seglin las exigencias del método deduc-
tivo.

También la forma de las demostraciones estaba ya fija-
da, y cuando Proclo, en el siglo v, enumera las seis partes de
que se compone una demostracion geométrica (Commenta-
rium in I Euclidis, pag. 203, ed. Friedlein), su descripcién se
ajusta por igual a la forma euclidiana, setecientos afios ante-
rior a la época de Proclo, v a la de Eutocio, cien afios poste-
rior al mismo Proclo: el enunciado (protasis), que nos indica
en qué corsisten los datos y qué es lo que se investiga; la
exposicion (ékthesis), en la que se ofrecen los datos concre-
tos que se han de usar; el diorismo (diorismds), que, en cier-
tos casos, ha de precisar'las condiciones en las que el pro-
blema es resoluble; la construccion (kataskeué), en la que se
presentan los datos de modo practico; la demostracion (apo-
deixis), en la que se expone el razonamiento que conduce a
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la resolucion y, por ultimo, la conclusién (sympérasma), que
vuelve de nuevo al enunciado afirmando que lo demostrado
concuerda con el punto propuesto a la investigacion.

Lo mismo ocurre con los métodos: el de analisis'y sinte-
sis, el de reduccion al absurdo, derivado del anterior, el de
reduccion y el llamado «de exhausciony, equivalente geo-
métrico —mutatis mutandis— del calculo infinitesimal, fue-
ron las armas racionales de que se sirvieron los matematicos
griegos.

Para el analisis y la sintesis contamos como fuente con
Papo (Synagogé VII pags. 634-36, ed. Hultsch), que explica
asi en qué consisten estos recursos metodoldgicos:

El anilisis es un camino que parte de tomar lo que se
investiga como cosa aceptada mediante sus consecuencias
hasta llegar a la sintesis. En el analisis, suponiendo que lo
investigado ya se ha producido, observamos por qué suce-
de y vamos de nuevo a lo que lo precedié hasta que,
haciendo el camino hacia atras de esta manera, damos con
algo de lo ya aceptado o que pertenezca a la clase de los
principios. Y a este' método lo llamamos anélisis porque es
una solucién camino atras. Por la otra parte, en la sintesis,
partiendo de la marcha atrds, dando por sentado el elemen-
to ultimo captado en el analisis, colocando ahora lo que alli
precedia en su orden natural como consecuencias y com-
poniéndolas entre si'llegamos por ultimo a la construccion
de lo investigado. Y a eso lo llamamos sintesis.

Hay dos clases de analisis: el que investiga 1a verdad,
al que llamamos ‘teorético’, y el que pretende llegar a
hacer lo propuesto, llamado ‘de problemas’. En el tipo teo-
rético, suponiendo que lo investigado existe y es verdad,
avanzamos después hacia algo aceptado mediante las con-
secuencias que se siguen de ello como verdaderas y exis-
tentes por hipdtesis; y si lo aceptado era verdadero, serd
verdadero también lo investigado, pero si nos topamos con
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que hemos dado por aceptado algo falso, lo investigado
también sera falso. :

En el analisis de problemas suponemos que el proble-
ma planteado es conocido y luego, tomando por verdaderas
las consecuencias de ello, avanzamos hacia algo aceptado,
y si lo aceptado es posible y alcanzable, lo que los matema-
ticos llaman un dato, el problema propuesto sera resoluble
y de nuevo la demostracion sera una marcha atras del ana-
lisis; pero si nos topamos con que hemos aceptado algo
imposible, el problema también serd irresoluble.

Derivado de los recursos de analisis y sintesis utilizaron

los griegos, y con mucha frecuencia Arquimedes, la reduc-
cién al absurdo: tomando como base del anélisis que lo que
se intenta demostrar es falso, se avanza por las consecuen-
cias de ese aserto v se llega a un punto en el que se niega
bien un principio probado, bien uno de los datos admitidos
como hipétesis, de lo que se deduce que lo que se intenta
probar ha de ser verdadero.

En tercer lugar, el método de reduccion, del que Proclo

(In I Euclidis Commentarium, pags. 212-13, ed. Friedlein)
nos informa en los siguientes términos:

La reduccion es la traslacion de un problema o teorema
a otro, conocido o resuelto el cual también el planteado re-
sultara manifiesto, como cuando se buscaba la duplicacién
del cubo y trasladaron la investigacion a otra cuestién de la
que ésta se sigue, la de hallar dos medias proporcionales, y
en adelante buscaron c6mo, dadas dos rectas, se hallarian
dos medias proporcionales entre ellas. Dicen que el prime-
ro que aplicé la reduccidon a las construcciones dificiles fue
Hipbcrates de Quios, que también cuadré la linula y des-
cubri6 otras muchas cosas en el terreno de la geometria....

La atribucion del descubrimiento de este método a Hi-

pbcrates puede ser o no ser cierta, pero parece razonable
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pensar, puesto que este Hipdcrates es un matematico histo-
rico sin lugar a dudas, que si no fue el inventor, debi6 ser
uno de los primeros en aplicarlo a problemas de especial di-
ficultad o interés.

El método de exhauscién*?, aunque no fue exclusivo de
Arquimedes ni invencion suya, sf recibié del siracusano apor-
taciones fundamentales. Para valorarlas adecuadamente, re-
cordemos que el primero en sugerir el método de aproxi-
maciones sucesivas indefinidas, segin las fuentes antiguas,
habia sido Antifonte, sofista contemporaneo de Socrates, al
que debemos el mas antiguo intento de cuadratura del circu-
lo. Tal y como Antifonte concebia la solucidn al problema,
una vez inscrito un tridngulo o un cuadrado® en el circulo,
resultan unos segmentos circulares formados por cada lado
del poligono inscrito y el arco correspondiente; si en cada
segmento se inscribe un tridngulo isdsceles que tiene por
base el lado del poligono inscrito primeramente, se obtiene
un poligono inscrito de nimero de lados duplicado; pode-
mos actuar asi de modo sucesivo, y Antifonte penso que «en
alglin momento se agotaria el circulo, inscribiendo de ese
modo un poligono cuyos lados, por su pequefiez, coincidi-
rian con la circunferencia del circulo. Y dado que podemos
cuadrar cualquier poligono, estariamos en posicién de cons-
truir un cuadrado igual a un circulo*y. Que el método idea-
do por Antifonte carecia del rigor necesario era cosa sabida

42 Bl nombre de «exhauscién» —que fue utilizado por primera vez por
el jesuita GREGORY DE SAINT-VINCENT en 1647, en su Opus geomelri-
cum— ha sido frecuentemente criticado por inadecuado (cf. espte. Duks-
TERHUIS, op. cit., pag.130, que considera preferible «paso indirecto al li-
mite») pero es el que se ha impuesto para designar este método de trabajo;
por esa razdn conservamos el término.

3 En esto difieren las dos fuentes que lo transmiten, Temistio (Pard-
Srasis de Aristételes) y SmpLicto (Comentario a la Fisica).

4 SmpLicio, Comentario a la Fisica, pags. 55,4y ss., ed. DieLs.
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en la Antigiiedad, pues Aristoteles lo critica en Fisica 1 2,
185a14-17: «Pero no procede rechazar todos los argumen-
tos, sino s6lo los que a partir de los principios se demuestra
que son falsos, v los que no, no; por ejemplo, es cosa del
gedmetra rechazar la cuadratura mediante segmentos, pero
la de Antifonte no es cosa del gedmetra»*®. Otra critica an-
tigua, méas precisa, es la que nos transmite Simplicio, citan-
do la perdida obra de Eudemo sobre la Historia de la mate-
matica: «y es que cortando sucesivamente el plano entre la
recta y el arco de circulo no lo agotard, ni alcanzara nunca el
arco de circulo, si es que el plano es divisible indefinida-
mente. Y si lo alcanza, no se respeta el principio geométrico
que dice que las magnitudes son divisibles indefinidamente.
También Eudemo afirma que Antifonte no respeta ese prin-
cipion “°.

Posteriormente Eudoxo —junto con Arquimedes, el mas
notable de los matematicos griegos— tomaria estas aproxi-
maciones sucesivas indefinidas como fundamento para esta-
blecer, ahora si con rigor matematico, el método de exhaus-
cién. Las obras de Eudoxo no se nos han conservado, pero
Euclides nos ofrece ya una formulacién rigurosa de este re-
curso en Elementos X 1, en donde se demuestra que «Si se
ponen dos magnitudes desiguales y de la mayor se quita una
magnitud mayor que su mitad, y de la restante se quita
una magnitud mayor que su mitad y asi sucesivamente, que-

45 En general, se admite que la expresion «la cuadratura mediante seg-
mentos» se refiere a las lunulas de Hipderates de Quios; la falacia de
Antifonte, sin embargo, no procede del mal uso de principios geométricos,
sino del mas general de que las magnitudes homogéneas son infinitamente
divisibles y, por tanto, un segmento curvilineo, por muy pequefio que sea,
nunca llegara a coincidir con otro rectilineo.

46 Smericio, Comentario a la Fisica, pag. 55, 14y ss., ed. DigLs.
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dard una magnitud que serd menor que la magnitud menor
dada».

Arquimedes hace referencia a este método en dos oca-
siones: una, en el libro I de la Esfera y el cilindro, en cuyo
postulado 5 dice: «Y ademas, en las lineas desiguales vy las
supetficies desiguales y los sélidos desiguales el mayor ex-
cede al menor en una magnitud tal que, afiadida a si misma,
es capaz de exceder cualquier magnitud propuesta de las
que llamamos comparables». La otra, en la carta que prece-
de a Cuadratura de la pardbola (Il 264, 5-26), en donde,
tras formularlo practicamente en los mismos términos, afirma:

También los gedmetras anteriores utilizaron este lema,
y demostraron que los circulos guardan entre si una razén
que es el cuadrado de la de sus didmetros y que las esferas
guardan entre si una razén que es el cubo de la de sus dia-
metros, y también que toda pirdmide es la tercera parte del
prisma que tiene la misma base que la piramide e igual al-
tura. Y que todo cono es la tercera parte del cilindro que
tiene la misma base que el cilindro e igual altura lo demos-
traron admitiendo un lema semejante al mencionado (scil.,
el principio de la exhauscion). Y ocurre que se da crédito a
cada uno de los teoremas antedichos no menos que a los
que se demuestran sin este lema. Basta, pues, con que
los que publico sean llevados a un grado de credibilidad
semejante.

Las demostraciones de los cuatro teoremas mencionados
por Arquimedes en ese pasaje se nos han conservado en los
Elementos de Euclides —-respectivamente en XII 2, XII 18,
Porisma de XII 7 y XII 10—, pero solo XII 2 y XII 10 recu-
rren al método de exhauscion. Por otro lado, la formulacion
que hace Arquimedes del lema que lleva su nombre estd
emparentada con la definicion de «magnitudes que guardan
razony» que figura en Elementos V 4: «Se dice que guar-
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dan razon entre si las magnitudes que al multiplicarse pue-
den exceder una a otra», definicién que suele atribuirse a
Eudoxo, junto con el resto de la teoria de razones y propor-
ciones del libro V de los Elementos. Si a ello unimos que
Arquimedes en la carta que precede al Mérodo (11 430, 2-6)
atribuye expresamente a Eudoxo las demostraciones de que
el cono y la piramide son la tercera parte, respectivamente,
del cilindro y el prisma que tienen su misma base y altura y
dado que ésas son, precisamente las proposiciones en las
que Euclides lleva a cabo la demostracion sin recurrir a la
exhauscion, cabe concluir que el uso de este lema por Ar-
quimedes tiene su origen en los trabajos de Eudoxo.

La originalidad de Arquimedes al emplear el método de
exhauscién consiste en que ademas de inscribir un poligono
e ir duplicando el numero de sus lados, también circunscribe
otro cuyo niimero de lados también duplica, aproximandose
asi doblemente a la figura curvilinea de la que se ocupa has-
ta conseguir que el exceso en que la figura circunscrita ex-
cede a la inscrita sea menor que cualquier magnitud dada, es
decir, transformando la «exhauscion» en «compresion». Aun
asi, las expresiones empleadas por Arquimedes («se da cré-
dito a cada uno de los teoremas antedichos no menos que
a los que se demuestran sin este lema. Basta, pues, con que
los que publico sean llevados a un grado de credibilidad se-
mejante») nos hacen ver que el valor probatorio de este mé-
todo seguia pareciendo insuficiente a los matematicos grie-
gos; Heath observa, en apoyo de esta observacion filologica,
que las aproximaciones conseguidas mediante la exhauscion
van siempre seguidas de la demostracion por reduccién al
absurdo, pero esta opinién no es compartida por todos los
expertos.

Arquimedes emplea la exhauscion en Cuadratura de la
pardbola 18-24 (propiedades de las rectas trazadas en la pa-
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rabola y area del segmento parabdlico) y el método de com-
presion en la Medida del circulo 1 (medida del circulo), Co-
noides y esferoides 22, 26, 28 y 30 (volumen de los segmen-
tos de paraboloide, hiperboloide y de determinados segmentos
de elipsoide), Espirales 24 y 25 (areas comprendidas, res-
pectivamente, por la primera revolucion de la espiral y la
primera recta origen de la revolucién —24— y por la se-
gunda revolucion de la espiral y la segunda recta origen de
la revolucion —25-—), Cuadratura de la parabola 16 (area
del segmento parabdlico), Método 15 (volumen de la ufia ci-
lindrica), Sobre la esfera y el cilindro, 113, 14, 33,34, 42 y
44 (superficie lateral del cilindro, superficie lateral del cono,
superficie de la esfera, volumen de la esfera en relacion con
el cono inscrito en el hemisferio, superficie del casquete es-
" férico, volumen del sector esférico).

Otro método mas que emplearon los matematicos grie-
gos son las construcciones de neiisis, término que se podria
traducir por «inclinacion» o «tendencia»*’, y que consiste
en trazar entre dos lineas un segmento de longitud dada —en
general no de modo absoluto, sino en proporcidén con otro
segmento conocido— de modo que pase por un punto dado.
La construccion puede resolverse mediante una «cuenta de
la vieja» geométrica marcando en una regla la longitud re-
querida y desplazando la regla hasta que los extremos del
segmento marcado coincidan con las lineas previamente de-
signadas. El recurso indicado debid de utilizarse con relativa
frecuencia —desde luego, entre las soluciones que Eutocio
nos transmite para el problema de la duplicacion del cubo,
casi la mitad se basan en estas construcciones—, y sabemos
que entre las obras de Apolonio de Perga se contaba preci-

47 Normalmente se ha vertido al latin por inclinatio, al inglés por ver-
ging o insertion, al aleman por Einschiebung.
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samente una con el titulo Neuseis, dedicada a las construc-
ciones de ese tipo que pueden resolverse como problemas
planos; aunque otras han de resolverse como problemas s6-
lidos o lineales .

Arquimedes hace uso de las netiseis en diversos pasajes,
especialmente en el tratado Sobre las lineas espirales (Prop.
5,6, 7, 8y 9%). Concretamente en Espirales 5, es posible la
construccion del segmento requerido mediante regla y com-
pés, y el hecho de que Arquimedes emplee sin empacho este
recurso metodoldgico ha llevado a pensar a algunos, entre
los cuales se cuenta Dijksterhuis®®, que no es admisible el
punto de vista de que la neiisis no era mas que un sustituto
para llevar a cabo la construccién en problemas en los que
1a solucién mediante regla y compas no era posible.

En cuanto al estilo de Arquimedes, no cabe comentario
literario de ninguna especie: quienes ya se hayan acercado a
los textos euclideos hallaran aqui reproducidos los rasgos de
simplicidad, claridad, rigor y concisién que se encuentran
alli. Estos rasgos son caracteristicos de todos los textos grie-
gos mateméticos de relevancia y, por tanto, no pueden ser
considerados personales si comparamos los escritos de Ar-

48 Los matematicos griegos llamaban problemas planos a los que pue-
den resolverse mediante regla y compas, solidos a los que se sirven de las
secciones conicas para su resolucién y lineales a los que requieren el uso
de curvas mas complejas que las cénicas, del tipo de la cuadratriz, la espi-
ral o la concoide. Entre los problemas que los griegos dieron por resueltos
mediante neiiseis «no-planas» se encuentran, por ejemplo, dos de los pro-
blemas clasicos de la matemdtica griega: el de hallar dos medias propor-
cionales entre dos magnitudes dadas —es decir, el de la duplicacion del
cubo— y el de la triseccion del angulo (para este Gltimo contamos con la
solucién de neiisis propuesta por Arquimedes en el Libro de los lemas 8).

4 Heath comenta estas proposiciones ampliamente en The Works of
Archimedes, pags. c-CXXIL

% Op. cit., pag. 139.
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quimedes con los de Euclides o Apolonio, pero los hallamos
en grado elevadisimo si los comparamos con el estilo de Eu-
tocio, con los Problemas aristotélicos de caracter matemati-
co o0, simplemente, con la falta de brillantez y la abundancia
de repeticiones y menudencias innecesarias de muchos de
los pasajes secluidos por Heiberg.

Cuestiones terminolégicas

El hecho de que la terminologia matematica griega fuera
fundamentalmente geométrica, mientras que la actual estd
impregnada de nociones algebraicas, supone cierta dificul-
tad para quienes se acercan a cualquier texto de la matema-
tica griega antigua. Tan evidente es el hecho, que la mayor
parte de los traductores y tratadistas incluyen en sus intro-
ducciones un apartado destinado, en parte, a clarificar los
nombres de los objetos matematicos pero también, en parte,
a facilitar al lector un medio de familiarizarse con las opera-
ciones mas frecuentes a lo largo de las demostraciones.

Ahora bien, si los conceptos se han hecho clasicos y las
deducciones se basan en axiomas, postulados y teoremas que
Euclides —en traducciones, adaptaciones, resumenes y an-
tologias— ha dado a conocer a toda Europa a lo largo de si-
glos, el razonamiento, que se atiene a la misma légica, es,
sin embargo, un razonamiento geométrico, no algebraico. Al-
gunos traductores ya clasicos de Arquimedes, como Heath y
Dijksterhuis, tomaron directamente el camino de verter no
solo el texto griego a sus propias lenguas, sino también
transformar los cuadrados en potencias y los rectangulos en
productos y dejar innominadas las operaciones realizadas
con proporciones, reflejandolas mediante la simbologia pro-
pia de nuestro tiempo; algo semejante hizo Heiberg en su
traduccion latina, Otros, sin embargo, como Ver Eecke o
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Mugler y, més recientemente, Netz, han preferido respetar
también en ese aspecto los originales y han procurado refle-
jar en lo posible el mundo mental geométrico caracteristico
de la matematica griega. También nosotros hemos optado
por esta segunda posibilidad con lo que tenga de ventajoso o
de su contrario. En cualquier caso, una obra del caricter de
la presente no requiere una exposicion exhaustiva de la ter-
minologia ni un analisis sistematico de los métodos heuristi-
cos o probatorios, pero si una presentacion. Para desarrollos
mas amplios, el lector interesado puede recurrir a consultar
los trabajos de Heath (The Works of Archimedes), 1. Thomas
(Greek Mathematical Works), los apartados correspondien-
tes de la obra de Dijksterhuis (drchimedes) o, para cuestio-
nes concretas, recurrir al Dictionnaire de la terminologie
géométrique des grecs de Mugler, Los casos mas sencillos
pueden elucidarse mediante los bien conocidos diccionarios
de Bailly o de Liddell-Scott-Jones. En espafiol se puede re-
currir a los volimenes publicados (a-éknelexdw) del Dic-
cionario Griego-Espariol de Francisco R. Adrados y a la tra-
duccion de los Elementos de Euclides realizada por M. L.
Puertas para esta misma coleccion (B. C. G. 155, 191 y 228).
El punto (sémefon) se designa mediante una letra: «el
punto Ax; la linea (grammé) que a veces designa también a
la recta (eutheia) en pasajes en los que el contexto evita la
ambigiiedad, suele designarse mencionando los dos puntos
que tiene como extremos: «la recta A®» o simplemente,
«A®» en contextos suficientemente claros; a veces, para una
recta dada en la construccidn, se nombra la recta con una sola
letra. Las rectas pueden trazarse (dgomai, keimai) prolon-
garse (ekballd) o trazarse uniendo dos puntos ya determi-
nados (epizelignymi). Para expresar que una recta corta a
otra se usan los verbos symbdllé o témno, pero no existe un
adjetivo o sustantivo que signifique «secante» (tampoco pa-
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ra la secante de un circulo), sino que se emplea el participio
sustantivado de #émno.

Para designar de modo preciso un plano (epipedon) con-
creto suele hacerse referencia a una recta o un circulo por
los que pasa y otra recta a la que es perpendicular o parale-
lo: «el plano que pasa por KA, perpendicular a AB». Estos, y
la mayor parte de los que mencionaremos a continuacion,
son elementos geométricos que tienen sus nombres bien tes-
timoniados con valor terminologico desde los tratados mas
antiguos que se nos han conservado. Como el angulo (g6-
nia), que se precisa bien dando a conocer su vértice («el an-
gulo en K») cuando los lados de dicho angulo son inequivo-
cos, bien mediante tres letras que designan los extremos de
las dos rectas que lo componen («el angulo correspondiente
a BAD»; la letra central designa el vértice). Una particulari-
dad digna de mencidn es que la recta no es nunca un objeto
geométrico infinito ni ilimitado, sino que tiene puntos de-
terminados como extremos; es decir, que su uso coincide
mas bien con el que actualmente damos al término «seg-
mentoy»; no obstante lo dicho, hemos conservado el término
«rectay primero, porque €se es exactamente el concepto
de «recta» en la matematica griega desde Euclides y, segun-
do, porque también hay segmentos circulares, esféricos, pa-
rabdlicos y de otros tipos de los que Arquimedes se ocupa
abundantemente, y el uso de «segmento» para designar to-
dos esos elementos geométricos en la traduccién de esas
partes del texto hubiera conducido bien a una verbosidad
agotadora, bien a una indeseada ausencia de claridad.

También tienen nombre la figura (schéma), el poligono
(polygonos), su lado (pleurd), el area (chorion), la figura so-
lida (steredn). El nombre de la superficie (epiphdneia), sin
embargo, se utiliza para referirse a la superficie de un séli-
do, pero no puede ser nunca, como en espafiol, sinénimo de
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«érea». El cuadrado (fetrdgonon) se designa haciendo refe-
rencia al lado («el cuadrado de lado Ka») y el rectingulo
(orthogonion) —designado mediante un adjetivo, como en
espafiol— puede ser precisado bien refiriéndose a su diago-
nal —de manera que «el rectangulo aa» se refiere al «rec-
tangulo de diagonal Aa»—, bien mencionando dos de sus
lados mediante tres o cuatro letras: «él rectangulo AAE», «el
rectingulo AA, AE»; en general, se omiten los nombres y se
emplean expresiones preposicionales sustantivadas del tipo
10 apo K4 para el cuadrado, 0 hypo AAE para el rectangulo,
que traducimos como acabamos de indicar. Los cuadrados
(igual que los rectangulos, segmentos de recta, los circulos o
sus segmentos, etc.) pueden sumarse ——como tales figuras
en si, reuniéndolas cuando no se solapan, aunque no numé-
ricamente—, pero no hay una palabra que designe la su-
ma, sino que se emplea una expresion adverbializada, hé sy-
namphoteros, refiriéndose a rectas, 10 synamphoteron, para
referirse a la suma de espacios planos, o fa synamphétera,
para referirse a la suma de magnitudes, seguida de los nom-
bres de las rectas, figuras o magnitudes en general que han
de ser tomadas en conjunto como una sola; asi, hé synam-
Pphoteros EA, AZ (abreviado a veces en EAZ) significa «la su-
ma de las rectas EA, AZ»; mas simplemente, la suma puede
indicarse utilizando la preposicion syn («con») para unir los
nombres de los dos planos o s6lidos que han de tomarse
unidos o con el indefinido pdntes («todosy) o, llegando al
extremo, mediante la enumeracion de los elementos que han
de tomarse sumados.

El circulo (kykios) se designa mediante las dos letras co-
rrespondientes a los extremos de su didmetro («el circulo
BA»); la circunferencia (periphéreia toii kyklou) y el arco de
circunferencia (periphéreia) reciben un nombre tnico que
en general, se distingue mediante el contexto. El radio, aun-
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que no tiene nombre en sentido estricto, se designa casi siem-
pre como hé apo toil kéntrou. Para la tangente se emplean
los participios sustantivados hé haptoméne, hé epipsduousa.

Las secciones conicas recibieron los nombres de élleip-
sis, parabolé, hyperbolé, de los que derivan los términos ac-
tuales, a partir de los trabajos de Apolonio de Perga, pero en
Arquimedes se designan aun como «he oxygoniou (ortho-
goniou, amblygéniou) konou tomé»: «la seccion de un cono
acutangulo (rectangulo, obtusidngulo)» o, para los tratados
que se nos han conservado en el dialecto dorico de Arqui-
medes «ha ... tomd». No creo que represente ninguna trai-
cion al texto de Arquimedes el verter estas expresiones —las
més habituales en su tiempo— por los términos elipse, pa-
rabola, hipérbola —los mas habituales en el nuestro—, y si
pienso que evitan numerosas perifrasis que solo podrian re-
dundar en una mayor oscuridad de los textos. El eje focal de
la parabola carece de nombre y no se utiliza el concepto, en
el sentido de que no hace referencia expresa a su cardcter de
eje de simetria: lo mas proximo es el concepto de didmetro
«didmetrosy», que se define —bien es verdad que en lugar
andémalo, una proposicion, en lugar de figurar al principio
del tratado— en Con. Esf. 3, 246, 16-18: «.lamo didmetro
en todo segmento {scil., de seccion cdnica) a la recta que
corta por la mitad todas las rectas trazadas paralelas a su ba-
se»; por extension, como decimos, puede usarse también
para referirse al didmetro concreto que actiia como eje de
simetria. Tampoco tiene nombre la directriz ni se usa ese
concepto; en cuanto al parametro de la pardbola, lo mencio-
na siempre con la perifrasis.-descriptiva par’han dynantai
hai apo tds tomds («{la recta) a la que aplicando las trazadas
desde la seccion {conica) equivalen al cuadrado»), pero el
manejo que hace de esa expresion deja claro que el concepto
Ie es bien conocido, probablemente gracias a los perdidos
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para nosotros Elementos de las Conicas de Euclides o a los
también perdidos trabajos de Menecmo sobre el mismo te-
ma. Lo mismo sucede con la ecuacion fundamental de la pa-
rabola, que le es bien conocida a juzgar por la frecuencia
con que la emplea en sus razonamientos; para la hipérbola
no considera mas que una rama, en la que reconoce la exis-
tencia de didmetros —en el mismo sentido que en el caso de
la pardbola—; las asintotas reciben el nombre de hai éngista
eutheiai («las rectas (que llegan) cerquisimay).

En cuanto a los solidos originados en las secciones coni-
cas, Arquimedes les dedica el tratado Sobre conoides y esfe-
roides, y explica su terminologia en la carta dedicatoria, en
lo que podemos resumir diciendo que llama (sphairoeidés)
al sélido generado por la elipse —dentro de los elipsoides
distingue entre el «alargado» (paramdkes) y el «achatado»
(epiplatés), dependiendo de la posicién vertical u horizontal
del eje mayor— y conoides (konoeidés) a los generados por
la parabola y la hipérbola. Distingue entre éstos tltimos lla-
mando orthogonion kénoeidés al paraboloide de revolucion
y amblygonion konoeidés al hiperboloide de revolucion.
También para estos solidos optamos por usar los nombres
actuales por las razones ya expuestas. Sélo en el titulo de la
obra, por respeto a la tradicion, y en algiin caso inequivoco
en que Arquimedes usa «conoides» para designar simulta-
neamente al paraboloide y al hiperboloide de revolucion he-
mos mantenido esos vocablos, aun sabiendo que el signifi-
cado que atribuye el DRAE a ambos términos difiere del
sentido dado por Arquimedes. El didmetro de la parabola, la
hipérbola o la elipse sobre el que gira la curva para generar
los s6lidos de revolucion recibe el nombre de dxon, eje’'.

31 Ya hemos indicado que la terminologia empleada por Arquimedes
no coincide con la posterior ni con la nuestra. En espafiol, llamamos «dia-
metro» en estas curvas a las «rectas que dividen por la mitad a una deter-
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En el caso del hiperboloide se considera también el cono
comprendido por las asintotas, al que se da el nombre de «el
que contiene al hiperboloide», «ho periéchin to konoeidésy,
y en ese cono, la recta que va del vértice de la hipérbola ge-
neradora del hiperboloide hasta el punto de corte de sus
asintotas*® recibe el nombre de & potéousa t6i dxoni («la
afiadida al gje»).

El cilindro, el cono, la esfera (kylindros, kénos, sphaira)
pueden designarse de modos diversos: mediante una sola le-
tra («el cono A»), pero también haciendo referencia a su ba-
se (basis) «el cono con base en BA», o afiadiendo el dato de
su altura (axon) para distinguirlo de otra figura del mismo
tipo y con la misma base. Los nombres del sector —circular
o esférico— (fomeus) y del segmento —<circular o esféri-
- co— (tméma) en el sentido, este ultimo, de parte de una fi-
gura cortada por rectas o por supetficies pertenecen a la
terminologia usual y no presentan especiales particularida-
des, salvo, quizé, que el castellano prefiere «casquete» para
referirse al segmento esférico.

En cuanto a los numerales, la inexistencia en Grecia de
signos de valor univoco para designar los mimeros se sol-
vento utilizando a tal fin las letras bajo un trazo horizontal

minada familia de cuerdas»; en la elipse, dos de esos didmetros, el mayor
y el menor, reciben los nombres de «ejes»; en la pardbola y la hipérbola,
une de los didmetros —el que es eje de simetria—, recibe el nombre de
«ejewn. Mantener en la traduccion la transcripcion del término usado por
Arquimedes hubiera sido fuente de malas interpretaciones, por lo cual he
preferido aqui, como en otros casos semejantes, emplear la terminologia
habitual entre nosotros, la acufiada por Apolonio de Perga.

2 En el caso de la hipérbola tal y como la plantea Apolonio, esa recta
seria el semieje: renuncio a tal traduccién porque Arquimedes emplea el
término para referirse a elementos del hiperboloide, no de la hipérbola, y
porque supone la consideracién de la hipérbola de doble rama, lo que no
entra en el pensamiento arquimedeo.
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y ésa es la forma bajo la cual los encontramos en los manus-
critos de Arquimedes. Como es sabido, no habia signo para
el cero ni concepto de decimales; en su lugar se empleaban
las fracciones, preferentemente bajo la forma 1/x, que se re-
presentaban mediante la letra correspondiente al denomina-
dor seguida de tilde en el 4ngulo superior derecho®. La no-
tacion era sdlo parcialmente posicional y las operaciones
aritméticas eran tan engorrosas como uno puede imaginar:
los ejemplos pueden verse en el Comentario de Eutocio a la
prop. 3 de la Medida del circulo. El céalculo aritmético, en
fodo caso, estaba vetado en los desarrollos geométricos —suele
subrayarse este punto recordando que en los Elementos de
Euclides no hay mas nimeros que los que indican el orden
de las proposiciones— y Arquimedes actia del mismo mo-
do. Sélo se hace un uso amplio de los mimeros propiamente
dichos en las Proposiciones 2 y 3 de la Medida del circulo,
al efecto de calcular la aproximacion al valor de 7, y en el
Arenario. Hemos vertido los numerales por los guarismos
correspondientes, y los interesados en la cuestion pueden
recurrir a una buena gramatica para lo fundamental o, para
tratamientos mas en detalle, a las exposiciones de Heath o
Loria o al Oxford Classical Dictionary (art. «<numbers», con
bibliografia).

La teoria de proporciones

Pero si no usaban los nimeros y no habia un método al-
gebraico, ;jcomo comparaban las 4reas o volumenes que es-
tudiaban? La respuesta a esta dificultad viene dada por el
uso de las proporciones. La teorfa de proporciones que en-

3 Fj.: 8 = 1/4; e’ = 1/15.
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contramos expuesta en el Libro V de los Elementos* y cuya
creacion suele atribuirse a Eudoxo fue un arma potentisima
para el desarrollo de la geometria griega. Arquimedes hace
uso de ella casi constantemente y con tal flexibilidad que no
escasa parte del Comentario de Eutocio estd dedicado a de-
tallar los pasos de las operaciones realizadas con las propor-
ciones, de manera que también en esto es necesario hacer
una presentacion previa, y ninguna mejor que las referencias
precisas que se nos ofrecen en el Libro V de los Elementos
de Euclides. Alli, tras definir la razén (/dgos) como «cierta
relacion en cuanto al tamafio de magnitudes homogéneas»
(Elem. V, def, 3) y la proporcién afirmando que «Se dice
que estan en proporcion (andlogon) las magnitudes que to-
madas de dos en dos guardan la misma razén» (Flem. V,
* def. 5), se demuestra cuales son las principales propiedades
de las proporciones, que enumeramos a continuacion.

Decimos que una proporcién se toma en alternancia
(enalldx) cuando tomamos la razén del antecedente al ante-
cedente y del consecuente al consecuente (Def. 12). La pro-
piedad fundamental de esta operacion consiste en que la
proporcionalidad se mantiene (Prop. 16). Es decir, que si
a:b :: c:d, tomando la proporci6n en alternancia tendremos
que a:c :: b.d.

Una razén se invierte o se toma invertida (andpalin)
cuando tomamos el antecedente como consecuente y el con-
secuente como antecedente (Def. 13); y las magnitudes que

% Citaremos con frecuencia los Elementos de EucLDEs a lo largo tan-
to de esta Introduccion como en las notas, En general, la traduccion de los
pasajes que cito —tanto de Euclides como de las demas fuentes que men-
ciono en esta Introduccién— es obra mia, pero para Euclides el lector inte-
resado puede recurrir a la traduccién de M.* L. PUERTAS (primera version
espafiola completa) publicada en esta misma coleccién (B. C. G., vols.
155, 191 y 228.



52 ARQUIMEDES. EUTOCIO

son proporcionales conservan la proporcionalidad cuando se
toma la proporcion invertida (Prop. 7, corol.). Si tenemos
a:b :: c:d, porinversion b:a :: d.c.

La composicién (synthesis) de una razén consiste en to-
mar la suma del antecedente mas el consecuente como una
sola magnitud respecto al consecuente (Def. 14) y la des-
composicion (diairesis) consiste en tomar la diferencia del
antecedente menos el consecuente en relacién con el conse-
cuente (Def. 15). Es decir, que si tenemos una razon a:b, la
composicion de la misma seria a+b:b, y la descomposicion
de esa misma razon seria g-b.:b. Cuando determinadas mag-
nitudes son proporcionales en composicion, lo son también
al descomponerlas (Prop. 17) y, viceversa, si determinadas
magnitudes son proporcionales descompuestas, también lo
seran por composicion (Prop. 18): si a+b:b :: c+d:d, enton-
ces a:b :: c:d y viceversa.

La conversion (anastrophé) de una razén consiste en
tomar el antecedente en relacion a la diferencia del antece-
dente menos el consecuente; y si determinadas magnitudes
son proporcionales en composicion, también tras la conver-
sion serdn proporcionales (Prop. 19, corol.): si a:b, la con-
version de esa razon nos daria otra razén a:a-b. Y si a+b:b
:r e+d:d, por conversion tendremos que a+b:a :: c+d:c.

La razdn ex aequali (di’isou) la define Euclides (Def.
17) diciendo que si hay una serie de magnitudes y otra serie
en igual numero que las primeras, tomadas de dos en dos
y en la misma razon, se produce una proporcion ex aequali
cuando en la primera serie la primera es a la ltima como en
la segunda serie la primera a la ultima. Dicho de otra mane-
ra, también recogida por Euclides, consiste en tomar los ex-
tremos con omisioén de los medios. Es decir, que si teniendo
dos series de magnitudes, ambas con igual nimero de ele-
mentos a, b, ¢, d, e, f..j, ky A, B, C, D E F. J K,y se



INTRODUCCION GENERAL 53

cumple que a:b :: A:B, b:c :: B:C, ¢:d :: C:D... j:k :: J:K,
entonces, a-k :: A:K. Bsta definicién, que se aplica en las
proposiciones 20 y 21 referida a la proporcion alterada —de
la que hablaremos a continuacién— es al mismo tiempo el
enunciado de una propiedad que, necesariamente, hay que
demostrar (Prop. 22).

La proporcion alterada (tetaragméné™) se produce cuan-
do entre tres magnitudes y otras tantas en el mismo nimero
que ellas se da que el antecedente es al consecuente entre las
primeras como el consecuente al antecedente en las segun-
das, y que el antecedente es a otra magnitud en las primeras
como otra magnitud al consecuente en las Gltimas (Def. 18).
Sitenemos a, b, cy 4, B, C,ysedaqueab.: B.Cyb.c::
A:B, las dos series de magnitudes estan en proporcion alte-
‘rada. ‘

Cuando tres magnitudes estdn en proporcion continua
(synechés analogia), es decir, que a:b :: b:c, se dice que la
segunda magnitud es media proporcional de las otras dos; la
propiedad fundamental de esta clase de proporciones consis-
te en que la primera magnitud guarda con la tercera una ra-
z6n que es la del cuadrado de la primera con el cuadrado de
la segunda (diplasion légos) (Det. 9); es decir, que si a:b ::
b:c, entonces a:c :: a b Asimismo, cuando cuatro magni-
tudes estdn en proporcién continua, a:b :: b:c :: c:d, la pri-
mera guarda con la cuarta una razén que igual a la del cubo
de la primera con la del cubo de la segunda, es decir, que
a:d :: a’:b’ (riplasion 16gos).

Una operacién mas que Arquimedes emplea frecuente-
mente en sus razonamientos es la composicion de razones

% Ast denominada por Euclides; Arquimedes prefiere la expresion
anomolos tetagmeénon tén logon.
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(synkeimenos ldgos); su equivalente algebraico es el pro-
ducto de razones.

La tradicion manuscrita: el texto y las ilustraciones

La historia de la transmisién de los textos griegos esta
plagada de pérdidas, desapariciones, reapariciones y reco-
nocimientos, y tiene un punto de peripecia que recuerda la
trama de las novelas helenisticas. El caso de Arquimedes no
es excepcion. El grueso de la investigacion sobre este tema
fue llevado a cabo por Heiberg®, y su trabajo ha sido la
principal fuente de datos para los tratadistas posteriores co-
mo lo es en buena medida para nosotros, ya que nadie mas
ha emprendido hasta ahora un estudio tan profundo y rigu-
roso de la tradicién manuscrita de las obras de Arquimedes
con la salvedad, en todo caso, de los estudios de M. Clagett
sobre el Arquimedes latino®” y la nueva edicién —en prepa-
racion— del palimpsesto de Jerusalén.

Los hechos acontecidos durante el periodo oscuro de la
transmisién —desde el momento en que Arquimedes com-
puso y publicé los tratados hasta la fecha del Comentario de
Eutocio, a principios del siglo vi— podemos reconstruirlos
s6lo mediante hipotesis y vendrian a indicarnos, en resu-
men, que las obras debieron de difundirse separadamente
—es decir, sin formar un corpus— y con diversa fortuna se-
gun el interés que cada una suscitd: fue probablemente en
este periodo cuando se produjo la pérdida del escrito sobre
los poliedros semirregulares mencionado por Papo y, tam-
bién probablemente, la de la seleccion de las proposiciones

36 Puede consultarse en los Prolegomena de su edicion (vol. IIL, pags.

I-XCVIII).
57 Especialmente Archimedes in the Middle Ages. 1. The arabo-latin

tradition, Madison, 1964.
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que se nos conservan del tratado de la Medida del circulo,
tratado que Eutocio conoci6 en la misma forma incompleta
que nosotros.

Las copias de los trabajos de Arquimedes no debian de
ser moneda corriente, segun nos lo indican varios datos:
uno, que Diocles, al que se data en torno a 190-180 a. C., ya
no llega a encontrar la prueba que Arquimedes afirma haber
redactado en un lema a Sobre la esfera y el cilindro I 4, y
por ello lleva a cabo su propio intento de demostracién; el
segundo, que cuando Eutocio, en el siglo vid. C., se propo-
ne elaborar su Comentario ya no pudo encontrar ejemplares
ni siquiera de todas las obras significativas: la Cuadratura
de la pardbola la conoce nada mas de titulo, las Espirales
s6lo por una referencia imprecisa, y para encontrar el lema

" que acabamos de mencionar a Sobre la esfera y el cilindro
IT 4 tiene que andar rebuscando entre libros antiguos medio
borrosos; ademas, los arabes, que conocieron y utilizaron
ampliamente las obras de Arquimedes, no llegaron nunca a
disponer de ninglin manuscrito tan completo como los que
nos han llegado por la tradicion griega.

En la época de Eutocio y tal vez por obra del mismo cir-
culo en que éste se movia pudo ser cuando los tratados de
mas éxito —Sobre la esfera y el cilindro, la Medida del cir-
culo y el Equilibrio de las figuras planas— se virtieron de
su dialecto dorio original a la koiné didlektos, €l «dialecto
comtn» utilizado habitualmente en la expresion literaria.
Asi lo suponen expertos como Heath y Bulmer-Thomas 8, y
el hecho de que los tratados «traducidos» sean precisamente
los que Eutocio comentd obra como argumento a favor de
esta suposicion. Las indicaciones de copista, que figuran res-

58 Respectivamente en 4 history of Greek Mathematics (vol. 11, pag.
25) y en el art. «Eutocius» (en Ca. C. GuLisp, Dictionnary of Scientific
Biography, Nueva York, 1970).
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pectivamente al final del Comentario de Eutocio al libro I
de la Esfera y el cilindro, al final de su Comentario al libro
II de la misma obra y al final del Comentario a la Medida
del circulo aseguran que la edicién de esos trabajos fue revi-
sada por Isidoro de Mileto, lo que algunos han tomado por
indicio de que Isidoro de Mileto debid de ser el impulsor, si
no el autor, de una recopilacion de las mas antiguas —si no
la primera— de las obras de Arquimedes; bien pudo ser asi,
como empuja a pensarlo el hecho de que se sumen las evi-
dencias de interés por las obras de Arquimedes, pero la ver-
dad es que no hay pruebas suficiente para afirmarlo sin lugar
a dudas. En todo caso, si tal edicién se llevd a cabo, hemos
de pensar que era menos completa que la que nos ha llega-
do, y que en esa edicion debian de faltar, al menos, los tra-
tados sobre Espirales y Cuadratura de la pardbola que Eu-
tocio hace ver que no conocio.

Aungque la evidencia sea insuficiente para admitir la con-
feccion de una recopilacion de las obras de Arquimedes, si
reunimos los datos dispersos con que contamos para ese pe-
riodo —Ia primera mitad del siglo vi— si parece que por en-
tonces un grupo de matematicos e ingenieros, proximos a
los arquitectos de Santa Sofia de Constantinopla, se -intere-
saron de modo muy especial en las obras de Arquimedes. El
interés por ellas se pone de manifiesto por la propia redac-
cién del Comentario de Eutocio y por el hecho de que An-
temio de Trales incluyera el estudio sobre los espejos usto-
rios en su obra Peri paradoxon méchanémdton (= Sobre
artilugios extraordinarios). Las relaciones entre estos per-
sonajes se deducen del hecho de que Eutocio hiciera a An-
temio receptor de la dedicatoria de su Comentario a las Co-
nicas de Apolonio, y de que se atribuya a Isidoro de Mileto
la edicion de los Comentarios de Eutocio a los libros Sobre
la esfera y el cilindro y a la Medida del circulo. Las mismas
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glosas que atribuyen a Isidoro de Mileto esa edicién indican
que la copia del manuscrito la llevé a cabo un discipulo de
Isidoro, al que llama «nuestro maestro».

El «periodo oscuro» llegaria a su fin en el siglo x. Es la
época de Focio y de la transliteracion, los tiempos en que
los antiguos manuscritos en forma de volumen y escritos en
uncial —la letra maytscula utilizada desde el siglo v a. C,
tanto en epigrafes como sobre papiro o pergamino— fueron
copiados de nuevo, pero ahora en cursiva miniscula y en
forma de libro. En el afio 863 el emperador Bardas refundd
la escuela imperial de Constantinopla y encargé la direccién
de la misma a Leon el Filésofo*®, Una dedicatoria de ma-
nuscrito en un colofén de copista al final de la Cuadratura
de la pardbola® hace pensar en algin género de participa-

“cién de este personaje en la elaboracion del mismo: «Feliz
seas, Ledn Geodmetra: que vivas muchos afios, muy amado
de las Musas»; de ahi que se le atribuya la preparacion o, al
menos, el impulso de la «edicion» modelo de las obras de
Arquimedes. Los manuscritos asi confeccionados debian
de ser mas completos que los conocidos y preparados en el
siglo vi, como se deduce del hecho de que el mencionado
colofon se encuentre al final de la Cuadratura de la pardbo-
la, que Eutocio no conocia.

Aunque los manuscritos que resultaron de esos trabajos
filologicos no han llegado, en sentido estricto, hasta nuestro
tiempo, son el origen de la tradicion manuscrita en que se
basan las ediciones actuales. Circularon al menos tres mode-
los diferentes de esas supuestas ediciones, tres tipos de ma-

%9 Erudito del primer renacimiento bizantino (790-869), buen conoce-
dor de la cultura griega, especialmente de la ciencia y las mateméticas, y
maestro de Cirilo, apdstol de los eslavos.

€ Conservada s6lo en el ms. D'y recogida por HEIBERG en el aparato
critico (I 315).
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nuscritos, de los cuales el primero y mas famoso es sin du-
da el palimpsesto de Jerusalén dado a conocer por Heiberg
en 1906°. El manuscrito, que aparentemente conservaba
textos religiosos —en concreto un eucologio—, presentaba
muestras de haber contenido en fecha mas antigua otro tex-
to, de caracter matematico, que habia sido borrado para re-
utilizar el pergamino que servia como soporte escriptorio.
Heiberg comprobé que la escritura primera (mintscula del
siglo x) correspondia a obras de Arquimedes. Alli, junto con
obras conocidas por otros manuscritos —FEquilibrio de las
figuras planas 11, Sobre las espirales, Sobre la esfera y el
cilindro, Medida del circulo—, estaban los dos libros Sobre
los cuerpos flotantes, el Método y un fragmento del Stoma-
chion, para cuyo texto griego es fuente tinica.

El manuscrito, tras desaparecer en la Primera Guerra
Mundial, reaparecié en una coleccion privada francesa. Los
nuevos propietarios intentaron venderlo a la Bibliotheque
Nationale de Paris v a la British Library londinense sin 1le-
gar finalmente a ningin acuerdo, tras lo cual, en 1998, salié
a subasta en Nueva York en la casa Christie’s al atractivo
precio de dos millones de dolares. Adquirido entonces por
un comprador anénimo, se cuenta actualmente entre los fon-
dos del Walters Art Museum de Baltimore, N. G. Wilson, el
famoso experto en historia y critica de los textos, encargado
por la casa Christie’s de redactar lo relativo al palimpsesto
para el catdlogo de la subasta, ha publicado recientemente

%! Codex rescriptus Metochii Constantinopolitani Sancti Sepulchri mo-
nasterii Hierosolymitani 355, en cuarto, del siglo x, siglado C. Contiene
fragmentos de Sobre la esfera y el cilindro, Sobre las lineas espirales,
Medida del circulo, Equilibrio de las figuras planas, Stomachion, la ma-
yor parte de Sobre los cuerpos flotantes y el Método. Heiberg dio cuenta
de los detalles de la recuperacion del manuscrito y su lectura en «Eine
neue Archimedesschrifty Hermes 42 (1907), pags. 235 y ss.
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un articulo® en el que amplia las noticias ofrecidas por Hei-
berg. Aparte de una serie de precisiones de caricter paleo-
grafico y codicolégico, nos informa del deterioro sufrido por
el manuscrito en el siglo escaso transcurrido desde que Hei-
berg lo dio a conocer: muchas hojas se han visto afectadas
por hongos, que han dejado marcas en el pergamino, por lo
cual partes del texto que Heiberg pudo leer a simple vista
con ayuda de la lupa hoy son dificilmente legibles sin ayuda
de la moderna tecnologia —para algunas bastaria con la
lampara ultravioleta, pero ciertos pasajes, afectados por las
manchas de hongos, s6lo son recuperables con las técnicas
digitales—. Ademads, cuatro hojas en las que Heiberg pudo
leer texto de Arquimedes presentan hoy ilustraciones con re-
tratos a toda pagina que pueden pretender representar a los
“cuatro evangelistas: los colores empleados resultan suma-
mente modernos; ni Papadopoulos-Kerameus, el primero en
catalogar el manuscrito, ni Heiberg, primero en publicar su
contenido, hacen referencia a esas cuatro hojas iluminadas.
Wilson deduce que las iluminaciones son «el resultado de
un intento desastrosamente equivocado de embellecer el ma-
nuscrito, presumiblemente para aumentar su valor a los ojos
de un posible comprador», accidén que califica de «vanda-
lismo para el que no es facil encontrar paralelos». Por cierto
que otros vandalismos semejantes se habian producido ya a
mediados del siglo x1x y por obra de una persona de cuya
formacién uno hubiera esperado mas respeto a libros y bi-
bliotecas: fue el erudito aleman Tischendorf quien mencio-
nd por primera vez el palimpsesto en un libro de viajes®, al
relatar que en Constantinopla habia visitado la biblioteca del
Patriarcado sin hallar nada de interés «aparte de un palimp-

62 «Archimedes: The Palimpsest and the Tradition», Byzantinische
Zeitschrift 92 (1999), 89-101.
%3 Reise in den Orient, Leipzig, 1846.
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sesto que trata de matematicas». Parece que, ademés de ver-
fo, lo mutilé llevandose consigo una hoja al salirde la Bi-
blioteca, puesto que en 1876 sus albaceas vendieron dicha
hoja a la Biblioteca de la Universidad de Cambridge, donde
se conserva hoy como Ms. Add. 1879.23%.

Los otros dos manuscritos desaparecidos en que se fun-
da la tradicion son los que Heiberg sigla, respectivamente,
Ay B, dos codices llegados a Occidente a través de Sicilia.
El primero de ellos era un codice que pertenecio a Giorgio
Valla® y que contenia Sobre la esfera y el cilindro, Medida
del circulo, Sobre los conoides y esferoides, Sobre las espi-
rales, Sobre el equilibrio de las figuras planas, Arenario,
Cuadratura de la pardbola, los Comentarios de Eutocio y el
tratado Sobre las medidas de Herén®. El manuscrito fue
comprado a la muerte de Valla en 1499 por Alberto Pio,
principe de Carpiy de él lo heredd su sobrino, Rodolfo Pio,
en 1550. El inventario de la biblioteca de éste ltimo, reali-
zado a su muerte en 1564, no recoge la existencia de ningin
libro de Arquimedes, y ahi se pierde la pista. Pero antes de
desaparecer, el manuscrito habia servido de modelo directo
para, al menos, cuatro copias, una conservada en Florencia,

% La hoja, a la que le falta la mitad, conserva en estado lacunoso So-
bre la esfera y el cilindro 135-37.

% Sobrino del —mas conocido— humanista Lorenzo Valla, ensefié en
Venecia de 1486 a 1499. En su correspondencia manifiesta repetidamente
la intencidn de traducir los textos de Arquimedes, pero lo tnico que legd
a publicar fueron traducciones latinas parciales del manuscrito entonces en
su posesion en su De expetendis et fiigiendis rebus, en donde se puede ver,
como ha hecho notar Clagett (op. cit., vol I, parte 3, pags. 461-469), que
no sdlo conocia la obra de Arquimedes, sino también el Comentario a la
«Fisicay de Aristdteles de SvpLICIO,

% Es decir, de las obras que hoy conocemos no contenia el tratado
Sobre cuerpos flotantes, el Método, el Stomachion y el Problema de los
bueyes.
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en la Biblioteca Laurenciana, dos que guarda hoy la Bi-
bliothéque Nationale de Paris, y la cuarta en la Biblioteca
Marciana de Venecia®. Esos manuscritos son los testimo-
nios mas fidedignos de la tradicion manuscrita en griego, en
opinion de Heiberg, hasta que vino a unirseles el palimpses-
to de Jerusalén. Si el Laurenciano es el codice mas respe-
tuoso, pues conserva errores que se detectan también en las
lecturas de Valla, el Parisino 2360 (G) es el que nos ofrece
los datos méas completos sobre el manuscrito desaparecido,
pues en uno de sus margenes (fol. 120) podemos leer: «Esta
copia se realiz6 a partir del modelo aquel antiquisimo que
fue primero propiedad de Giorgio Valla y que pertenecid
después al distinguidisimo principe Alberto Pio de Carpi. El
cual modelo —antiquisimo, como hemos dicho— tenia gran-

" disima e inmensa falta de claridad por causa de los fallos, de
modo que en innumeros lugares no cabia en modo alguno
leer con certeza. En cuanto a las ilustraciones, habiendo mu-
chos y variados errores, las confusiones eran muy abundan-
tes; quiero decir: unas letras por otras,  en vez de K y al re-
vés; o en vez de A y al revés; { en vez de § y al revés®,
Habia ademés en el modelo ciertos signos particulares de
abreviatura...». Los cuatro manuscritos que evidencian ser
copia directa del de Giorgio Valla son los que han servido
de modelo para el resto de las copias existentes, cuyo cata-
logo puede consultarse en los Prolegomena de Heiberg.

7 Los manuscritos indicados son, respectivamente, el Laurentianus
XXVIII, 4, del siglo xv (D); Parisinus 2361, del afio 1544 (H); Parisinus
2360, olim Mediceus, del siglo xv1 (G) y Marcianus 305, del siglo xv (E).

6 Al mencionar estos errores, ¢l bibliotecario o copista que lo escribe
se refiere a las letras de las ilustraciones, en uncial, pues los errores que
sefiala se refieren forzosamente a maytsculas unciales. En lo que sigue,
por el contrario, se refiere al texto propiamente dicho, pues las abreviatu-
ras que menciona solo son posibles en la mimiscula cursiva.
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Antes de toda esta peripecia humanistica, en 1269 y en
la corte papal de Viterbo, este mismo cdodice A habia servi-
do de original para la traduccion latina que llevd a cabo el
dominico Guillermo de Moerbeke®, cuyo original se con-
serva en la Biblioteca Vaticana”. La traduccién de Moerbe-
ke es sumamente valiosa porque, ademas de haber sido rea-
lizada sobre texto griego, es cuidada y comprensible, a pesar
de la dificultad afiadida que suponia ocuparse de temas co-
mo las espirales o los conoides y esferoides para los que no
habia ninguna tradicién latina previa. Heiberg dice de ella:
«Guillermo, segtin su costumbre, sigue tan de cerca los vo-
cablos griegos uno a uno, que su version puede ser tratada al
comparar {scil., «los manuscritos») como si fuera un codice
griego». De acuerdo con eso, Heiberg lo emplea abundan-
temente a la hora de fijar su edicidn; pero el interés de esta
version latina no s6lo radica en ello, sino también en que
ofrece el texto del tratado Sobre los cuerpos flotantes,
que no aparece en A. De ahi que se restituya la existencia,
en Viterbo y en 1269, del otro manuscrito griego perdido al
que haciamos referencia, el que Heiberg sigla %, del cual no
tenemos ninguna otra noticia directa ni indirecta mas que la

% Ia dependencia existente entre esta traduccion latina y el desapare-
cido manuscrito A viene confirmada por la laguna comtin resefiada por
Moerbeke y por el copista del Parisino 2360. E1 dominico flamenco Gui-
llermo de Moerbeke (Moerbeke, c¢. 1215- Corinto, ¢.1286) desempeiié un
importante papel en la divulgacién en Occidente de los textos griegos me-
diante las versiones latinas de los mismos que llevo a cabo entre 1260 y
1278. Tradujo buen nimero de obras filoséficas —Aristoteles y sus co-
mentadores antiguos, escritos de los neoplaténicos— y también textos
cientificos entre los que se cuentan obras de Ptolomeo e Hipdcrates ade-
mas de los escritos de Arquimedes referidos.

™ Ottobonianus Latinus 850, siglado B. Por cierto que también la Bi-
blioteca Nacional de Madrid guarda un ejemplar de esta traduccién (BN
9119), que Clagett considera «un manuscrito mal hecho, de origen italia-
no, de principios del siglo xv».
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contaminacién resefiada en la version de Guillermo de Moer-
beke.

Y es que las versiones latinas —y no so6lo la de Moerbe-
ke— han desempefiado un papel nada despreciable en la
transmision y difusion de las obras de Arquimedes. Nuestro
conocimiento sobre ese punto depende en buena medida de
los estudios de Clagett sobre Arquimedes en la Edad Media.
Segun este autor, la Medida del circulo fue vertida al menos
dos veces al latin en el siglo xm: si la primera de esas ver-
siones —que €l atribuye a Platén de Tivoli— no es de gran
calidad ni aporta datos de especial relevancia, la segunda,
sin embargo, mucho mas cuidadosa, realizada en Toledo por
Gerardo de Cremona’ (1144-1187) a partir de una version
arabe, presenta el interés de que conserva un corolario sobre

“el area del sector circular en funcidn de la longitud del arco
del sector y el radio, demostraciéon que Herdn atribuye espe-
cificamente a Arquimedes. Este dato, ademas de corroborar
la tesis de que la version que poseemos de la Medida del
circulo es incompleta, nos hace ver que junto a los tres tipos
de manuscritos griegos resefiados —obras escriptorias de
importancia, como corresponde a la calidad del autor y al
interés y dificultad de los textos— corrieron también segu-
ramente copias de menor calidad y menos pretensiones, pro-
bablemente para uso de docentes y discentes, que contenian
solo una o algunas de las obras mas solicitadas.

Volviendo a los manuscritos en los que se basa la tradi-
cion que ha llegado a cristalizar en la imprenta, una segunda
traduccion latina de A digna de referencia es la llevada a
cabo por Jacobo de Cremona en 1450 por orden del papa

' La traduccién de Gerardo de Cremona quedé incluida en un hermo-
so codice de la Biblioteca Nacional de Paris (Fondo Latino 9335) en don-
de figura junto a otras traducciones del mismo autor.
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Nicolas V, de cuyo interés haremos mencion mas adelante,
al ocuparnos de las obras impresas.

En cuanto a las ilustraciones, hemos de decir en primer
lugar que los filologos, en general, han mostrado muy esca-
so interés por ellas hasta ahora. No es raro que se editen en
lenguas modernas versiones de los clasicos amputadas de
las ilustraciones que si figuran en todos los manuscritos, ni
es excepcional que tal caso se produzca en ediciones del
texto griego. Las introducciones no suelen sefialar la proce-
dencia precisa de las figuras, porque frecuentemente las
ilustraciones que salen de la imprenta no son sino refeccio-
nes mas o menos precisas, inspiradas en alguno de los ma-
nuscritos o en el conjunto de ellos.

Que los antiguos matematicos griegos utilizaban diagra-
mas lo evidencia, sin ir mas lejos, la anécdota plutarquiana
que relata la muerte de Arquimedes y, remontdndonos atn
més atras, contamos con testimonios que sefialan a Hipocra-
tes de Quios como el autor de la convencidon de servirse de
letras para designar los puntos oportunos en los dibujos. Sin
duda esa tradicion ha contribuido a que la mayor parte de
los manuscritos de tema matematico conserven sus ilustra-
ciones —como regla general podemos decir que sélo faltan
las ilustraciones en los manuscritos inacabados, pues, en ge-
neral, los copistas iban por delante escribiendo el texto y de-
jando espacio para las figuras, que se afiadian una vez con-
cluida la copia—. En lo que se refiere a Arquimedes, R.
Netz ha elaborado lo que pretende ser la primera edicion cri-
tica de las figuras: el resultado de sus estudios hace ver que
los manuscritos derivados de A (el codice desaparecido
que pertenecié a G. Valla) coinciden en la forma y disposi-
cién de las ilustraciones —incluso en lo que se refiere al lu-
gar que ocupan dentro del teorema, siempre siguiendo in-
mediatamente a la descripcion de la construccidon—, lo que
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permite suponer que copian fielmente el modelo comun. A
la vez, ciertas figuras conservadas en C (el palimpsesto)
—las correspondientes a Sobre la esfera y el cilindro 1 32
a II 6— coinciden con las que se pueden reconstruir para A de
modo tan préximo que parece evidente un origen comtn para
ambos manuscritos bizantinos, aunque no podemos dar razén
de la fecha de origen del prototipo. El manuscrito B, que
contiene la traduccién latina de Moerbeke, no es de utilidad
para esta reconstruccion, pues Moerbeke cambi6 de lugar
las figuras transfiriéndolas a los margenes, y ésa debié ser la
razén de que las ilustraciones de su manuscrito presenten
proporciones diferentes de las de A y C; ademas, a media-
dos del siglo xv el humanista Coner estudi6 el manuscrito y
se permitid raspar algunas de las ilustraciones y sustituirlas
" por otras que, a su entender, eran mas correctas. Con su edi-
cion critica de las ilustraciones —ése es el nombre que ¢l da
a su trabajo— Netz pretende «reconstruir a partir de la evi-
dencia de los manuscritos la forma mas antigua recuperable
de los diagramas», con lo cual su juicio respecto a la ‘co-
rreccion’ se ajusta a los criterios antiguos, que a su entender
pretenden «ofrecer una representacion esquematica del mo-
delo de configuracion contenido en el caso geométrico estu-
diado»; esa representacion esquematica «se usa como parte
de la logica del argumento» y «es independiente de los valo-
res métricos» —en el sentido de que dos rectas o dos circu-
los que en la construccidn se describen como iguales pueden
ser en la ilustracion uno mayor que otro o viceversa, o que
elementos descritos en la construccién como desiguales
pueden aparecer como iguales en el diagrama—, o de que lo
que en la construccion se describe como una «cuerda» pue-
de aparecer en el dibujo como un didmetro, sin que eso deba
afectar a la logica de la demostracion. En el caso de errores
manifiestos de los escribas, concretamente en la asignacion
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de letras en la figura, Netz lleva a cabo la correccién y la
hace notar en el aparato critico que adjunta a cada ilustra-
cion.

La comparacion entre los diagramas recogidos por Netz
y Heiberg permite ver que éste ultimo, respetando en lo fun-
damental el numero y clase de figuras y la disposicion gene-
ral de las mismas, corrigié tamafios, sustituyd curvas del ori-
ginal por rectas, afiadié y quito letras y rectas, y, en general,
alterd las figuras en el sentido que le parecié mas oportuno
tendiendo a ofrecer lo que a los ojos del lector de su tiempo
‘podia ser mas «correcto» de acuerdo con los usos generales
de las ilustraciones matematicas de su época.

Principales ediciones y traducciones

La primera edicion de conjunto del texto griego de las
obras de Arquimedes fue publicada en Basilea en 1544 por
Johann Gechauff Venatorius, impresa por Hervagius, y con-
tenfa todas las obras conocidas por entonces del gran mate-
mético %, Tba acompafiada de una version latina, basada en
la ya mencionada de Jacobo de Cremona, pues Regiomon-
tano”® habia copiado de su propia mano este manuscrito, lo

2 No obstante, ésa no fue la primera vez que la obra de Arquimedes
alcanzd la imprenta, pues en 1503 habfa aparecido en Venecia una version
latina de la Medida del circulo publicada por el matematico napolitano
Luca Gaurico (el incunable y raro Tetragonismus id est circuli quadratura
per Campanum, Archimedem Syracusanum atque Boetium mathematicae
perspicacissimos adinventa) y en 1543 apareceria, también en Venecia,
una copia literal de esa obra junto con la versién latina del tratado del
Equilibrio de las figuras planas y el Libro I de Sobre los cuerpos flotantes
a cargo de Nicola Tartaglia.

7 Johann Miiller (Konigsberg, 1436-Roma, 1476), astronomo y ma-
temdtico al que debemos, ademas del Epitome del Almagesto de Proro-
MEO, los Cinco libros sobre los tridngulos de todas clases (escrito en 1464
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contrasto con el texto griego de E, fuente de las correccio-
nes y anotaciones marginales que presenta, y llevo su copia
a Alemania en 1468 (el original del trabajo de Regiomonta-
no se conserva hoy en Nuremberg ™).

Las ediciones que aparecieron posteriormente no solo fi-
jaron el texto, sino que ademas lo fueron corrigiendo poco a
poco mediante la colacion de manuscritos no tenidos en
cuenta previamente, y a ello colaboraron también los traduc-
tores de Arquimedes a las lenguas modernas, detectando
errores y proponiendo conjeturas que venian a aclarar pasa-
jes corruptos. Continuaba, entretanto, la labor erudita de in-
vestigacion textual, y el siglo xvm vio el descubrimiento de
un texto de Arquimedes dado por desaparecido: el Problema
de los bueyes, recuperado y dado a conocer por Lessing en
17737,

Se consideran trabajos clasicos la traduccion latina de
Comandino (Venecia 1548)7¢; la edicién de Rivault (Paris
1615) —con los enunciados de las proposiciones en griego
y las demostraciones en latin algo retocadas, realizada sobre
la edicién de Basilea y que sirvi6 de base a la primera tra-
duccion a una lengua moderna, la alemana de Sturm (Nu-
remberg, 1670)—; la bilingiie grecolatina de Torelli (Oxford
1792), asi como la traduccion alemana de Nizze (Stralsund,
1824) y la francesa de Peyrard (Paris, 1807).

y publicado en 1533), primera exposicién moderna de la trigonometria
plana y esférica.

™ Norimbergense cent. V 135.

7S En Beitrdge zur Geschichte und Litteratur, Braunschweig, 1773,
pags. 421 y ss.

76 Otra version latina, la de Francesco Maurolico (1570) tuvo la mala
fortuna de que la mayor parte de los ejemplares desaparecieran en un nau-
fragio; se reimprimi6 en Palermo en 1685.
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Todas esas ediciones y traducciones se vieron amplia-
mente superadas por la de Heiberg, quien, tras colacionar mas
de una docena de manuscritos griegos, las principales tra-
ducciones latinas antiguas y las traducciones mas significa-
tivas, e incorporar el texto griego del Problema de los bue-
yes y la versién latina del Libro de los Lemas™, publicé el
texto junto con su traduccién latina (Leipzig, 1881), texto
que amplié y corrigid a la luz del hallazgo del palimpsesto
aparecido en Constantinopla. Esta segunda version de las
obras de Arquimedes se imprimi6 entre 1910 y 1913, y con-
tenia ya el Método, el texto griego del tratado Sobre los
cuerpos flotantes, desconocidos hasta entonces, € incorpo-
raba también los fragmentos griegos del Stomachion; en
1972 fue reimpresa —ya en Stuttgart, nueva sede de la co-
leccidn Teubner— con correcciones afiadidas por E. Stama-
tis. Por esos mismos afios, entre 1970 v 1972, la coleccion
Les Belles Lettres publicd el texto griego —el de Heiberg,
en lo fundamental, con algunas correcciones procedentes del
Parisinus Graecus 2359 (F)— acompafiado de la traduccién
francesa de Ch. Mugler.

Entre las traducciones a las lenguas modernas ™ publica-
das a lo largo del Gltimo siglo, la versién inglesa de Heath
es un clasico para el estudio de Arquimedes, asi como la

77 No disponemos del original griego de esta obra, pero nos ha sido
transmitido en una traduccién arabe realizada en el siglo 1x por el geome-
tra Thabit-ben-Corrah. Esta versién drabe, de la que poseemos diversos
manuscritos, fue traducida al latin e impresa dos veces a lo largo del siglo
xvi: la primera de esas dos ediciones contiene la traduccion latina de
Graeves, con comentario de Samuel Forster, y fue editada en Londres en
1657; la segunda version latina fue obra del famoso orientalista Abraham
Ecchellensis y fue publicada, con notas de Borelli, en Florencia en 1661.

™8 Hacemos referencia fundamentalmente a las versiones de las obras
completas, aunque también se han editado traducciones y comentarios de
obras sueltas.
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obra —en holandés primero, vertida después al inglés— de
Dijksterhuis”, ambas faciles de encontrar en librerias gra-
cias a las repetidas reimpresiones que dan fe de su éxito, ba-
sado en la excelente calidad de ambos trabajos. Hay que de-
jar claro que ninguna de las dos es, propiamente hablando,
una traduccion, sino que ambas pretenden poner al alcance
del matematico del siglo xx los principales resultados de las
investigaciones de Arquimedes. Heath, en particular, no ha
renunciado a ampliar las explicaciones donde la concisién
del original arquimedeo hacia dificil la comprension o a
aclarar pasajes de dificil interpretacion y emplea sistemati-
camente la terminologia y métodos de la matematica actual;
Dijksterhuis, por su parte, da traduccion rigurosa sélo de los
enunciados, mientras que las pruebas propiamente dichas las
" expone mediante una notacién simbolica creada por él con
el proposito especifico de facilitar la comprension de la ma-
tematica griega antigua; ademas, separa y recoge en un solo
capitulo cierto numero de proposiciones que, en su opinidn,
no forman parte del nucleo de teoremas fundamentales de
cada obra, sino que actian como lemas o «elementosy (en el
mismo sentido en que son elementales los Elementos eucli-
dianos), pretendiendo con ello conseguir que los puntos fun-
damentales de cada obra puedan ser tratados y resumidos
mucho mas rapidamente, toda vez que las cuestiones acce-
sorias han sido contempladas previamente. Con lo dicho que-

7 No es propiamente una traduccién, sino «un intento de acercar la
obra de Arquimedes... a la comprension y el aprecio del lector moderno»
(pag. 7). Conociendo la version en notacion moderna de Heath y la traduc-
cién literal de Ver Eecke, pretende «combinar las ventajas y evitar las
desventajas de ambos métodos... La exposicién sigue de cerca el texto
griego, pero solo los enunciados figuran en traduccion literal; tras ellos,
las demostraciones se exponen en una notacién simbolica, especialmente
elaborada para este propdsito, que hace posible seguir paso a paso la linea
del razonamiento» (pags. 7y 8).
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da de manifiesto que los trabajos de Heath y Dijksterhuis,
en tanto que explicaciones pensadas para sus contempora-
neos, estan en realidad mas emparentados con los Comenta-
rios de Butocio que con la traduccion antigua de Moerbeke
o con las mas recientes de Ver Eecke, Mugler o Netz.

En francés se destacan las traducciones del ingeniero
belga Paul Ver Eecke y la de Charles Mugler, a la que ya
aludimos antes, ambas de gran calidad; también hay que re-
sefiar la version alemana de Czwalina, la italiana de Frajese
'y la traduccién al griego moderno de Stamatis. En espafiol
contamos sOlo con una version casi completa —no aparecen
el Stomachion ni los Lemas—, editada en el segundo volu-
men de las obras de los Cientificos griegos (1970); en ella
no se menciona el traductor® ni el texto sobre el que ha sido
elaborada. Entre nosotros la obra que ha despertado m4s in-
terés ha sido el Método, el cual, desde que fue descubierto
hace aproximadamente un siglo, ha visto aparecer varias ver-
siones: la de Babini (Buenos Aires 1966) es poco fiable al
no haber sido realizada a partir del texto griego, y algo se-
mejante ocurre con la que aparece en el ya citado volumen
1I de los Cientificos griegos, mas dignas de mencion son la
de L. Vega, con traduccion de M.* Luisa Puertas, acompa-
fiada de introduccion y algunas notas (Madrid, 1986) y la
mas reciente de Gonzalez Orbaneja y Vaqué Jordi (Barcelo-
na, 1993), que antes de ser libro fue seminario universitario;
con amplia introduccion (56 pags.) y abundantes notas (con
aclaraciones textuales, historicas y matematicas), incluye
reproduccion fotomecénica de la edicidon de Heiberg y nue-
vas figuras realizadas por Gonzalez Orbaneja. También dis-

8 Segiin la portada, «recopilacion, estudio preliminar, predmbulos y
notas» han corrido a cargo de Francisco Vera.
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ponemos de traduccion al espafiol del tratado Sobre los cir-
culos tangentes, realizada por J. Vernet y A, Catala®!,

La Cambridge University Press acaba de publicar —ma-
yo de 2004— una nueva traduccion inglesa —la primera a
la que de verdad corresponde tal nombre—, obra de Reviel
Netz. En esta obra, cada proposicion de Arquimedes va se-
guida de un comentario textual relativo al texto ofrecido por
Heiberg —que Netz no reproduce— y unos comentarios ge-
nerales centrados en cuestiones de cardcter epistemologico o
lingiifstico, y presenta como novedad principal la ya comen-
tada edicién cientifica de los diagramas. Incluye también la
primera traduccion al inglés del Comentario de Eutocio a
los libros Sobre la esfera y el cilindro.

EUTOCIO

Ya dijimos que frente a la intencion claramente didacti-
ca de los Elementos de Euclides, que nos presentan una in-
troduccion elemental a todas las ramas de la matematica de
la época, los escritos de Arquimedes estan mas proximos al
ensayo cientifico: no son obras pensadas para un ptiblico am-
plio, ni siquiera de estudiantes, sino que se ocupan de cues-
tiones concretas, estan dirigidas a otros matematicos —y no
cualesquiera, sino a personas que gozan de la buena opinion
de Arquimedes— y no se proponen divulgar conocimientos,
sino someter los trabajos del estudioso a un juicio ajeno cua-
lificado. Por esa razén, Arquimedes muchas veces da por
sobreentendidos en las proposiciones ciertos pasos del razo-
namiento que probablemente le parecian obvios. Cuando es-

81 «Arquimedes drabe: el tratado de los circulos tangentesy, Separata
de Al-Andalus 33, 1 (1968).
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tas obras dejaron de pertenecer al género del ensayo cienti-
fico para transformarse en cldsicos y fueron considerados
dignos de estudio, los principiantes debieron de encontrar
no pocas dificultades para seguir el razonamiento del maes-
tro. Eso fue lo que, a principios del siglo vi, movi6 a Euto-
cio, matematico nacido en Ascalén y educado en Constanti-
nopla, a emprender su Comentario: «Habiendo hallado que
ninguno de mis predecesores habia compuesto un ensayo
sobre los libros de la Esfera y el cilindro de Arquimedes y
considerando que no lo habian dado de lado por la sencillez
de los teoremas —pues, como sabéis, requieren una aten-
cién minuciosa y una imaginacion inteligente—, me apete-
cid, en la medida de mis fuerzas, poner en claro lo que en
ellos hay de dificil comprension».

Con estas premisas redactd el Comentario a los libros
sobre la Esfera y el cilindro. Los manuscritos nos han trans-
mitido también Comentarios a la Medida del circulo, al Equi-
librio de las figuras planas y a los cuatro primeros libros de
las Cénicas de Apolonio de Perga. Los escritos van precedi-
dos de pequefias introducciones, que incluyen dedicatorias:
a Amonio le dedica el Comentario a los dos libros Sobre la
esfera y el cilindro, a Antemio de Trales los de los cuatro li-
bros de las Cénicas de Apolonio y a un desconocido Pedro
el del Equilibrio de las figuras planas. Ademas de estos tra~
bajos, de autorfa bien documentada en la tradicion manus-
crita, Mogenet® le atribuy6 también la redaccion del escrito
que hoy conocemos bajo el titulo de /ntroduccion al Alma-
gesto de Ptolomeo. Este texto, que venia considerandose and-
nimo, esta formado por una serie de escolios al Almagesto
que acabaron tomando forma de obra independiente. La
atribucién de Mogenet se basa en ciertos pasajes del comen-

8 MogGeNET, L Introduction a I’Almageste, Bruselas, 1956,
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tario a la Medida del circulo, pero Bulmer-Thomas conside-
ra que esos textos no son apoyo suficiente para sostener la
hipdtesis propuesta. Frente a esos dos autores, Wilson opina
que Eutocio si escribié sobre ese tema, pero que no se han
conservado restos de tal trabajo.

Las dedicatorias que preceden a los Comentarios son,
practicamente, las Unicas fuentes de que disponemos sobre
la vida de Eutocio®. Amonio, comentador de Aristoteles y
maestro de profesion, entre cuyos discipulos se contaron
personajes como Juan Filépono, Damascio o Simplicio, pro-
bablemente fue también maestro de Eutocio, pues éste le
llama «destacadisimo filosofo»® y dice dirigiéndose a él:
«si por causa de mi juventud doy la nota desafinada, tu lo
corregirds gracias a tu saber en toda clase de conocimientos
"y especialmente en matematicas» ¥, En cuanto a Antemio de
Trales, conocido sobre todo por haberse ocupado de las
obras de Santa Sofia de Constantinopla junto con Isidoro de
Mileto, debid de ser compafiero de Eutocio, pues éste le tra-
ta de «querido compafiero» (phile hetaire) y «queridisimo
mioy» (philtaté moi)®. Las dataciones de estos personajes,
que conocemos solo de modo aproximado®’, son las que

83 Cf., a este respecto, lo resefiado por Wirson (Scholars of Byzan-
tium, Londres, 1983, pags. 45-46) y los articulos de BuLMER-THOMAS €en
el Dictionary of scientific biography (ed. GILLISPIE, Nueva York, 1981, 10
vols.) y Kazapan en el Oxford Dictionary of Byzantium (Nueva York,
1991, 3 vols.).

8 Comentario a los libros sobre la Esfera y el cilindro, en Arquime-
des, Opera omnia, ed. Hemsera, vol. IIT 2, 16.

8 1d. 112, 12-15.

8 Comm. in Conica, en APOLONIO DE PERGA, Quae Graece exstant,
ed. HemBERG, IT 168, 5 y I1291, 2-3.

87 Probablemente Amonio muri6 después de 517 y Antemio de Trales
antes de 558.
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han llevado a los estudiosos a proponer la acmé® de Eu-
tocio en torno a 520 y su nacimiento, por tanto, en torno a
480%,

En los textos de Eutocio figura también®, aunque no
como receptor de las dedicatorias, un «Isidoro de Mileto el
Mecanico» a quien se trata repetidamente de «nuestro maes-
trox; las frases han sido interpretadas, en general, como co-
lofones de copista, el cual podria haber sido un discipulo de
ese Isidoro encargado por éste de «poner en limpio» el tra-
bajo. Los mencionados colofones atribuyen a Isidoro, ade-
mas de la edicion de los Comentarios de Eutocio a los dos
libros Sobre la esfera y el cilindro y a la Medida del circulo,
la invencion de un compés para trazar parabolas. No hay
unanimidad respecto a la identificacion del personaje: algu-
nos especialistas, como Heath, piensan que este Isidoro de
Mileto es el arquitecto de Santa Sofia y que quizd fuera
maestro de Eutocio. La segunda parte del aserto es dificil-
mente aceptable: para la muerte de Amonio tenemos como
terminus ante quem la fecha de 517; en cuanto a Isidoro de
Mileto suponemos que murid entre 537, fecha de la finaliza-
cién de Santa Sofia, y 554, fecha en que su sobrino, Isidoro
el Joven, llevé a cabo la restauracion de la chpula de ese
mismo edificio. Teniendo en cuenta que los jovenes co-
menzaban sus estudios con un maestro avanzado en torno a
los 18 0 20 afios y que el tiempo de estudio junto a un maes-

8 Los antiguos consideraban que un hombre estaba en la plenitud (ac-
mé) de sus facultades en torno a los cuarenta afios, y no es raro que se date
a literatos o politicos mediante esta referencia.

% Asi en autores mas recientes, como Wilson o Clagett, pero Tannery
y con é1 Heiberg son partidarios de datar su acmé en torno al afio 500 y su
nacimiento, por tanto, en torno a 460.

9 Las referencias se encuentran en la edicion de HERERG, Archime-
des. Opera omnia, 111 84, 9; 111 48, 30; I1I 224, 9; 111 260, 12.
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tro rara vez sobrepasaba los tres o cuatro afios es verdade-
ramente dificil que Eutocio haya podido ser discipulo de
ambos personajes; Bulmer-Thomas®' también da por fiable
la identificacion de este Isidoro con el famoso arquitecto,
pero sostiene que debemos interpretar la noticia como un
testimonio de que revisd la edicion, no el contenido de la
obra. Tannery, por su parte, pensaba mas bien que no se tra-
ta del famoso arquitecto, sino de otro personaje, tal vez el
mencionado Isidoro el Joven.

En cuanto a la cronologia de los trabajos de Eutocio, pa-
ra el Comentario al Equilibrio de las figuras planas no
hallamos referencias que permitan datarlo, pero el Comenta-
7io a los dos libros Sobre la esfera y el cilindro tiene que ser
anterior al de la Medida del circulo, puesto que Eutocio
menciona la primera de estas obras en el proemio de la se-
gunda. Posterior a esos dos trabajos serfa el Comentario a
las Cénicas, segin parecen apuntar algunos indicios. Uno,
que de las expresiones empleadas para referirse a Amonio
que citdbamos mas atras cabe deducir que cuando redactd
ese trabajo Eutocio debia de ser un hombre relativamente
joven y de posicién académica y social ain poco relevante;
por eso, como obra de primerizo y dada la dificultad de la
materia, necesita aun de la mirada supervisora del maestro
Amonio, mientras que cuando comenta las Conicas de Apo-
lonio es un Eutocio de mas edad quien se enfrenta a la tarea,
un hombre con la suficiente seguridad en sus capacidades
como para no necesitar de supervisores y que puede dedicar
su obra al «compafiero» de éxito probado que era el arqui-
tecto Antemio de Trales —quien, ademas, habia dado prue-
bas de su interés por los matematicos antiguos al ocuparse

9 Cf. més atras, n. 2.
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de los espejos ustorios>—. El segundo indicio que, a nuestro
entender, abona esta hipdtesis son dos pasajes del Comenta-
rio a las Cémicas: uno procede del proemio al Comentario al
Libro 1, en donde afirma: «Salta a la vista en muchos pasa-
jes que Arquimedes se refiere a unos elementos de las coni-
cas muy anticuados»; el otro, del proemio al del Libro IV:
«Todo lo que hay en él (scil., en el Libro IV) se demuestra
mediante reduccion al absurdo, igual que demostroé Euclides
lo relativo a las secciones y tangencias del circulo. Este re-
curso es Gtil y necesario, segun les parece tanto a Aristoteles
como a los gedmetras, y especialmente a Arquimedes». De
ambos pasajes parece desprenderse que por entonces Euto-
cio ya estaba bien familiarizado con las obras de Arquime-
des® y el comentario de éstas habria sido redactado con an-
terioridad.

Ya hemos dicho que Eutocio no tuvo oportunidad de
leer toda la obra de Arquimedes: la Medida del circulo, que
no se nos ha conservado completo, es comentada por Euto-
cio en una version que coincide exactamente con la que no-
sotros conocemos. Precisamente en ese Comentario (111 228,
20-26), Eutocio afirma que segun la biografia (para nosotros
perdida) de Arquimedes por Heraclides®*, Arquimedes «ha-
bia descubierto una recta igual a la circunferencia dada de
un circulo gracias a ciertas espirales», y de ello deducimos
que no conocid el tratado Sobre las espirales. Ademas, en
Equil. Plan. 11 1, Arquimedes requiere aplicar a una recta

%2 Para el trabajo de Antemio sobre los espejos ustorios, cf. pag. 12 yn. 9.

9 Mugler considera los Comentarios a las Conicas anteriores a los de
la Esfera y el cilindro y a la Medida del circulo, aunque no ofrece ninguna
argumentacion.

% En el texto del Comentario al libro 1 de las Cénicas de ApoLoNIO
(Apollonii Pergaei quae graece exstant 11 168, 7, ed. HEIBERG) al bidgrafo
de Arquimedes se le da el nombre de Heraclio.
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dada dos superficies limitadas por una recta y una parabola,
y Eutocio, en el Comentario a ese pasaje (Il 278, 4-13) di-
ce: «Pero no es posible encontrarlo entre lo que demuestra
alli; ahora bien, puesto que demostrd [«Arquimedes», scil.]
segun ¢l mismo afirma en el tratado Sobre la esfera y el ci-
lindro, que tal figura es cuatro tercios del tridngulo que tiene
igual base e igual altura...», de modo que tampoco conocid
la Cuadratura de la parabola.

Estos hechos parecen apuntar a la escasa circulacion de
los manuscritos de Arquimedes, incluso entre los especialis-
tas —pues no de otra manera podemos considerar a perso-
najes como Eutocio, Antemio o0 Amonio—. No disponemos
de datos que precisen los motivos de tal situacidn, pero es
muy posible que entre ellos se cuenten la dificultad del texto
de Arquimedes, por una parte, y el hecho de que los origina-
les de sus obras estuvieran escritos en el antiguo dialecto
dorio de Siracusa. Para Heath, los Comentarios de Eutocio
suponen, precisamente, un testimonio del renacer de los es-
tudios sobre Arquimedes, renacer manifestado ademas en el
traslado de la antigua forma de los tratados del siracusano
en dialecto dorio a la koiné didlektos®, aunque también esta
cuestion es peliaguda, pues unas veces Eutocio cita a Arqui-
medes en koiné y otras comienza su cita en koiné y a la mi-
tad de la misma vuelve de nuevo al original dorio, lo que
puede ser interpretado de diversas maneras: tal vez las obras
de Arquimedes ya habian perdido en algunas ediciones su
dialecto original; tal vez fue el propio Eutocio quien, al co-
mentarlas, aprovech6 para pasarlas de uno a otro dialecto;
tal vez los manuscritos de que disponia estaban en dorio pe-
ro, al copiar la cita, Eutocio pasa de uno a otro dialecto sin

95 Heath sostiene, ademas, que este interés por Arquimedes se suscitd
en el seno del circulo de Isidoro de Mileto, pero ya hemos visto que la
cronologia ofrece ciertos problemas para aceptar esa suposicion.
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prestar demasiada atencion a ese asunto. Hasta el momento
presente no se han aportado datos o criterios que permitan
dilucidar la cuestion.

En cualquier caso, no debemos olvidar que la existencia
del comentario sirvid de apoyo a la transmision de las obras
comentadas pues, en efecto, todas las obras comentadas por
Eutocio han llegado hasta nosotros, tanto las de Apolonio®®
como las de Arquimedes; en general se supone que los co-
mentarios —probablemente usados por Eutocio en sus cla-
ses— debieron de servir de acicate a la lectura de esos tex-
tos y, por tanto, a la renovacion y multiplicacion de copias
de los originales.

Los Comentarios tienden a completar las proposiciones
de Arquimedes llevando a cabo demostraciones, resolviendo
la construccion de las figuras o recorriendo en detalle los
pasos de determinadas manipulaciones de proporciones —en
cuyo manejo Arquimedes era tan habil como parco en pala-
bras al explicarlo—. Las aclaraciones son a veces una estu-
penda ayuda para el lector; otras, pecan de exceso por entrar
a detallar lo que cualquier principiante podia conocer sobra-
damente; en alguna ocasion Eutocio se confunde —por
ejemplo, afirmando que son semejantes dos segmentos pa-
rabolicos que no lo son (Equilibrio de las figuras planas 8,
Heiberg III 290, 22-24)— o reconoce que no es capaz en su
comentario de ir mas alla de la perifrasis (Equilibrio de las
figuras planas 9). Esas deficiencias, sin embargo, no pueden
utilizarse para despreciar la obra ni para hacer de menos al
tratadista®” ni para ocultar el hecho de que Eutocio era un

% De los libros IV al VIII, que Butocio no comentd, el ultimo se ha
perdido y los otros tres s6lo los conocemos en version arabiga.

%7 Sobre todo si tenemos en cuenta que incluso los més reputados co-
mentarios actuales de la obra de Arquimedes recurren a Eutocio —aunque
no siempre lo citen— para la explicacién de determinados pasajes.
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buen conocedor de los textos que comentaba, aunque no
hallemos en él rasgos ni pretensiones propias de una menta-
lidad creativa... salvo la iniciativa de emprender esta tarea.
Es, ademds, un erudito que recurre sin pereza a los libros
antiguos para recopilar las soluciones al problema de Delos,
para buscar el casi perdido lema de Arquimedes a Esf. cil. 11
4, v que para preparar los Comentarios a las Conicas de
Apolonio no tiene empacho en reunir las diversas ediciones
que circulaban (Apol., IT 176, 16 y ss., ed. Heiberg) y leer y
seleccionar los escolios, sin contar sus referencias a Fucli-
des, Ptolomeo, o Gémino. Las menciones de Platon y Aris-
toteles son testimonio de lecturas ajenas a la matematica,
que resultan mas bien parcas.

Pero independientemente de la recreacion del personaje
y su circunstancia vital, lo que en realidad mas ha contribui-
do a que Eutocio goce del reconocimiento de los matemati-
cos del ultimo siglo y medio es que este estudioso recogid
una informacién unica y de valor excepcional en relacion
con tres asuntos sobre los que, sin su obra, estariamos poco
documentados. El peso de estas cuestiones en el Comentario
es tal que el espacio que se les dedica sobrepasa con creces
la mitad del mismo. En primer lugar esta la aportacion de
Eutocio a nuestro conocimiento del sistema de célculo em-
pleado por los matematicos griegos: en la Medida del circu-
lo Arquimedes calcula la relacién entre la circunferencia y
el didmetro de la misma hasta determinarla entre 3 1/7 y 3
10/71, pero nos ofrece sélo los resultados de sus operacio-
nes, y no el desarrollo de las mismas. Con el argumento de
que la manera de obtener raices cuadradas ya habia sido ex-
plicada por Herdn, Papo, Teon y otros comentadores de la
Megdalé Syntaxis de Ptolomeo, Eutocio no reproduce los cél-
culos, sino que lleva a cabo las multiplicaciones que sirven
de prueba a las operaciones realizadas por Arquimedes. El
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nivel puede parecer sorprendentemente bajo, pero se han
sefialado datos reveladores sobre lo elemental de las habili~
dades medias de calculo en la Antigiiedad. Por ejemplo, en
el siglo1v d. C. el funcionario Hermesion copiaba una tabla
de multiplicar en el mismo cuaderno en que redactaba los
horoscopos y llevaba las cuentas administrativas; en otro ca-
so, del siglo v, el texto recoge ejercicios aritméticos de ni-
vel apenas por encima del muy elemental (tablas de niime-
ros fraccionarios —como 1/2 o 1/3— de la serie de los
nimeros enteros; multiplicaciones del tipo 19x55 o 78x76):
y la escritura es la de un adulto, no la de un nifio®®, Estas re-
ferencias, procedentes de papiros, han de usarse con la de-
bida precaucion, dada la falta de contexto en tal clase de do-
cumentos, pero han de ser tenidas en cuenta como posibles
indicios del nivel de conocimientos de los destinatarios del
comentario de Eutocio. Los calculos han sido vertidos de la
notacidon numérica griega —reconstruida previamente, a su
vez— con la ayuda de textos hindues, a la notacién arabiga
primero por Heiberg, para su version latina de la obra de
Eutocio, y después por Mugler en su edicién bilingiie grie-
go-francés, donde el interesado en el detalle de esta cuestion
puede consultar los originales®. La segunda cuestion rele-
vante aparece en el Comentario a Esf. cil. 11 1, donde se re-
cogen las diversas soluciones dadas en la Antigiiedad al
problema de hallar dos medias proporcionales entre dos rec-
tas dadas, cuestion en relacion directa con la duplicacion del
cubo, uno de los tres problemas clasicos de la matematica

% Tomo los datos de H. 1. Marrou, Historia de la Educacién en la
Antigiiedad, Buenos Aires, Eudeba, 1965, pags. 190-192 y nn. correspon-
dientes, en pags. 469 y 470.

9 Para detalles sobre estas ediciones, cf. Bibliografia.
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griega'®, también llamado «problema délico» o «problema
de Delos». El tercer asunto de especial interés procede del
Comentario a Esf. cil. 11 4: en el transcurso de la demostra-
cién de ese teorema surge la necesidad de una construccion
que requiere la resoluciéon del equivalente geométrico de
cierto tipo de ecuacion cubica. Arquimedes promete en su
texto resolver ese punto al final, pero no aparece el lema co-
rrespondiente. Eutocio, tras haber buscado insistentemente
la solucién de ese punto concreto, la recupera toméandola de
un manuscrito antiguo que, en su opinién, puede ser la pro-
pia solucion prometida por Arquimedes, ya que el texto estd
en el dialecto dérico de Arquimedes, no obstante lo cual
aporta también soluciones propuestas por otros matematicos.
Las soluciones a los dos tltimos problemas que Eutocio
" recoge proceden de obras que, en su mayor parte, no se nos
han conservado, lo que les confiere gran interés para la his-
toria de la matematica griega: ésa es la razon que nos ha
movido a incluir esos textos como acompafiamiento a la
presente traduccion de la obra de Arquimedes.

El problema délico

La cuestion de hallar dos medias proporcionales entre
dos rectas dadas se remonta muy atrds en el tiempo; incluso,
segun relata una carta atribuida a Eratdstenes, a la época
homeérica —antes de que los griegos hubieran pensado en
rectas, curvas ni numeros de ninguna clase—, cuando Mi-
nos, el mitico rey de Creta, al ver el timulo levantado en
honor de su hijo Glauco, lo encontré demasiado pequefio y

100 Sobre este punto pueden consultarse Bover, Historia de la mate-
matica, pags. 97-105, Heat, HGM, vol. I, pags. 220-270 y P. OrT1iz
GaRrcia, «Problemas clasicos y soluciones imaginativas», en J, L. ARcAz
y M. Montero (eds.), Hombre y naturaleza. El nacimiento de la ciencia y
la técnica en el mundo clasico, Madrid, SEEC, 2004.
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encarg6 al arquitecto que lo duplicara. El arquitecto duplico
el lado y, 16gicamente, la superficie resulté el cuddruple y el
volumen ocho veces mas. Minos entonces llamoé a los ged-
metras para que hallaran la forma de resolver el problema y
éstos intentaron resolverlo tomando como figura base la de
un cubo; por eso al problema empezoé a llamarsele «duplica-
cién del cubow, pero la verdad es que no es que los gedometras
no supieran resolverlo: es que no sabian ni cémo plantearlo.
Hipocerates de Quios fue el primero al que se le ocurrid la
reduccion'® del problema que daria a éste su forma clasica:
si se hallaba el medio de tomar dos medias proporcionales
en proporcion continua entre dos lineas rectas, de las cuales
la mayor fuera el doble que la menor, se podria hallar, dada
la arista de un cubo, la arista de otro cubo doble del prime-
ro; es decir, que si se hallaban dos medias proporcionales,
del tipoa :x =x:y =y : 2a, la arista del cubo doble del
propuesto seria x. Esta reduccion fue adoptada por todos los
matematicos posteriores que se dedicaron a este problema,
que ni siquiera asi era sencillo. Més adelante —sigue con-
tando el relato— los delios fueron a consultar el oraculo de
Apolo para librarse de una peste que les aquejaba y recibie-
ron de éste la orden de duplicar el altar: de ahi el otro nom-
bre de «problema delio» o «problema de Delos» con que se
le conoce. Pero a los delios les paso lo que al arquitecto de
Minos y pensaron que, si mandaban traer a los gedmetras de
la Academia de Platén, éstos darian con la respuesta; otra
version de la carta de Eratostenes'® dice que Platon les res-
pondi6 que el oraculo queria decir no que el dios deseara un
altar el doble de grande, sino que queria avergonzar a los
griegos por su desprecio de las matematicas.

101 A este recurso de reducir un problema a otro cuya solucién parece
mas factible se le daba en griego el nombre de apagoge.
102 Conservada en TEON DE EsMIRNA, 2 HILLER.
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El relato, sumamente ameno, no contiene mas noticias
fidedignas que la reduccion efectuada por Hipdcrates y la
noticia de que los gedmetras de la Academia se ocuparon de
la cuestion. Pero el caso es, en ultimo término, que Arqui-
medes, cuando se le presenta el problema, lo resuelve con
un «Hagase», sin ofrecer lemas ni remitir a demostraciones
posteriores: porque para Arquimedes y sus contemporaneos
la solucién debia de ser conocida suficientemente. Sin em-
bargo, en el tiempo que medid entre la redaccion de las
obras de Arquimedes y su lectura por Eutocio, se habia ol-
vidado la cuestion hasta tal punto que Eutocio recoge doce
soluciones debidas a once matematicos (a Menecmo se le
atribuyen dos), pero no cierra el asunto presentando como
canonica ninguna de ellas, a pesar de las notables diferen-
“cias de enfoque y calidad matematica existentes entre las
mismas.

Los autores de esas soluciones son, en el orden que Eu-
tocio nos presenta sus trabajos, los siguientes: Platon, He-
rén, Filon de Bizancio, Apolonio, Diocles, Papo, Esporo,
Menecmo, Arquitas, Eratostenes y Nicomedes. Eutocio afir-
ma haber leido también una solucién atribuida a Eudoxo,
pero cuenta que la rechazd porque «en el proemio afirma
haberlo descubierto mediante lineas curvas, mientras que en
la demostracion no sélo no ha usado las lineas curvas sino
que, ademds, tras hallar una proporcion discreta, la usa co-
mo si fuera continua, cosa que no era de sospechar no digo
ya en Eudoxo, sino en cualquiera de los medianamente ver-
sados en geometriay.

De las soluciones recogidas por Eutocio, algunas son idén-
ticas, como ocurre con las de Herén, Filén y Apolonio'®. A

103 La solucién que Eutocio atribuye a Apolonio (activo en la segunda
mitad del siglo ur a. C.) parece impropia del autor de las Cénicas, sobre
todo si se tiene en cuenta que Papo (Collectio Mathematica 111 21) atribu-
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veces estan doblemente testimoniadas: tal es el caso de la
atribuida a Herén'™, y la de Nicomedes'®. Las soluciones
que nos transmite Eutocio como de Esporo y Papo son, en
realidad, Ia misma que la de Diocles, con la tinica diferencia
de que Esporo y Papo recurren a una construccion de neisis
mientras que Diocles habia recurrido a una curva inventada
por él, la cisoide %, Para el resto de las soluciones, Eutocio
es testimonio tinico. Entre ellas, las de Platon y Eratostenes
son soluciones instrumentales, mas emparentadas con las ta-
reas manuales —con la ingenieria, habria que decir en el ca-
so de Eratostenes, a la vista de sus pretensiones— que con
las matematicas, puesto que estn enfocadas directamente a
la construccién de mecanismos que resuelvan el problema.
Precisamente por esa aplicacion menestral dificilmente po-

ye a Apolonio —sin reproducir la demostracién— una solucién exacta
mediante intersecciones de conicas. Filon de Bizancio, continuador de Cte-
sibio, se ocupd sobre todo de cuestiones de mecanica, no de matematicas,
aunque no despreciara la parte tedrica de los asuntos. En cuanto a Herén
(datacion dudosa entre los siglos 1a. C. y 1d. C.), escribi6 obras de mecd-
nica y de matematicas —dedicadas éstas ultimas sobre todo a la resolucién
de problemas practicos—. A la vista de las fechas, Heiberg sospecha que
Heron pudo tomar tomar la solucion de un autor anterior; a ese argumento
habria que sumar —aflado— la tendencia de los autores antiguos a no citar
sus fuentes.

104 F] texto de la solucion de Herdn se nos ha conservado en los Belo-
poeika y en la Introduccién a la mecanica —aunque de esta obra, salvo
fragmentos, solo poseemos la versién arabe—. Papo reproduce la segunda
de las versiones mencionadas (Collectio Mathematica 111 62-64).

105V, Paro, Collectio Mathematica 11l 58-62 y 1V 246-250. De Nico-
medes (11 a. C.?) no se nos han conservado mas noticias que las aqui refe-
ridas.

106y Paro, Collectio Mathematica 111 64-68 y VIII 1070-1072. Es-
poro (r11 d. C.) fue autor de unos Kerfa; Paro (mn-1v d. C.) es conocido
sobre todo por su Coleccién matemdtica. De Diocres (1 a. C.) sabemos
que fue el inventor de la cisoide y autor de un tratado perdido Sobre espe-
jos ustorios.
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demos admitir como auténtica la que se atribuye a Platdn,
de quien sabemos por el testimonio de Plutarco que recha-
zaba toda asimilacidn de los entes matematicos abstractos
con la realidad tangible'” y que se quejaba de Eudoxo y
Arquitas porque éstos, al haber usado recursos materiales
para este problema, habian vuelto la geometria de lo inteli-
gible a lo sensible.

Es facil observar que los textos que recoge Eutocio pro-
ceden de todos los periodos de la historia de la mateméatica
griega, desde los de Arquitas y Platén, de principios del si-
glo v a. C., hasta los de Esporo y Papo, del siglo 1v d. C.
Cuesta trabajo discernir el criterio seguido para la presenta-
cidn, pero quiza el orden en que nos los ofrece tenga que ver
con la antigua clasificacién de los problemas en «planos»,

" «s6lidos» y «linealesy». Problemas planos son los que pue-
den resolverse mediante regla y compds, y en esa clase ha-
bria incluido Eutocio seis de las siete primeras solucio-
nes %, que se desarrollan en el plano y resuelven la cuestién
«con regla y compésy, recurriendo a las construcciones de
neiisis. Para nosotros ese método es a todas luces insuficien-
te, pero los matematicos griegos parecen haberlo aceptado
sin grandes remordimientos. Problemas solidos son los que

7 Vida de Marcelo 14 y Charlas de sobremesa V1I 2, en donde po-
demos leer: «Y por eso el propio Platoén reprochaba a los circulos de Eu-
doxo y Arquitas y Menecmo que intentaran reducir la duplicacién de un
solido a construcciones instrumentales y mecanicas, como si pretendieran
tomar, segun parece, dos medias proporcionales mediante un recurso no
racional. Pues decia que esto era echar a perder y corromper la bondad de
la geometria, haciendo su camino hacia abajo, hacia lo sensible, en vez de
llevar hacia arriba y comprender las imagenes eternas e incorpéreas junto
a las cuales esta la divinidad y es siempre divinidad».

108 a primera de las soluciones ofrecidas, la de Platén, podria ocupar
el primer lugar atendiendo a un criterio a la vez cronolégico y de auto-
ridad.
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se sirven de las secciones conicas para su resolucion, y a es-
te tipo pertenecen las soluciones de Menecmo, que se des-
arrollan mediante intersecciones de conicas y que, para los
matematicos actuales, son las tinicas que cumplen los requi-
sitos de rigor y precision exigibles. A éstas siguen las solu-
ciones que tratan el problema como lineal, es decir, del tipo
de los que requieren curvas mas complejas que las conicas
para su resolucién: la de Arquitas, a la vez complicada y
original, que lleva a cabo la interseccién de un semicilindro,
un cono y un toro para hallar la recta requerida, la de Era-
tdstenes, que trata el problema desde los puntos de vista de
la resolucién practica que exige la ingenieria y de la teoria
matematica, v la de Nicomedes, que pretende resolver el
problema mediante la concoide, curva inventada por él y
que es una de las pocas curvas trascendentes de la matema-
tica griega.

La ecuacion de tercer grado

En la demostracion correspondiente a Esf. cil. 11 4, cor-
tar una esfera de manera que los segmentos resultantes guar-
den entre si una proporcion dada, es preciso, llegado deter-
minado momento, resolver el siguiente problema: dado un
segmento AB, otro segmento C y un drea D, cortar AB por
un punto X de tal modoque XB: C=D: AX’; ahora bien,
para llevar a cabo esa construccion es menester servirse de
una ecuacion cubica'®; Arquimedes promete resolver ese
punto al final, pero al final no figura lo prometido; Eutocio
se intereso, en tanto que matematico, por la resolucion del
lema y, en tanto que aficionado a los libros, por el propio
texto arquimedeo del lema, y anduvo investigando hasta que

19 Bl estudio mas detallado que conozco aparece en HeatH (HGM,
123-141).
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hall6 en un libro antiguo «unos teoremas escritos con no po-
ca falta de claridad por causa de las incorrecciones y con
muy variados errores en las figuras, pero que contenian el
fundamento de lo que se investigaba y que, por otro lado,
conservaban en parte el dialecto dorio habitual en Arquime-
des, y estaban escritos con la terminologia usual de la anti-
giiedad, llamando a la pardbola ‘seccién de un cono rectan-
gulo’ y a la hipérbola ‘seccién de un cono obtusingulo’;
por ello crey6 que podria ser el lema prometido por Arqui-
medes. Le pareci6 dificil seguir el texto en el estado en que
lo encontrd, y por eso decidié escribirlo «en un lenguaje
mas corriente y mas claro en la medida de lo posible». A ti-
tulo exegético, ofrece también las soluciones que dieron al
problema otros dos matematicos, Dionisodoro y Diocles.

Dionisodoro, al no encontrar modo de resolver el lema
cuya demostracion faltaba en los manuscritos de Arquime-
des, opto por enfrentarse no al lema, sino al conjunto del
problema de cortar una esfera dada de manera que los seg-
mentos resultantes guarden entre si la razdn dada, tratandolo
como problema sélido y recurriendo a la interseccion de una

parébola y una hipérbola.

Diocles se aplica al lema perdldo y lo resuelve, también
¢l, como problema so6lido, mediante la interseccién de una
elipse y una hipérbola.

Principales ediciones y traducciones

El texto, que no figura en el palimpsesto, esta recogido
en los codices DEGH, derivados de A, y en la version latina
de Moerbeke; disponemos, ademads, de un excelente manus-
crito del siglo x (Vat. Graec. 204, siglado W). Es innegable
en el texto de Eutocio la presencia de interpolaciones —pro-
bablemente introducidas en el siglo 1%, en la época de Ledn
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el Matematico—, pero en general se nos ha conservado en
buen estado. :

Habitualmente se ha editado y traducido junto con las
obras de Arquimedes, aunque no todas las versiones de Ar-
quimedes incluyan los Comentarios. La edicion mas impor-
tante es, igual que para Arquimedes, la de Heiberg. Conta-
mos con traducciones al francés (Ver Eecke, Mugler) y al
inglés (Netz). La seleccion de pasajes que ahora presenta-
mos sera, aunque parcial, la primera traduccién de Eutocio
al castellano. Hay que resefiar, en cualquier caso, que tanto
Eutocio como sus obras han recibido relativamente poca
atencién. Ya vemos que las traducciones son escasas; no
hay ningun estudio de conjunto sobre sus Comentarios —lo
mas parecido es el articulo de Clagett en el Dictionary of
Scientific Biography—... Por no tener, no tenemos ni un in-
dice completo de los nombres propios que figuran en su
obra —los volimenes de Heiberg que contienen la obra de
Apolonio y el correspondiente Comentario de Eutocio no
incluyen indices— y rara vez aparece su epigrafe en las bi-
bliografias anuales de L’Année Philologique. Es de esperar
que los trabajos de Netz y este primer intento en espafiol de
aproximacion a su obra susciten el interés de otros estudio-
sos y veamos completarse nuestro conocimiento sobre este
personaje, tenido habitualmente por segunddn, pero cuya
importancia en la recepcion de las obras de Arquimedes y
Apolonio es innegable.

NOTA TEXTUAL

Para la presente traducciéon hemos seguido tanto el texto
como las ilustraciones de Heiberg sin otras alteraciones que
alguna correccion de errata material que hemos hecho cons-
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tar en nota al pasaje correspondiente. Siguiendo a Heiberg
también en esto, hemos incluido entre corchetes cuadrados
en el cuerpo del texto las referencias a demostraciones que
justifican los asertos de Arquimedes, considerando que para
el matematico esas referencias pueden ser de gran utilidad y
para el filologo son una muestra del cuidado minucioso em-
pleado por el editor.
Por otro lado, una forma de corrupcion de los textos que
se da con relativa frecuencia es la inclusiéon de escolios o
glosas en el cuerpo del mismo. Tal fenomeno es especial-
mente frecuente y abundante en los textos matematicos: el
lector atento de un manuscrito incluye a veces en los mar-
genes, para si o para sus discipulos, breves indicaciones que
aclaran un pasaje de dificil comprension, o remite a otra
" demostracion u otra obra en la que se prueba determinado
aserto utilizado en una demostracion concreta, o repite una
referencia a los elementos del diagrama empleado; sus glo-
sas marginales se unen a las del estudioso que ha empleado
més de un manuscrito y ha corregido el uno sirviéndose del
otro. Sin entrar en labor de critica, copia todo lo que en-
cuentra, y asi se llega a un texto aiterado en el que distinguir
el original de las glosas es atin mds dificil que en el preexis-
tente. Los modos de edicion tradicionales suelen marcar la
seclusion de lo que se sospecha que puedan ser glosas de
ese tipo poniendo esa parte del texto entre corchetes cuadra-
dos, y asi actia también Heiberg, manteniendo entre corche-
tes cuadrados en el cuerpo del texto los pasajes que considera
espurios. Esta labor critica, aunque discutible puntualmente,
representa un intento de aproximacion al texto original que
resulta especialmente fiable dada la experiencia de su autor,
editor no sélo de Arquimedes, sino también de Euclides y
Apolonio, v la calidad de su trabajo en materia de paleogra-
fia y critica de los textos.
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El resultado de ese trabajo de depuracion del texto ha
producido diversos resultados en las traducciones a las len-
guas modernas: Heiberg omite esos pasajes en su traduccion
latina; Mugler, que suele coincidir con Heiberg en los pasa-
jes secluidos, los incluye en la traduccion sin marcarlos;
Netz opta también por incluirlos en su traduccion, pero con-
servando los corchetes y discutiendo en el comentario los
pasajes en cuya valoracion difiere, Echando también noso-~
tros nuestro cuarto a espadas, y con la intencién de ofrecer
las demostraciones de Arquimedes en la forma mds pura
que hasta ahora se ha podido reconstruir —a falta de mejor
edicion griega—, hemos preferido omitir esos pasajes en el
cuerpo del texto, pero los ofrecemos en cursiva en notas a
pie de pagina en la idea de que el lector podra asi aproxi-
marse mejor al estado original del texto en los manuscritos.
A la vez, hemos renunciado a todo debate de caricter tex-
tual, que queda fuera de las pretensiones de esta coleccion y
que encuentra su lugar mas bien en las versiones comenta-
das, los articulos eruditos o la confeccion de una nueva edi-
cion.,

En cuanto a la cuestion de la literalidad de la presente
traduccion, hemos hecho ya exposicién de nuestra postura
en los apartados relativos a la terminologia y a la teoria de
proporciones. Se trata de una cuestion repetidamente discu-
tida en relacion con los textos matematicos griegos, como lo
prueba la presencia constante de apartados dedicados a tal
materia en las introducciones a las versiones en lenguas mo-
dernas: a nuestro entender, ¢l texto griego no esti lleno de
«sobreentendidos» que deban ser incluidos entre corche-
tes'?, como ofreciendo excusas por su presencia; lo que

19 Opinién que compartimos, por ejemplo, con Mugler; otros traduc-
tores, sin embargo, como Netz, se inclinan a favor de la postura contraria.
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ocurre mas bien es que la lengua griega disponia de unas
armas gramaticales que favorecian la expresion abreviada
de la terminologia matematica mediante la sustantivacion
del epiteto o del sintagma preposicional —igual que en el
lenguaje corriente disponia de desinencias para la expresion
de las personas gramaticales que excusaban la repeticion del
sujeto de la oracion—-. El espaifiol no dispone ni de tres gé-
neros gramaticales ni de tanta facilidad para la sustantiva-
cién, por lo que la terminologia matematica no es tan conci-
sa: asi son las cosas. Y nos parece que lo mas razonable, en
esa situacion, es procurar conservar las formas de expresion
habitual mediante otras lo mas proximas posible, a sabien-
das de que el razonamiento matematico griego se basa en lo
geométrico y no en lo algebraico, y que al lector le costard
“una docena de teoremas habituarse a esas formas de expre-
sion y razonamiento.
Por ultimo, aclaremos que las citas del texto de Arqui-
medes se refieren siempre a la edicion de Heiberg-Stamatis:
volumen (en romanos), pagina y linea (en arabigos).

El profesor Mariano Martinez, de la Facultad de Mate-
maticas de la Universidad Complutense, ha tenido la amabi-
lidad de leer el volumen; sus sugerencias han contribuido a
pulir este trabajo, y por ello deseo expresarle mi mds profun-
do agradecimiento.
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ARQUIMEDES

SOBRE LA ESFERA Y EL CILINDRO



INTRODUCCION

La obra que hoy conocemos bajo el titulo de Sobre la
esfera y el cilindro y que consideramos formada por dos li-
_ bros no fue concebida por Arquimedes como un-tratado tni-
co!, como ponen de relieve las cartas que preceden a cada
uno. El primero de ellos, el Libro I, responde a la intencion
de Arquimedes de dar a conocer a la comunidad alejandrina
sus estudios sobre ciertos «teoremas dignos de mencidén» de
los que se estuvo ocupando después de haberle enviado a
Dositeo los relativos a la cuadratura de la parabola, es de
contenido fundamentalmente tedrico y tiene por objeto es-
tudiar las propiedades métricas fundamentales de la esfera
y el casquete esférico, que el propio Arquimedes resume con
el estilo sencillo, directo y conciso caracteristico de sus car-
tas: primero, que la superficie de toda esfera es el cuadruple
del circulo maximo de los que hay en ella; luego, que la su-
perficie de todo casquete esférico es igual a la del circulo
cuyo radio es igual a la recta trazada desde el vértice del
casquete a la circunferencia del circulo que sirve de base al
casquete; ademas de éstos, que en toda esfera, el cilindro
que tiene su base igual al circulo maximo de los de la esfera

! Ast lo ha puesto de relieve Nerz, op. cit., pags. 18-19 y 25.
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y una altura igoal al diametro de la esfera, es él mismo una
vez y media la esfera y su superficie una vez y media la de
la esfera.

El Libro II, por su parte, fue redactado por Arquimedes
para responder a una peticién de Dositeo y recoge las «de-
mostraciones de unos problemas» que Arquimedes habia
enviado previamente a Condn sin resolver. En su respuesta,
Arquimedes adelanta a Dositeo que «la mayor parte de ellas
(scil., «de las demostraciones») se redactan por medio de los
teoremas cuyas demostraciones te mandé antes: que la su-
perficie de la esfera entera es el cuadruple del circulo
maximo de los de la esfera y que la superficie de todo cas-
quete esférico es igual a un circulo cuyo radio es igual a la
recta trazada desde el vértice del casquete hasta la circunfe-
rencia de la base y que en toda esfera el cilindro que tiene
por base el circulo maximo de los de la esfera y la altura
igual al didmetro de la esfera es él mismo, en magnitud, una
vez y media la esfera, y su superficie es una vez y media la
superficie de la esfera, y que todo sector solido es igual al
cono que tiene por base un circulo igual a la superficie del
casquete de esfera del sector y la altura igual al radio de la
esferan.

Probablemente esa coincidencia de fondo en los conte-
nidos fue la que hizo que desde la Antigiiedad —aunque no
podemos precisar mucho las fechas— hayan sido conside-
rados como dos partes de un todo y se hayan transmitido
conjuntamente: Eutocio los conocié ya en esas condiciones,
y sus Comentarios a estos escritos incluyen las expresiones
«Libro I» y «Libro II».

El Libro I, que comprende 44 proposiciones, ofrece una
estructura clara en la que podemos distinguir dos partes, la
primera de caracter introductorio y la segunda centrada en
los teoremas fundamentales objeto de estudio. La parte in-
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troductoria esta formada por la carta ya mencionada, seis
definiciones y cinco postulados de caracter axiomatico —que
siguen despertando la admiracién de los matematicos por su
sencillez y su genialidad— més las proposiciones 1-22. La
proposicion 1 completa los asertos de la parte axiomética;
las proposiciones 2-6 se ocupan de problemas de construc-
cion de lineas o figuras desiguales que guarden entre si una
proporcién menor que la que guardan entre si otras figuras
desiguales dadas; las proposiciones 7-12 comparan las areas
parciales —laterales 0 no— de conos y cilindros con las de
pirAmides o paralelepipedos semiinscritos o semicircunscri-
tos a ellos?; las proposiciones 13-20 se ocupan de la medida
de conos, cilindros y rombos sélidos®: 4reas laterales del
cono, el cilindro y el tronco de cilindro en relacién con los
" circulos que les sirven de base, volumen del rombo solido y
de ciertas figuras conicas derivadas del mismo; 21 y 22 es-
tudian la proporcionalidad de las cuerdas trazadas de deter-
minada manera en el poligono inscrito en el circulo y en el
segmento circular en relacién con el didmetro del circulo o
la altura del segmento. Todas estas proposiciones tienen en
mayor o menor medida caracter instrumental a efectos de lo

2 Somos conscientes de estar empleando un neologismo para describir
las figuras con las que Arquimedes trabaja. Por ejemplo: una pirdmide
«semicircunscritan se obtendria seccionando verticalmente el cono me-
diante un plano que pase por su vértice y usando el tridngulo resultante
como uno de los lados de la pirdmide, la cual se completa con los tridngu-
los construidos sobre tangentes —que han de cortarse entre si— al circulo
que sirve de base al cono; la semiinscrita se completaria, tras la seccion
del cono, construyendo tridngulos sobre cuerdas del circulo que sirve de
base al cono, cuerdas que han de cortarse entre si en un punto de la circun-
ferencia de dicho circulo.

3 El rombo sélido es la figura formada por dos conos que tienen coimo
base el mismo circulo, cuyos ejes estan en la misma recta y cuyos vértices
estan cada uno a un lado del circulo que les sirve de base.
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tratado en la segunda parte, que es la que contiene las cues-
tiones fundamentales del tratado: en 23-34 se demuestra que
la superficie de la esfera es igual al cuadruple del circulo
maximo de la misma y que el volumen de la esfera es el
cuadruple del cono que tiene por base su circulo maximo y
por altura el radio de la esfera; para ello se recurre a la com-
paracion entre la esfera y los solidos inscritos o circunscri-
tos a ella generados por revolucion de un poligono regular y
de nimero par de lados o por revolucion de un poligono re-
gular cuyo numero de lados sea multiplo de cuatro; las pro-
posiciones 35-44 estudian por el mismo método lo relativo a
los casquetes esféricos y al sector esférico.

Si los resultados obtenidos en este Libro I fueron el ma-
yor motivo de orgullo para Arquimedes —recuérdese que
pidié que fueran inscritos en su tumba—, lo que mas admi-
racion despierta entre los matematicos es el elevado grado
de generalizacién que alcanza en los axiomas.

En el Libro II encontramos seis problemas —las propo-
siciones 1, 3, 4, 5, 6 y 7— y tres teoremas —las proposicio-
nes 2, 8 y 9—, En los teoremas estudia el volumen del cas-
quete esférico (prop. 2) y la aproximacion a la razén en
volumen de los casquetes cortados en una esfera mediante
un plano que no pase por el centro (prop. 8) y demuestra
que, a igualdad de superficie, el hemisferio es el mayor de
los segmentos posibles en la esfera (prop. 9). En cuanto a los
problemas, la prop. 1 tiene por objeto construir una esfera
igual a un cono o un cilindro dado, y las restantes se ocupan
de la obtencion de casquetes esféricos que cumplan deter-
minadas condiciones de igualdad o proporcionalidad en su-
perficie, en volumen o en ambas cosas.

Los resultados obtenidos en este Libro II son de trascen-
dencia matematica mucho menor que los del Libro I, pero el
desarrollo de las proposiciones es sumamente complejo. El
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Comentario de Eutocio, que respecto al Libro I se compone
en su mayor parte «de una coleccién de glosas minimas que
explican de modo selectivo detalles de la argumentacion
matematica», es en el caso del Libro II «es un trabajo muy
meticuloso» que «se encuentra entre las obras mas intere-
santes producidas por los comentaristas matematicos de la
antigiiedad tardia» *.

* Los entrecomillados proceden de Netz, op. cit., pag. 19.



LIBRO 1

Arquimedes a Dositeo, jsalud!

De las proposiciones que habia estudiado redacté y te
envié antes con su demostracién la’de que todo segmento
comprendido por una recta y una parébola es cuatro tercios
del tridngulo que tiene la misma base y la misma altura que
el segmento !,

Como después se me ocurrieron teoremas dignos de men-
¢ién, me he estado ocupando en sus demostraciones. Y son
éstos: primero, que la superficie de toda esfera es el cuadru-
ple del circulo méaximo de los que hay en ella?; luego, que la
superficie de todo casquete esférico es igual a la del circulo
cuyo radio es igual a la recta trazada desde el vértice del
casquete a la circunferencia del circulo que sirve de base
al casquete®; ademas de éstos, que en toda esfera, el cilindro

1 Mét. 1y Cuadr. Parab. 17: «Todo segmento comprendido por una recta
y una parabola es cuatro tercios del tridngulo que tiene por base la misma
que el segmento ¢ igual altura».

2 Esf. cil. 1 30: «La superficie de una figura circunscrita en torno a la
esfera es mayor que el cuddruple del circulo maximo de los de la esferay.

3 Mét. 7y Esf. cil. 1 40: «La superficie de la figura circunscrita en torno a
un casquete es mayor que la del circulo cuyo radio es igual a la recta tra-

1

—

—

2

0

5



20

N

w

10

108 SOBRE LA ESFERA Y EL CILINDRO

que tiene su base igual al circulo maximo de los de la esfera
y una altura igual al diametro de la esfera, es él mismo una
vez y media la esfera y su superficie una vez y media la de
la esfera®,

Estas propiedades de las figuras mencionadas existian
desde antes en la naturaleza, pero eran desconocidas por
quienes se dedicaron a la geometria antes que nosotros, por-
que a ninguno se le ocurrié que hubiera una conmensurabi-
lidad entre estas figuras. Por ello yo no dudaria en comparar
estas proposiciones con las estudiadas por otros gedmetras y
entre ellas, con las de Eudoxo relativas a los cuerpos soli-
dos, que parecen tan sobresalientes: la de que toda pirdmide
es un tercio del prisma que tiene la misma base que la pira-
mide e igual altura, y que todo cono es la tercera parte del
cilindro que tiene la misma base que el cono e igual altura’.
Aunque por naturaleza estas figuras tenfan desde antes estas
propiedades y aunque habian existido antes de Eudoxo mu-
chos geometras dignos de mencidn, ocurrié que fueron ig-
noradas por todos y que ninguno cayé en la cuenta. Quienes
estén capacitados podran examinarlas. Hubiera yo debido
publicarlas en vida de Condn, pues le consideraba espe-
cialmente capaz de meditar sobre ellas y emitir un juicio

zada desde el vértice del casquete hasta la circunferencia del circulo que
sirve de base al casquete».

4 Mét. 2 y Esf- cil. I 34, corol.: «Todo cilindro que tiene por base un
circulo maximo de los de la esfera y la altura igual al didmetro de la esfera
es una vez y media la esfera y su superficie, incluidas las bases, es una vez
y media la superficie de la esfera».

5 No se nos conservan los textos correspondientes de Eudoxo, pero los
enunciados y sus demostraciones fueron recogidos por EucLIDES, respec-
tivamente en Elementos XII 7, corolario: «Toda pirdmide es la tercera
parte del prisma que tiene la misma base que ella e igual altura» y Ele-
mentos XII 10: «Todo cono es la tercera parte del cilindro que tiene la
misma base que él e igual altura».
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adecuado; considerando que es conveniente comunicarlas a
los familiarizados con las matematicas, he redactado para
enviartelas las demostraciones sobre las que podran investi-
gar quienes se dedican a las mateméticas.

Que sigas bien.

Van primero las definiciones y postulados para las de-
mostraciones.

DEFINICIONES

1. En el plano hay algunas lineas curvas finitas que o bien
estan enteras por el mismo lado de las rectas que
unen sus extremos o bien no tienen ningn punto por
el otro lado.

2. Llamo céncava por el mismo lado a una linea tal que si
en ella tomamos dos puntos cualesquiera, las rectas
entre esos puntos o bien caen enteras hacia el mismo
lado de la linea o bien una parte hacia el mismo lado
y otra sobre la propia linea, pero ninguna hacia el
otro lado.

3. Igualmente existen también superficies finitas que no
estan situadas ellas mismas en un plano, pero tienen
sus extremos en un plano, las cuales estardn o bien
enteras hacia el mismo lado del plano en el que tie-
nen sus extremos o bien no tendran ninguna parte
hacia el otro lado.

4, Y llamo concavas hacia el mismo lado a superficies ta-
les que, si se toman dos puntos en ellas, las rectas en-
tre esos puntos caen o bien enteras hacia el mismo
lado de la superficie o bien una parte hacia el mismo
lado y otra sobre la propia superficie, pero ninguna
hacia el otro lado.
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20 5. Cuando un cono que tiene su vértice en el centro de una
esfera corta a la esfera, llamo sector solido a la figura
comprendida por la superficie del cono y la superfi-
cie de la esfera en el interior del cono.

25 6. Cuando dos conos que tienen la misma base tengan los
vértices cada uno a un lado del plano de la base de
manera que sus ejes estén situados en linea recta,
llamo rombo sélido a la figura sdlida compuesta por
ambos conos.

8 POSTULADOS

Postulo lo siguiente:

1. De las lineas que tienen los mismos extremos la recta es
la mas corta®.

¢ Aunque matematicos de la talla de Procro (pdg. 110 FRIEDLEIN),
seguidos de autores como HEATH (The Works of Archimedes, 3) y una lar-
ga tradicién matematica (presente en los libros de texto hasta hace bien
poco) han considerado la presente una «definicion», no debemos dejar de
hacer notar que el texto griego parece indicar que Arquimedes lo presenta
como un postulado, ya que el verbo que introduce la frase es lambdnd
(«asumoy). La presencia del subtitulo «postulados» es argumento de me-
nos peso, puesto que tal subtitulo, asi como la numeracién de los «postu-
lados» no figura en los manuscritos, sino que es obra de Torelli. Los grie-
gos conocieron varias definiciones de la recta. La definicioén euclidiana,
de cardcter geométrico, «Linea recta es la que yace por igual respecto a los
puntos que hay en ellay (Elementos 1 def. 4) —precedida en I, def. 2
de la definicion de linea como «longitud sin anchura»—; la platonica
«Recto es aquello cuyo medio estd enfrente de ambos extremosy», de ca-
racter Optico (Parménides 137e); y la de Arquimedes que figura en este
texto, de caracter fisico y la Gnica que puede ser sometida a prueba. Cf. el
amplisimo comentario de HeaTH a las definiciones euclidianas menciona-
das en The Thirteen Books of the Elements, 3 vols., Nueva York, 1956™,
vol. 1, pags. 158-165 y 165-169, y Cri. MUGLER, «Sur I’histoire de quel-
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2. De las otras lineas, si estando en un plano tienen los
mismos extremos, tales lineas son desiguales, siem-
pre que ambas sean concavas hacia el mismo lado y o
bien una de ellas esté completamente comprendida
por la otra y la recta que tiene los mismos extremos
que ella, o bien una parte esté comprendida y otra
parte sea comun; y la linea comprendida es menor.

3. De modo semejante, de las superficies que tienen los
mismos extremos, si tienen los extremos en un plano,
la menor es el plano.

4. De las otras superficies que también tienen los mismos
extremos, si los extremos estan en un plano, tales su-
perficies son desiguales, puesto que si ambas superfi-

ques définitions de la géométrie grecque et les rapports entre la géométrie
et Voptique», L Antiquité Classique 26 (1957), 331-345. En espafiol puede
verse BucLipes, Elementos 1, def. 4 (traduccion y nota de M. L. PuerTas
en B, C. G., 155). La prueba nos la ofrece Eutocto, Coment., 6 recurrien-
do a Eucries I 20: «En todo trigngulo, dos lados tomados juntos de cual-
quier manera son mayores que el restante» y estd expresada como sigue:
«Sea en un plano un segmento de recta AB, y otra linea AI'B que tenga los
mismos extremos A, B. Pide que se le acepte que AB es menor que AT'B.
Afirmo que lo que postulaba era cierto. Témese en la recta AB un punto
al azar I y tricense Al I'B. Es evidente que la suma de AT, I'B es mayor
que AB [Elem. I 20]. Témense de nuevo en la linea AI'B dos puntos al azar
A, E, y tricense AA, AT, T'E, EB. De modo semejante, también aqui es
evidente que la suma de las dos lineas AA, A’ es mayor que AT, y que la
suma de las dos lineas I'E, EB es mayor que I'B. De manera que la suma de
las lineas AA, AT, TE, EB es mucho mayor que AB. De manera semejante, si
tomamos otros puntos entre los ya tomados y trazamos rectas que unan los
recién tomados, hallaremos que éstas siguen siendo mayores que AB, y
haciendo esto repetidamente hallaremos que las rectas que mas se apro-
ximan a la linea ABI" son atin mayores. A partir de esto es evidente que es-
ta recta es mayor que AB, ya que es posible, trazando rectas {desde los ex-
tremos) hasta cualquiera de sus puntos, tomar una linea compuesta de
rectas tal que se demuestre, mediante los mismos razonamientos, que ella
misma es mayor que AB».

w
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cies fueran concavas hacia el mismo lado, o bien una
superficie estard comprendida entera por la otra y por
el plano que tiene los mismos extremos que ella, o
bien una parte estara comprendida y otra la tendra en
comun; y la superficie comprendida serd menor.

5. Y ademas, en las lineas desiguales y las superficies des-
iguales v los solidos desiguales el mayor excede al
menor en una magnitud tal que, afiadida a si misma,
es capaz de exceder cualquier magnitud propuesta de
las que decimos que guardan razén’.

Supuesto esto, si se inscribe un poligono en un circulo,
es evidente que el perimetro del poligono inscrito es menor
que la circunferencia del circulo, pues cada uno de los lados
del poligono es menor que el arco de circunferencia del cir-
culo cortado por €l.

7 Bl sentido de las ultimas palabras de este postulado (tén pros dlléla
legoméndn) se ha tenido, en general, por poco claro, como prueban las
distintas traducciones que se han dado. Cf. DusTERHUIS, op. cif, pags.
146-149, en donde aparecen recogidas y comentadas las diversas versio-
nes. Sin embargo, la expresién coincide exactamente con la empleada por
Eucriogs en Elementos V, def. 4 («Se dice que guardan relacién entre
si —pros dllela échein— las magnitudes que al multiplicarse pueden ex-
ceder la una a la otra»), por lo que entiendo que la interpretacion, se tra-
duzcan los pasajes como se traduzcan, debe ser la misma para ambos. De
hecho, independientemente de la cuestion de la literalidad, este postulado
se ha interpretado siempre como una extension de ese principio, atribuido,
como el resto del contenido del libro V de los Elementos, a Eudoxo. Para
Dijksterhuis, sin embargo, se trata también del rechazo de ciertos métodos
utiles como herramientas heuristicas, pero matematicamente poco riguro-
sos, ¥y piensa que hay que interpretar este quinto postulado en el sentido
que sigue: «si dos magnitudes satisfacen el axioma de Eudoxo una respec-
to a la otra, también su diferencia satisface ese postulado respecto a cual-
quier magnitud de la misma especie homogénea con ambasy.
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PROPOSICION 1

Si se circunscribe un poligono a un circulo, el perimetro
del poligono circunscrito es mayor que el perimetro del cir-
culo.

Circunscribase al circulo el poligono supuesto.

Digo que el perimetro del poligono es mayor que el pe-
rimetro del circulo.

Puesto que la suma de BAA es
mayor que el arco de circunferen-
cia BA, ya que comprende el arco
de circunferencia que tiene los
mismos extremos [Post. 2] e, igual-
mente, la suma de AT, I'B es ma-
yor que el arco AR, y la suma de
AK, K@ mayor que el arco Ao, y la E
suma de ZHe® mayor que el arco
70y, también la suma de AE, EZ mayor que el arco AZ, en-
tonces el perimetro entero del poligono es mayor que el pe-
rimetro del circulo.

PROPOSICION 2

Dadas dos magnitudes desiguales es posible hallar dos
rectas desiguales de modo que la recta mayor guarde con
la menor una razén menor que la magnitud mayor con la
menor.

Sean AB, A dos magnitudes desiguales y sea mayor AB.

10

25
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12 Digo que es posible hallar dos rectas desiguales que
cumplan la indicacién dada.

E

10

Z
15

<)

Pongase, seglin la segunda proposicion del
Libro I de Euclides [Elem. I 2], la magnitud BC
igual a A y pbngase una linea recta, zH; la
magnitud I'A sumada a sf misma excedera de A
[Post. 5]. Multipliquese entonces y sea A®, y
cuantas veces es multiplo Ae de AT, otras tan-
tas veces sea multiplo ZH de HE.

Por tanto, ©A es a AI' como ZH a HE [Elem.
V 15]; y por inversion [Elem. V 7, cor.], EH es
a HZ como AI' es a A®. Y puesto que A® es ma-
yor gue A —es decir, que I'B—, entonces TA
guarda con A® una razén menor que la de r'a
conI'B [Elem. V 8]. PeroTA es a A® como EH a
HZ; luego EH guarda con HZ una razén menor
que la de I'A con I'B; y por composicion [Elem.

V, def. 14], Ez guarda con zH una razén menor que AB con
Br'®. Y BI es igual a A; luego EZ guarda con ZH una razon
menor que AB con A.
Luego han sido halladas dos rectas desiguales que cum-
20 plen la indicacién dada’.

8 [Por el lemal, afiaden los manuscritos; mas si alguna vez existié tal
lema, no se nos ha transmitido; PAro (HurtscH, 11, 684) y Eurocio (16,
11-18, 22) demuestran el aserto.

% [Es decir, que la mayor guarda con la menor una razén menor que
la magnitud mayor con la menor].
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PRrROPOSICION 3

Dadas dos magnitudes desiguales y un circulo, es posi- 25
ble inscribir en el circulo un poligono y circunscribir otro
de modo que el lado del poligono circunscrito guarde con
el lado del poligono inscrito una razén menor que la mag-
nitud mayor con la menor.

Sean A, B las dos magnitudes dadas, y el circulo dado, el 14
supuesto.

Digo que es posible
~cumplir la indicacion. o

Hallense dos rectas, ©, N
KA, de las cuales sea ®@ la = 5
mayor, de manera que © v
guarde con KA una razon
menor que la magnitud
mayor con la menor [Prop.
2], y desde A tracese AM z K
perpendicular a AK [Elem.
I 11] y desde K tracese KM
igual a ©'°, y tracense dos |A
didmetros del circulo mu-
tuamente perpendiculares,
TE, AZ. 10

Al cortar por la mitad
el angulo comprendido por
AHT, y la mitad de éste por la mitad, y obrando asi sucesiva-
mente, dejaremos un angulo menor que el doble del com-

A M

10 [Pues esto es posible).
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prendido por AKM. Dejémoslo, y sea el comprendido por
NHI, y tracese la recta NI'. Entonces, NI es el lado de un po-
ligono equilatero ',

Y cértese por la mitad el dngulo comprendido por THN
mediante la recta Hz, y desde el punto = tracese O=II tangen-
te al circulo, y prolonguense las rectas HNII, HI'O. De modo
que también 110 es ¢l lado del poligono circunscrito al circu-
lo, también equilatero. Puesto que el angulo comprendido
por NHI" es menor que el doble del 4ngulo comprendido por
AKM, y es el doble del comprendido por THI, entonces el
comprendido por THI' es menor que el comprendido por
AKM. Y los angulos de vértice en A, T son rectos. Entonces
MK guarda con AK una razén mayor que I'H con HT. Y I'H es
igual a HE; de manera que H= guarda con HT —es decir, 110
con NI'— una razén menor que MK con KA. Y ademas, MK
guarda con KA una razén menor que A con B2 Y 1O es el
lado del poligono circunscrito, y I'N el del inscrito.

Que es lo que se habia propuesto hallar.

PROPOSICION 4

Habiendo de nuevo dos magnitudes desiguales y un sec-
tor, es posible circunscribir un poligono al sector e inscri-
bir otro, de manera que el lado del circunscrito guarde con

" [Puesto que el dngulo comprendido por NHI medird al comprendi-
do por AHI, que es recto, y enfonces el arco NI medird a I'4, que es un
cuarto de circulo; de manera que también medird al circulo. Luego es el
lado de un poligono equildtero, pues esto es evidente]. En Eut. 18, 29-30,
esta expresion figura como «de un poligono equildtero de ntimero par
de lados».

12 Por hipétesis, © : KA < A : B, y por construccién MK = @.
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el lado del inscrito una razén menor que la magnitud mayor
con la menor.

Sean de nuevo dos magnitudes desiguales E, z, de las
cuales sea E la mayor, y un circulo ABI" que tenga por centro
A; 'y constriyase en el punto A el sector AAB.

Hay que circunscribir un poligono e inscribir otro en el
sector ABA, que tenga sus lados iguales excepto Ba, AA, de
modo que se cumpla la in-
dicacion.

Hallense dos rectas des-
iguales H, K, y sea mayor ©
H, de manera que H guarde
con ©K una razéon menor p
que la que guarda la magni-
tud mayor con la menor T x M
[Prop. 2]"%; y trazada desde
el punto © una perpendicu- A
lar a Ko del mismo modo
{Prop. 3], prolonguese KA 4 ©
hasta que sea igual a H',

Una vez cortado por la mitad el d4ngulo comprendido por 2
AAB, v cortada su mitad por la mitad y hecho esto sucesiva-
mente, quedard un angulo que sea menor que el doble del
comprendido por AKe®. Quede, pues, el angulo AAM; enton-
ces AM resulta ser el lado del poligono inscrito en el circulo. 1

Y si cortamos por la mitad el angulo comprendido por
AAM mediante la recta AN y trazamos desde N la recta ENO
tangente al circulo, ésta serd el lado del poligono circunscri-
to al mismo circulo y semejante al poligono indicado. Y de s

.

2

3 [Pues esto es posible].
14 IEs posible, puesto que Hes mayor que ©K).

5

0

5
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modo semejante a lo dicho antes [Prop. 3], =0 guarda con
AM una raz6én menor que la magnitud E con la magnitud z.

PROPOSICION 5

Dado un circulo y dos magnitudes desiguales, circuns-
cribir al circulo un poligono e inscribir otro de manera que
el circunscrito guarde con el inscrito una razén menor que
la magnitud mayor con la menor.

Pongase el circulo A y dos magnitudes desiguales E, Z, y
sea E la mayor.
Es preciso inscribir un poligono en el circulo y circuns-
cribir otro, de modo que se cumpla lo indicado.
Tomo dos rectas desiguales,
T, A, de las cuales sea ' la mayor,
de manera que I" guarde con A una
4 razén menor que E con Z [Prop.
2]. Y si se toma H como media
proporcional de I', A [Elem. VI
A 13], entonces I" serd mayor que H.
H Circunscribase al circulo un poli-
gono ¢ inscribase otro de manera
que el lado del poligono circunscrito guarde con el del ins-
ctito una razén menor que I' con H'® [Prop. 3].
Por eso precisamente la razén de los cuadrados es me-
nor que la razén de los cuadrados . Y la razon del poligono

5 [Como acabamos de aprender).

16 Bg decir: «la razén del cuadrado del lado del poligono circunscrito
con el cuadrado del lado del poligono inscrito es menor que la razon del
cuadrado de lado I con el cuadrado de lado H», dado que, por construc-
cién, r 1 A<E:Z,
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al poligono es la razén del cuadrado del lado al cuadrado
del lado [Elem. VI 20]": 1a de T con A, cuadrado de la de
con H.

Luego el poligono circunscrito guarda con el inscrito
una razén menor que la de I" con A; luego con mas razdn el
circunscrito guarda con el inscrito una razdén menor que la
de E con Z.

PrOPOSICION 6 '8

De la misma manera demostraremos que dadas dos
magnitudes desiguales y un sector, es posible circunscribir
“al sector un poligono e inscribir otro semejante a él, de
manera que el circunscrito guarde con el inscrito una razén
menor que la magnitud mayor con la menor .

% % 3k

Y también esto es evidente: si se da un circulo o un sec-
tor y un drea, y se inscribe en el circulo o el sector un poli-
gono equildatero y se repite la operacion en los segmentos
que quedan, es posible dejar unos segmentos del circulo o
sector que sean menores que el drea propuesta. Esto se nos
ha transmitido en los Elementos®.

17 [Pues son semejantes).

18 a presente es una proposicién anémala en cuanto a la forma en la
que se retnen varios enunciados de facil demostracién segiin el método
empleado en las proposiciones 2 a 5 y otro mas que si requiere de explica-
cién,

19 Cf. Prop. 4.

20 Ya literalidad de la frase parece dar a entender que la demostracion
de este enunciado figurase ya en los Elementos. Lo que alli encontramos
es que en Elem. X 1 se demuestra que «Dadas dos magnitudes desiguales,

20

5
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Se ha de demostrar también que, dado un circulo o un
sector y un drea, es posible circunscribir un poligono al
circulo o al sector de modo que los segmentos que quedan

20 después de circunscribir sean menores que el drea dada. Y
tras demostrarlo en el caso del circulo cabrd traspasar el
mismo razonamiento también al caso del sector.

Sean dados un circulo A y un area B.

Es posible circunscribir un po-
ligono al circulo, de manera que
25 los segmentos que queden entre el
circulo y el poligono sean meno-

A res que el area B.

/ \ Pues habiendo dos magnitudes
desiguales —mayor la suma del
area y el circulo, menor el circu-

22 lo— circunscribase al circulo un
\ ( poligono e inscribase otro de ma-

~ nera que el circunscrito guarde

con el inscrito una razén menor que la indicada magnitud
mayor con la menor [Prop. 5]. Este poligono circunscrito es

w

si de la mayor se quita una parte mayor que su mitad y del resto se quita
una parte mayor que su mitad y se procede asi rvepetidamente, quedard
una magnitud que serd menor que la magnitud menor propuesta». Esa
proposicion se utiliza en Elem. XII 2, en donde se recurre a ese método al
efecto de demostrar que «Los circulos son entre si como los cuadrados
construidos sobre sus didmetros». Alli podemos leer que «si se dividen
por la mitad los arcos que van quedando y trazamos rectas qite unan sis
extremos y actuamos asi repetidamente, dejaremos unos segmentos de cir-
culo menores que el exceso en que excede el circulo EZH® al drea Z».
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tal que las dreas que quedan en torno?' son menores que el
area propuesta B.

Si el poligono circunscrito guarda con el inscrito una ra-
z6n menor que la suma del circulo y el area B con el propio
circulo, y el circulo es mayor que el poligono inscrito, en-
tonces con mas razon el poligono circunscrito guarda con el
circulo una razén menor que la suma del circulo y el area B
con el propio circulo [Elem. V 10]; y, pot descomposicion
[Elem. V, def. 15], los restos del poligono circunscrito guar-
dan con el circulo una razén menor que el area B con el
circulo.

Luego los restos del poligono circunscrito son menores
que el area B [Elem. V 10].

O asi?: puesto que el poligono circunscrito guarda con
el circulo una razén menor que la suma del circulo y el area
B con el circulo, por eso precisamente el poligono circuns-
crito serd menor que la suma. De modo que también (la su-
ma de) todos los restos serd menor que el drea B.

Y de modo semejante en el caso del sector.

2l Se refiere a las 4reas que quedan entre el poligono y el circulo en
torno al cual estd circunscrito.

22 La doble demostracion para este enunciado es otra de las anomalias
de esta proposicién; Eutocio conocid la segunda de ellas, pues es la que ci-
ta en su Comentario.

Heiberg (vol. I, pag. 23) considera improbable que las dos soluciones
procedan de Arquimedes, y sugiere una solucion Unica, cuya traduccion
serfa «El poligono circunscrito guarda con el inscrito una razén menor
que la de la suma del circulo y el drea B con el circulo. Por ello precisa-
mente el poligono circunscrito es menor que la suma de ambos; de mane-
ra que también los restos son menores que el drea By.

—

0
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24 PROPOSICION 7

Si en un cono isosceles se inscribe una piramide de base

equildtera, la superficie de ésta, excluida la base, es igual a

s un triangulo que tenga su base igual al perimetro de la ba-

se y por altura la perpendicular trazada desde el vértice
hasta un lado de la base.

Sea un cono isdsceles cuya base sea el circulo ABI™ € ins-
cribase en €1 una piramide que tenga la base equildtera ABT.
10 Digo que la superficie de ésta sin la base es igual al
tridngulo dicho.

A Puesto que el cono es isosce-
les y la base de la piramide es
equilatera, las alturas de los tridn-
gulos que contienen la piramide
son iguales entre si. Y esos trian-

B - gulos tienen por bases las rectas

\\_/ AB, BI', TA y por altura, la dicha.

15 De manera que los triangulos son

iguales a un tridangulo que tenga por base una recta igual a

(la suma de) AB, B[, I'A, y por altura, la recta dicha [Elem.
VI1]%.

B [Es decir, que es la superficie de la piramide sin el tridngulo ABr1.
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[DEMOSTRACION DE OTRA MANERA, DE MAYOR CERTEZA 2

Sea un cono isdsceles cuya base sea el circulo ABI' y su 20
vértice el punto A, e inscribase en el cono una piramide que
tenga por base el triangulo equilatero ABL, y tricense las
rectas AA, AL, AB.

Digo que (la suma de} E
los tridngulos AAB, AAL,
BAL es igual al triangulo 25
cuya base sea igual al pe-
rimetro del tridngulo ABI
y la perpendicular trazada
desde el vértice hasta la
base sea igual a la per-
pendicular trazada de a

hasta BI". ,

Tracense las perpen- 26
diculares AK, AA, AM; €s-
tas son, por tanto, iguales .

entre si. Y sea un triangu- A
lo EZH que tenga su base
EZ igual al perimetro del Z

triangulo ABI' y la altura He igual a AA.

Puesto que el paralelogramo comprendido por BI', AA es s
el doble del tridngulo ABI' [Elem. 1 41], también el com-
prendido por AB, AK es el doble del triangulo ABA, y el com-
prendido por Ar, aAM es el doble del tridngulo AAT; luego el

24 Esta segunda demostracion no puede ser original de Arquimedes: si,
en efecto, éste la hubiera considerado «de mayor certeza», no habria in-
cluido la anterior.
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paralelogramo comprendido por el perimetro del triangulo

10 ABI" —esto es, EZ— y por AA —esto es, Ho— es el doble de
los tridngulos AAB, BAT, AAT. Y el paralelogramo compren-
dido por EZ, He es el doble del triangulo EzH [Elem. I 41];
luego el tridngulo EZH es igual a (la suma de) los triangulos
AAB, BAT, AAT.]

PROPOSICION 8

15 Si se circunscribe una piramide a un cono isosceles, la
superficie de la piramide, excluida la base, es igual a la de
un triangulo que tenga por base una recta igual al perime-
tro de la base y por altura la generatriz del cono.

) Sea un cono cuya base sea el
20 — a circulo ABr y circunscribase una
pirdmide de manera que su base,
esto es, el poligono AEZ, esté cir-
cunscrito al circulo ABT.

Digo que la superficie de la pi-
ramide, excluida la base, es igual
al tridngulo dicho.

25 Puesto que?® las rectas trazadas

desde el centro del circulo hasta
A los puntos de tangencia son per-

pendiculares a las tangentes [Elem.
28 I 18], entonces también las rectas
trazadas desde el vértice del cono
hasta los puntos de tangencia con
K E r Z las rectas AE, ZE, ZA son perpendi-

25 [El eje del cono es perpendicular a la base, es decir, al circulo
ABL ).
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culares a ellas?®, Por tanto, las perpendiculares mencionadas
HA, HB, HI son iguales entre si, pues son generatrices del
cono.

Sea el triangulo ®KA que tiene el lado oK igual al pe-
rimetro del tridngulo AEZ y la perpendicular AM igual a HA.

Puesto que el paralelogramo comprendido por AE, AH es
el doble del triangulo EAH [Elem. 1 41], y el comprendido
por Az, HB es el doble del triangulo AzH, y el comprendi-
do por EZ, T'H es el doble del tridngulo FHZ, entonces el pa-
ralelogramo comprendido por @K y AH —esto es, MA— ¢s ¢l
doble de {la suma de) los tridngulos EAH, ZAH, EHZ. Y ade-
mas el paralelogramo comprendido por @K, aM es el doble
del triangulo AK® [Elem. 141].

Por eso la superficie de la piramide, excluida la base, es
igual a un triangulo que tenga la base igual al perimetro de
AEZ y por altura la generatriz del cono.

PRrOPOSICION 9

Si en un cono isésceles una recta corta al circulo que es
la base del cono y desde los extremos de la recta se trazan
lineas rectas hasta el vértice del cono, el tridngulo com-
prendido por la secante y las rectas trazadas hasta el vérti-
ce serd menor que la superficie del cono que queda entre
las lineas trazadas hasta su vértice.

% En But., 22, la frase presenta esta otra formulacion: «... las rectas
trazadas desde el vértice del cono hasta los puntos A, B, I" son perpendicu-
lares a ellas».

20

30
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Sea el circulo ABI la base del cono isdsceles, A su vérti-
ce, y tracese en su interior?’ una recta, AT, y desde el vértice
hasta A, I tracense las rectas AA, AT

Digo que el triangulo AAT" es menor que la superficie del
cono que queda entre AAI %,

Cortese por la mitad el arco ABI" por el punto B, y tra-
cense AB, I'B, AB; los tridngulos ABA, BTA seran mayores que
el triangulo AAT?. Sea @ el 4rea en que los tridngulos indi-
cados exceden al tridngulo AAT. Entonces, o bien © es me-
nor que los segmentos AB, BI 0 no.

Primero, no sea menor.

Puesto que hay dos superficies —1la superficie del cono
que queda entre las lineas AAB mas el segmento AEB y la del
triangulo AAB— que tienen el mismo limite —el perimetro
del tridngulo AAB—, serd mayor la que comprenda a la otra
que la comprendida por ella [Post. 4]. Luego la superficie

27 Es decir, «en el interior del circulo base del cono».

28 Qe refiere a la superficie conica lateral comprendida por las rectas
AA, AT y el arco AT. Heiberg afirma que seguramente Arquimedes incluia
esa precision en el enunciado, como se desprende de la redaccion que en-
contramos en el lugar correspondiente de la proposicion 10 [34, 20].

2 Eur. (24, 18 y ss.) ofrece la siguiente prueba: «Puesto que el dngulo
de vértice en A es un angulo solido, la suma de los angulos AAB, BAT es
mayor que el angulo AAT [Elem. X1 20], y si trazamos desde el vértice has-
ta la mitad de la base la recta AE que sea perpendicular a AT, el angulo AAB
serd mayor que el AAE. Constriyase el angulo AAZ igual a AAB, y tracese
AZ una vez construida AZ igual a AT'. Puesto que los lados son iguales dos
a dos y también un 4ngulo a otro angulo, también el tridngulo ABA es igual
al triangulo AAZ [Elem. 1 4], que es mayor que el AAE. Luego también el
tridngulo ABA es mayor que el AAE. E igualmente también el tridngulo ABT
mayor que el AET, Luego la suma de los dos tridngulos AAB, BAI' es mayor
que el tridngulo AAD». DDKSTERHUIS considera esta prueba insuficiente y
ofrece una demostracion basada, como la de Eutocio, en Flem. XI 20 («En
todo angulo diedro formado por tres dngulos planos la suma de dos de los
4ngulos planos es siempre mayor que el terceron).
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del cono que queda entre las rectas AAB mas el segmento
AEB es mayor que el tridngulo ABA. Igualmente, también la
que queda entre las lineas BAI' mas el segmento I'ZB es ma- 32
yor que el triangulo BAT. Luego toda la superficie del cono
junto con el area @ es mayor que los tridngulos menciona-
dos. Y los triangulos mencionados son iguales al triangulo
AAT mas el 4rea o [por hipét.]. Réstese de ambos® el area @. 5

Entonces el resto de la super-
ficie del cono que queda entre
AAl es mayor que el tridngulo A
AAT.

Sea ahora © menor que los
segmentos AB, BI.

Si se cortan por la mitad los
arcos AB, BI' y se cortan por la mi- /V ‘\ 10
tad sus mitades, dejaremos seg-
mentos que sean menores que el
area ©. Queden los segmentos co-
rrespondientes a las cuerdas AE,

EB, Bz, Z[, y tracense las rectas AR T
AE, AZ.

De nuevo, segun el mismo razonamiento [Post. 4], la
superficie del cono que queda entre AAE mas el segmento
correspondiente a la cuerda AE es mayor que el triangulo 1s
AAE, y la que queda entre las lineas EAB mds el segmento
correspondiente a la cuerda EB es mayor que el tridngulo
EAB. Luego la superficie que queda entre AA, AB mds los
segmentos correspondientes a las cuerdas AE, EB es mayor
que los triangulos AAE, EBA. Puesto que los triangulos AEA, 20
AEB son mayores que el triangulo ABA, como se ha demos-
trado, entonces la superficie del cono que queda entre AAB y

30 Se entiende «de ambos miembros de la igualdady.
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los segmentos correspondientes a las cuerdas AE, EB serd,
con mas razén, mayor que el tridngulo AAB. Por el mismo
razonamiento, también la superficie que queda entre BAD
mas los segmentos correspondientes a las cuerdas Bz, ZI' es
mayor que el tridngulo BAr'. Luego toda la superficie que
queda entre AAl" junto con los segmentos indicados es ma-
yor que los tridngulos ABA, ABI'. Y éstos son iguales al tridn-
gulo AAT mds el area @ [por hip6t.]. De entre estas superfi-
cies, los segmentos mencionados son menores que el area ©
[por const.]; luego la superficie comprendida entre las rectas
AAT es mayor que el tridngulo AAT.

Prorosicion 10

Si al circulo que sirve de base a un cono®' se le trazan
tangentes que estén en el mismo plano del circulo y que se
corten unas a otras y desde los puntos de tangencia y de in-
terseccion mutua se trazan rectas hasta el vértice del cono,
los triangulos comprendidos por las tangentes y las rectas
trazadas hasta el vértice del cono son mayores que la su-
perficie del cono comprendida por ellas.

Sea un cono cuya base sea el circulo ABI' y su vértice el
punto E, y tracense Aa, I'A tangentes al circulo ABI y que es-
tén en el mismo plano; y desde el punto E, que es el vértice
del cono, tracense EA, EA, EI" hasta los puntos A, A, I

31 Se ha de entender que se trata de un cono isosceles.
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Digo que los tridngulos AAE, AET" son mayores que la su- 20
perficie conica que queda entre las rectas AE, TE v el arco
ABI.

Una vez cortado por la mitad
el arco ABL por el punto B tracese
HBZ que sea tangente al circuloy | ©
paralela a Ar'; y desde los puntos
H, Z hasta E tracense las rectas HE, 25
ZE. Y puesto que la suma de HA,
AZ es mayor que HZ [Elem. 1 20], N B
afiddanseles en comiin®? las rectas Hé% 772;2
HA, ZI'. Entonces (la suma de) las M ANO
rectas AA, A enteras es mayor que r
(la suma de) las rectas AH, HZ, ZI.
Y puesto que AE, EB, EI" son gene-
ratrices del cono, son iguales por
tratarse de un cono isosceles. E 36
igualmente son perpendiculares®; luego (la suma de) los
triangulos AEA, AEI" es mayor que (la suma de) los tridngulos
AHE, HEZ, ZET [Elem. VI 11**. Sea o el 4rea en que los tridn-
gulos AFA, ATE son mayores que los tridngulos AEH, HEZ, 5

A

32 Es decir, «a los dos miembros de la desigualdady.

3 [Como queda demostrado en el lema). [Y los paralelogramos com-
prendidos por las alturas y las bases son el doble que los tridngulos]. El
lema no figura en los mss.; la demostracién figura en el comentario de Eu-
tocio a la proposicion 8 (22, 23 y ss.).

34 [Porque AH HZ, zI" son menores que I'A, AA y sus alturas son igua-
les). [Pues es evidente que la linea trazada desde el vértice del cono rec-
tangulo hasta el punto de tangencia de la base es perpendicular a la tan-
gente].
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ZEr. Y el 4rea © o bien es menor que las dreas restantes
AHBK, BZI'A 0 1O €5 menor.

Primero, no sea menor.

Puesto que son superficies compuestas —la de la pira-
mide que tiene por base ¢l trapecio HAI'Z y por vértice el
punto y la superficie conica que queda entre las lineas AFE,
EI' mas el segmento AB[— y tienen por limite el mismo pe-
rimetro del tridngulo AET, es evidente que la superficie de la
pirdmide sin el tridngulo AET es mayor que la superficie co-
nica mas el segmento ABI' [Post. 4]. .Quitese de ambas el
segmento ABI; entonces los tridngulos restantes AHE, HEZ,
ZET junto con los restos circundantes AHBK, BZI'A son ma-
yores que la superficie conica que queda entre AE, ET. Y el
drea ® no es menor que las 4reas que quedan circundantes
AHBK, BZI'A [por hipétesis].

Luego los tridngulos ‘AHE, HEZ, ZEI' junto con © seran
con m4s razén mayores que la superficie conica que queda
entre AE, EI.'Y los tridngulos AHE, HEZ, I'EZ junto con © son
los triangulos AEA, AET; luego los tridngulos AEA, AET" seran
mayores que la superficie conica mencionada.

Sea ahora @ menor que los restos circundantes.

Si del mismo modo circunscribimos repetidamente poli-
gonos a los segmentos, al cortar por la mitad los arcos que
quedan en torno y trazar las tangentes, dejaremos ciertos
restos de areas que seran menores que el area ©, Déjense y
sean AMK, KNB, BEA, AOT, que son menores que el drea @,y
unanse con E.

De nuevo es evidente que (la suma de) los triangulos
AHE, HEZ, ZET" serd mayor que (la suma de) los triangulos AEM,

35 Se refiere a las areas comprendidas por fos arcos del circulo que sir-
ve de base. al cono y la linea quebrada formada por cada dos tangentes
consecutivas al cortarse.
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MEN, NEE, ZEO, OET %, Y otra vez del mismo modo la piré-
mide que tiene por base el poligono AMNEOI y por vértice E
tiene una superficie mayor, sin el tridingulo AET, que la su-
perficie cOnica que queda entre AEr mas el segmento ABI
[Post. 4]. Quitese de ambos*’ el segmento ABI; entonces los
triangulos restantes AEM, MEN, NEZ, ZEO, OEI' junto:con las
areas que quedan circundantes AMK, KNB, BEA, AOT seran
mayores que la superficie conica que queda entre AET. Pero
el area © es mayor que las areas circundantes mencionadas
[por hipét.], y se ha demostrado que 165 tridngulos AHE, HEZ,
ZET' son mayores que los triangulos AEM, MEN, NEE, SEO,
OET".

Luego los tridngulos AHE, HEZ, ZET" junto con el area ©
—es decir, los tridngulos AAE, AEI'— son con mas razon
" mayores que la superficie codnica comprendida por las rectas
AET".

ProrosicioN 11

Sienla superﬁéie de un cilindro recto hubiera dos rec-
tas, la superficie del cilindro que queda entre las rectas es
mayor que el paralelogramo comprendido por las rectas
que estan en la superficie del cilindro y las rectas que unen
Sus extremos.

Sea un cilindro recto cuya base sea el circulo AB y su
opuesto el I'a, y tracense las rectassAT, BA.

3 [Pues las bases son mayores que las bases y la altura es iguall.
37 Entiéndase «de ambos miembros de la desigualdad».

—
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Digo que la superficie del cilindro cortada por las rectas
AT, BA es mayor que el paralelogramo ATBA.

z Cortese por la mitad cada uno

de los arcos AB, I'A por los puntos

A M E, Z y tricense las rectas AE, EB,

I'Z, ZA. Y puesto que las rectas AE,

r A —1 EB son mayores que AB [Elem. 1

201% y que los paralelogramos

construidos sobre ellas son de la

p| misma altura, entonces {la suma

E de) los paralelogramos que tienen

por bases AE, EB y por altura la

|| misma que el cilindro es mayor

que el paralelogramo ABLA [Elem.

VI 1]. Y en qué medida son ma-

yores? Séanlo en el area H. Y el

drea H o bien es menor que (la suma de) los segmentos pla-
nos AE, EB, I'Z, ZA 0 10 €S menot.

Primero, no sea menor.

Y puesto que la superficie del cilindro cortada por las
rectas AT, BA y los (segmentos) AEB, I'ZA* tiene por limite el
plano del paralelogramo AI'BA, y que también la superficie
compuesta por los paralelogramos cuyas bases son AE, EB y
su altura la misma que la del cilindro mas los (tridngulos)
AEB, rZA* tiene por limite el plano del paralelogramo AAB,
y la una contiene a la otra y ambas son concavas hacia el
mismo lado, entonces la superficie del cilindro cortada por

© X

A B

38 Tl texto griego «mayores que fel didmetro] AB» es evidentemente
erréneo.

3 El texto griego habla, erroneamente, de los tridngulos AEB, TZA.
Traduzco entre corchetes angulares la conjetura de Heiberg.

40 E] texto griego habla, erréneamente, de las figuras planas AEB, IZA.
Traduzco entre corchetes angulares la conjetura de Heiberg.
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las rectas A, BA mas los segmentos planos AEB, T'ZA es ma-
yor que la superficie compuesta por los paralelogramos cu-
yas bases son AE, EB y su altura la misma que la del cilindro
mas los tridngulos AEB, I'ZA [Post. 4]. Réstense de ambos*!
los triangulos AEB, I'ZA. Entonces la restante superficie del
cilindro cortada por las rectas AI,- BA mas los segmentos
planos AE, EB, I'Z, ZA es mayor que la superficie compuesta
por los paralelogramos cuyas bases son AE, EB vy su altura la
misma que la del cilindro. Y los paralelogramos cuyas bases
son AE, EB y su altura la misma que la del cilindro son igua-
les al paralelogramo AI'BA mas el 4rea H [por hip6t.].

Luego la restante superficie del cilindro cortada por las
rectas AI', BA es mayor que el paralelogramo AI'BA,

Pero sea el area H menor que los segmentos planos AE,
" EB, IZ, ZA.

Y cortese por la mitad cada uno de los arcos AE, EB, I'Z,
ZA por los puntos ©, K, A, M y tracense las rectas Ae, ©E, EK,
KB, I'A, AZ, ZM, MA*. Tras hacer esto repetidamente queda-
ran unos segmentos que seran menores que el area H. Que-
den y sean los segmentos A®, ©E, EK, KB, T'A, AZ, ZM, MA.

De la misma manera® demostraremos que los paralelo-
gramos cuyas bases son A@, @E, EK, KB y su altura la misma
que la del cilindro serdn mayores que los paralelogramos
cuyas bases son AE, EB y su altura la misma que la del cilin-
dro. Y puesto que la superficie cilindrica cortada por las
rectas AI, BA mds los segmentos planos AEB, I'ZA tiene por
limite el plano del paralelogramo AI'BA, v que también la
superficie compuesta por los paralelogramos cuyas bases
son A@, @E, EK, KB y su altura la misma que la del cilindro

4! Entiéndase «de ambos miembros de la desigualdad.

42 [Por tanto, de los segmentos planos AE, EB, I'Z, ZA se estd quitando
no menos de la mitad, los tridngulosAGE, EKB, I'AZ, ZM4].

43 Es decir «que en la primera parte de esta proposicién».
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mas las figuras rectilineas AGEKB, TAZMA (tiene por limite el
plano del paralelogramo AI'BA, entonces la suma de la su-
perficie cilindrica cortada por las rectas A, BA mas los seg-
mentos planos AEB, I'Za es mayor que la superficie com-
puesta por los paralelogramos cuyas bases son A®, ©E, EK,
KB v su altura la misma que la del cilindro mas las figuras
rectilineas AGEKB, TAZMA [Post. 4])*; quitense de ambos®
las figuras rectilineas AGEKB, I'AZMA; entonces la restante
superficie cilindrica, cortada por las rectas AI, BA mas los
segmentos planos AG, @E, EK, KB, TA, AZ, ZM, MA €S mayor
que la superficie compuesta por los paralelogramos cuyas
bases son A®, ©F, EK, KB y su altura la misma que la del ci-
lindro. Pero los paralelogramos cuyas bases son A®, ©E, EK,
KB y su altura la misma que la del cilindro son mayores que
los paralelogramos cuyas bases son AE, EB y su altura la
misma que la del cilindro; luego la superficie del cilindro
cortada por las rectas A, BA mas los segmentos planos Ae,
OE, EK, KB, T'A, AZ, ZM, MA es mayor que los paralelogramos
cuyas bases son AE, EB y su altura la misma que la del cilin-
dro. Y los paralelogramos cuyas bases son AE, EB y su altura
la misma que la del cilindro son iguales al paralelogramo
ATAB mas el area H [por hip6t.]. Luego también la superficie
del cilindro cortada por las rectas AI', BA mas los segmentos
planos A®, GF, EK, KB, TA, AZ, ZM, MA es mayor que el para-
lelogramo AT'BA mads el 4rea H.

Y han sido restados los segmentos A®, ©E, EK, KB, I'A,
AZ, ZM, MA, menores que el area H. Luego la superficie res-
tante del cilindro cortada por las rectas AT, BA es mayor que
el paralelogramo ATBA.

4 Se percibe de modo manifiesto lo incompleto del razonamiento;
Heiberg subsana la laguna afiadiendo el texto entre corchetes que toma de
la nota marginal de B”.

45 Es decir «miembros de la desigualdad».
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ProPOSICION 12

Si en la superficie de un cilindro recto hubiera dos rec-
tas, y desde los extremos de las rectas se trazaran tangentes
a los circulos que son las bases del cilindro de modo que
estén en los planos de éstas*® y se corten, los paralelogra-
mos comprendidos por las tangentes y las generatrices del
cilindro serdn mayores que la superficie del cilindro que
queda entre las rectas que estan en la superficie del ci-
lindro.

Sea el circulo ABI" la base de un cilindro recto y haya en
- su superficie dos rectas cuyos extremos sean A, I'; y desde A,
I" trAcense tangentes al circulo que estén en el mismo plano
y cortense en H; considérense trazadas también en la otra
base del cilindro rectas tangentes al circulo desde los extre-
mos (de las rectas)*’ en su superficie.

Se ha de demostrar que los
paralelogramos comprendidos por
las tangentes y las generatrices
del cilindro son mayores que la
superficie del cilindro corres-
pondiente al arco ABI.

(Una vez cortado por la mi-
tad el arco ABI" por el punto
B)®, tracese la tangente EZ, y
desde los puntos E, Z tracense

H

46 g decir, «en los planos de las bases».

47 Lo contenido entre corchetes es adicion de Heiberg.

8 Nizze y Heiberg proponen suplir el texto de los mss. con la expre-
sién entre corchetes siguiendo una indicacién marginal de B.
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unas rectas paralelas al eje del cilindro hasta® la otra base.
Asi, los paralelogramos comprendidos por AH, HI" y las ge-
neratrices del cilindro son mayores que los paralelogramos
comprendidos por AE, EZ, ZT' y la generatriz del cilindro™.
Sea el area K (la magnitud) en que son mayores.

Entonces, la mitad del area K es mayor que las figuras
comprendidas por las rectas AE, EZ, ZI' y los arcos AA, AB,
BO, OI" 0 No.

Sea primero mayor.

~ El limite de la superficie compuesta por los paralelo-
gramos correspondientes a las rectas AE, EZ, ZI' y el trapecio
AEZI' y su opuesto en la otra base del cilindro es el perime-
tro del paralelogramo correspondiente a A'. Y el mismo pe-
rimetro es también limite de la superficie compuesta por la
superficie del cilindro correspondiente al arco ABI més los
segmentos ABL y su opuesto. Entonces, las superficies men-
cionadas tienen precisamente el mismo limite, que esti en
un plano, y ambas son concavas hacia el mismo lado y una
de ellas contiene unas partes de la otra y las otras partes las
tienen en comun. Luego la contenida es menor [Post. 4].
Quitadas las partes comunes —el segmento ABI" y su opues-
to— la superficie del cilindro correspondiente al arco ABL" es
menor que la superficie compuesta por los paralelogramos
correspondientes a las rectas AE, EZ, zI' mds las figuras AEB,
BZI' y sus opuestas. Y las superficies de los paralelogramos
mencionados junto con las figuras mencionadas son meno-

# La expresion [la superficie de} que aparece en los mss. es eviden-
temente errénea.

0 [Puesto que EH, HZ son mayores que EZ, afiddanse en comiin AE, ZI"
Entonces las rectas HA, HI" enteras Son mayores que AE, EZ, ZI1.
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res que la superficie compuesta por los paralelogramos co-
rrespondientes a AH, HI .

Por tanto, es evidente que los paralelogramos compren-
didos por AH, I'H y las generatrices del cilindro son mayores
que la superficie del cilindro correspondiente al arco ABL.

Y si la mitad del 4rea K no es mayor que las figuras
mencionadas, se trazardn rectas tangentes al segmento de
modo que las restantes figuras circundantes resulten ser me-
nores que la mitad de K *?, y lo demds se demostrara igual
que lo de arriba®,

e

Demostrado esto esta claro que>, si se inscribe una pi-
rdmide en un cono isdsceles, la superficie de la piramide
excluida la base es menor que la superficie del cono [Prop.
9] y que si se circunscribe una pirdmide a un cono isésce-
les, la superficie de la pirdmide excluida la base es mayor
que la superficie del cono excluida la base [Prop. 10]%.

]

Esta claro a partir de lo demostrado que si se inscribe un
prisma en un cilindro recto, la superficie del prisma com-
puesta por los paralelogramos es menor que la superficie del

SU[Ya que junio con K, que es mayor que las figuras, eran iguales a
ellos].

52 Cf. prop. 6 (20, 17 y ss.).

53 Prop. 11 (42,23 y ss.).

34 [Sobre la base de lo dicho anteriormente}. v

55 [Pues cada uno de los tridngulos que contienen la pirdmide es me-
nor que la superficie del cono que queda entre los lados del triangulo, de
manera que también la superficie entera de la pirdmide excluida la base
es menor que la superficie del cono excluida la base).

56 [Segiin se deduce de aquello).

9

5
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cilindro excluidas las bases®” [Prop. 11], y que si se circuns-

20 cribe un prisma a un cilindro recto, la superficie del prisma
compuesta por los paralelogramos es mayor que la superfi-
cie del cilindro excluidas las bases [Prop. 12].

ProrosicioON 13

25 La superficie de todo cilindro recto excluida la base es
igual a un circulo cuyo radio es media proporcional de la
generatriz del cilindro y el didmetro de la base del cilindro.

54 Sea el circulo A la base de un cilindro recto y sea I'a
igual al didmetro del circulo A, y EZ igual a 1a generatriz del
cilindro y téngase H por media proporcional de ar, EZ y

s pongase el circulo B cuyo radio sea igual a H.

A K

1 ()

37 [Ya que cada uno de los paralelogramos del prisma es menor que la
superficie del cilindro correspondiente a él]. ;

«Bases» es correccion de Heiberg; los mss., aqui como mas adelante,
lin. 22, dan el singular «base».
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Se ha de demostrar que el circulo B es igual a la superfi-
cie del cilindro excluida la base.

Pues si no es igual, ha de ser mayor o menor.

Sea primero, si es posible, menor.

Habiendo dos magnitudes desiguales —la superficie del
cilindro y el circulo B— es posible inscribir en el circulo B
un poligono equilatero y circunscribir otro de modo que el
circunscrito guarde con el inscrito una razén menor que la
que guarda la superficie del cilindro con el circulo B [Prop.
5]. Considérese circunscrito ¢ inscrito, y circunscribase al
circulo A una figura rectilinea semejante a la circunscrita a B
y a partir de esta figura rectilinea constriyase un prisma*®,
Estard circunscrito al cilindro. Sea también KA igual al pe- 2
rimetro de la figura rectilinea circunscrita al circulo A, y AZ
igual a KA y sea I'T la mitad de r'a. El tridngulo KAT sera
igual a la figura rectilinea circunscrita al circulo A>, y el 2
paralelogramo EA igual a la superficie del prisma circunscri-

—

—

0

5

0

5

to al cilindro®. Péngase EP igual a EZ. 56

Entonces el tridangulo ZPA es igual al paralelogramo
EA [Elem. 1 41], asi que también a la superficie del prisma.
Y puesto que las figuras rectilineas circunscritas a los circu-
los A, B son semejantes, guardarén la misma razén® que los s
cuadrados construidos sobre los radios. Entonces el triangu-
lo KTA guardard con la figura rectilinea circunscrita al circu-
lo B la misma razon que el cuadrado de lado TA con el de

58 El prisma ha de ser «de la misma altura que el cilindro», como sefia-
la un escolio a B.

3 [Puesto que tiene por base una recta igual a su perimetro y la altu-
ra igual al radio del circulo 4).

0 [Puesto que estd comprendido por la generatriz del cilindro y una
recta igual al perimetro de la base del prismal.

8! [Las figuras rectilineas].
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lado H [Elem. VI 1]%. Pero la razén que guarda el cuadrado
de lado TA con el de lado H es la razén que guarda TA con PZ
en longitud®. Y la razén que guarda TA con Pz en longitud
es la que guarda el tridgngulo KTA con el tridngulo PAZ %,
luego el tridngulo XTA guarda con la figura rectilinea cir-
cunscrita al circulo B la misma razén que el tridngulo TKA
con el tridngulo PZA. Luego el tridgngulo ZAP es igual a la fi-
gura rectilinea circunscrita al circulo B [Elem. V 9]. De ma-
nera que también la superficie del prisma circunscrito al ci-
lindro A es igual a la figura rectilinea circunscrita al circulo
B. Y puesto que la figura rectilinea circunscrita al circulo B
guarda con la figura inscrita en el circulo una razén menor
que la que guarda la superficie del cilindro A con el circulo
B [por hipét.], también la superficie del prisma circunscrito
al cilindro guardaré con la figura rectilinea inscrita en el cir-
culo B una razén menor que la que guarde la superficie del

62 [Puesto que las rectas T4, H son iguales a los radios].

% [Ya que Hes media proporcional de T4, PZ, puesto que lo es también
de 4, Ez. ;Como es eso? Puesto que AT es igual a Try PE igual a EZ, en-
tonces I es el doble de TAy PZ el doble de PE; luego AI"es a AT como PZ
es a ZE; luego el rectangulo comprendido por I'A, EZ es igual al compren-
dido por T4, Pz Y el cuadrado de lado H es igual al rectangulo compren-
dido por I'A, EZ; y entonces el cuadrado de lado H es igual al rectdngulo
comprendido por T4, PZ; luego TA es a Hcomo H a PZ; luego TA es a PZ
como el cuadrado de T4 al cuadrado de H; y si tres rectas estan en pro-
porcion, la primera es a la tercera como la figura construida sobre la
primera es a la figura semejante y construida de manera semejante sobre
la segunda (Elem. VI 20, corol. 2)]. Se ha hecho notar en esta glosa la
evidente ausencia de la concision caracteristica de los textos matematicos
y del estilo de Arquimedes; Heiberg abrevia la explicacién en notacion
moderna del siguiente modo: Por hipétesis, H =arxEez Yy AT = 2TA, EZ =
1/2pZ; por lo cual, H = TA x PZ, es decir, que TA : H :: H : PZ, y es de apli-
cacion Elem. VI 20, corol. 2, como figura en la glosa.

¢ [Puesto que K4, AZson iguales].
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cilindro con el circulo B y lo mismo tomando la proporcién
en alternancia%. Lo cual es imposible %,

Luego el circulo B no es menor que la superficie del ci-
lindro.

Sea mayor, si es posible.

Considérese de nuevo una figura rectilinea inscrita en el
circulo B y otra circunscrita, de manera que la circunscrita
guarde con la inscrita una razén menor que el circulo B con
la superficie del cilindro [Prop. 5], e inscribase en el circulo
A un poligono semejante al inscrito en el circulo B, y cons-
trilase un prisma sobre el poligono inscrito en el circulo ¢,
Y sea de nuevo Ka igual al perimetro de la figura rectilinea
inscrita en el circulo A, y sea ZA igual a ella,

Entonces el triangulo KTA serd mayor que la figura recti-
linea inscrita en el circulo A®, y el paralelogramo EA serd
igual a la superficie del prisma compuesta por paralelogra-
mos®, De modo que también el tridngulo PAZ es igual a la
superficie del prisma. Y puesto que las figuras rectilineas
inscritas en los circulos A, B son semejantes, guardan entre
si la misma razdn que los cuadrados construidos sobre los

% But. (32, 3-6) cita el texto de Arquimedes «Luego, tomando la
proporcién en alternancia, el prisma guarda con el cilindro una razén me-
nor que el poligono inscrito en el circulo B con el circulo B. Lo cual es
imposibley, en lugar de las frases «Y lo mismo tomando la proporcion en
alternancia. Lo cual es imposible».

% [Ya que se ha demostrado que la superficie del prisma circunscrito
al cilindro es mayor que la superficie del cilindro, mientras que la figura
rectilinea inscrita en el circulo B es menor que el circulo B]. El texto se-
cluido resume el contenido del comentario de Eutocio.

67 Entiéndase:«en el circulo a».

8 [Puesto que por base tiene su perimetro y una altura mayor que la
perpendicular trazada desde el centro hasta un lado del poligono].

 [Puesto que estd comprendido por la generatriz del cilindro y una
linea igual al perimetro de la figura rectilinea que es la base del prismal,

16
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radios de los circulos [Elem. XII 1]. Y también los tridngu-
los KTA, ZPA guardan entre si la razoén de los cuadrados
construidos sobre los radios de los circulos ™. Luego la figu-
ra rectilinea inscrita en el circulo A guarda con la figura rec-
tilinea inscrita en el circulo B 1a misma razén que el triangu-
lo XTa con el triangulo AZp. Y la figura rectilinea inscrita en
el circulo A es menor que el tridngulo KTA. Luego también
la figura rectilinea inscrita en el circulo B es menor que el
triangulo ZPA; de manera que también es menor que la su-
perficie del prisma inscrito en el cilindro. Lo cual es impo-
sible !,

Luego el circulo B no es mayor que la superficie del ci-
lindro.

Y se habia demostrado que tampoco era menor. Luego
es igual.

Proposicion 14

La superficie de todo cono isosceles excluida la base es
igual al circulo cuyo radio es media proporcional entre la
generatriz del cono y el radio del circulo que es la base del
cono.

™ Heiberg justifica este aserto de la manera siguiente: KTA : ZAP =TA :
Zp = TA’ : H'; pero TA es igual al radio del circulo A, y H es el radio del
circulo:B.

" [Ya que la figura rectilinea circunscrita al circulo B guarda con la
inscrita una razén menor que-el circulo B con la superficie del cilindro, y
lo mismo tomando la proporcion en alternancia, y que la figura circuns-
crita en torno al circulo B es mayor que el circulo B, entonces la figura
inscrita en el circulo B es mayor que la superficie del cilindro; luego tam-
bién mayor que la superficie del prismal.
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Sea un cono isdsceles cuya base sea el circulo Ay sea
suradio y sea A igual a la generatriz del cono, y sea E media
proporcional de T, A, y tenga el circulo B su radio igual a E.

Digo que el circulo B es igual a la superficie del cono
excluida la base.

Pues si no es igual, o bien es mayor o menor.

Sea primero menor.

La superficie del cono y el cir-
culo B son dos magnitudes desigua-
les, y la superficie del cono es ma-
yor; luego es posible inscribir un
poligono equilatero en el circulo B 1
y circunscribir otro semejante al
inscrito de manera que el circuns-
crito. guarde con el inscrito una ra-
z6n menor que la que guarda la superficie del cono-con el
circulo B [Prop. 5]. Considérese también circunscrito al cir-
culo A un poligono semejante al circunscrito al circulo B, y
sobre el poligono circunscrito al circulo A constriyase una
piramide que tenga el mismo vértice que el cono.

Puesto que los poligonos circunscritos a los circulos A, B
son semejantes, guardan entre si 1a misma razén que los
cuadrados de los radios entre si —esto es, la que guardan
los cuadrados de lado I y lado E; esto es, larazon de I" a A
en longitud [Elem. VI 20, corol. 2]—. Y la razdn que guarda
en longitud I' con A es la que guarda el poligono circunscrito
al circulo A con la:superficie de la pirdmide circunscrita al co-
no™, luego la figura rectilinea en torno al circulo A guarda

A

2 [Pues I' es igual a la perpendicular desde el centro hasta un lado
del poligono y A es igual a la generatriz del cono, altura comiin, el peri-
metro del poligono frente a la mitad de las superficies].

El texto de la glosa es oscuro, aunque se comprende bien su intencion;
es evidente que cada una de las figuras en cuestién es igual a un tridngulo

—
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con la figura rectilinea en torno al circulo B la misma razén
que esa misma figura rectilinea” con la superficie de la pi-
ramide circunscrita al cono; de manera que la superficie de
la piramide es igual a la figura rectilinea circunscrita al cir-
culo B [Elem. V 9]. Puesto que la figura rectilinea circuns-
crita al circulo B guarda con la inscrita una razén menor que
la superficie del cono con el circulo B, la superficie de la pi-
ramide circunscrita al cono guardara con la figura rectilinea
inscrita en el circulo B una razdén menor que la superficie del
cono con el circulo B. Lo cual es imposible ™.

Luego el circulo B no sera menor que la superficie del
cono.

Y afirmo que tampoco serd mayor.

Pues si es posible, sea mayor.

De nuevo considérese un poligono inscrito en el circulo
B y otro circunscrito, de manera que el circunscrito guarde
con el inscrito una razén menor que la que guarda el circulo
B con la superficie del cono [Prop. 5], y considérese inscrito
en el circulo A un poligono semejante al inscrito en el circu-
lo B, y constriiyase sobre €l una piramide que tenga el mis-
mo vértice que el cono.

Puesto que los poligonos inscritos en los: circulos A, B
son semejantes, guardaran entre si la misma razén que la
que guardan los cuadrados de los radios entre si [Elem. XII
1]. Entonces el poligono guarda con el poligono la misma

cuya base fuera el perimetro del poligono, y cuyas alturas serian, respecti-
vamente, I para el poligono y A para la pirdmide; en aplicacién de Elem.
VI 1: «Los tridngulos y los paralelogramos que tienen la misma altura son
entre si como sus basesy, la relacion entre el poligono circunscrito y la su-
perficie lateral de la pirdmide es lade I': A,

3 Es decir, «la figura circunscrita a A».

™ [Pues se ha demostrado que la superficie de la pirdmide es mayor
que la superficie del cono, mientras que la figura rectilinea inscrita en el
circulo B serd menor que el circulo B).
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razbén que I con A en longitud [Elem. VI 20, corol. 2]. Y I
guarda con A una razon mayor que ¢l poligono inscrito en el
circulo A con la superficie de la pirdmide inscrita en el co-
no’, Luego el poligono inscrito en el circulo A guarda con
el poligono inscrito en el circulo B una razén mayor que ese
mismo poligono’® con la superficie de la piramide. Luego la
superficie de la piramide es mayor que el poligono inscrito
en el circulo B. Y el poligono circunscrito al circulo B guar-
da con el inscrito una razén menor que el circulo B con la
superficie del cono. Luego con mas razén el poligono cir-
cunscrito al circulo B guarda con la superficie de la pirdmi-
de inscrita en el cono una razén menor que el circulo B con
la supetficie del cono. Lo cual es imposible”,

Luego el circulo tampoco es mayor que la superficie del
cono. Y se habia demostrado que tampoco era menor; luego
es igual.

Prorosicion 15

La superficie de todo cono isdsceles guarda con la base
la misma razén que la generatriz del cono con el radio de
la base del cono.

75 [Pues el radio del circulo 4 guarda con la generatriz del cono una
razén mayor que la que guarda la perpendicular trazada desde el centro
hasta un lado del poligono con la perpendicular trazada desde el vértice
del cono hasta un lado del poligono].

Esta parte del texto coincide de modo practicamente literal con el prin-
cipio del comentario de Eut., 32.

76 Es decir, «el inscrito en el circulo A».

7 [Pues el poligono circunscrito es mayor que el circulo B, mientras
que la superficie de la piramide inscrita en el cono es menor que la super-
ficie del cono].

20

25

68



146 SOBRE LA ESFERA Y EL CILINDRO

Sea un cono isésceles cuya base es el circulo A, y sea B
igual al radio de A v I igual a la generatriz del cono.

Se ha de demostrar que la su-
perficie del cono guarda con el
circulo A la misma razén que ©
con B.

I Témese E como media pro-
B E

porcional de B, T, y tracese el cir-

" culo A de radio igual a E. Enton-

ces el circulo A es igual a la

20 superficie del cono [Prop. 1417, Y

se habia demostrado que el circu-
lo A guarda con el circulo A la
misma razén que I con B en longitud ™.
28 Asi que es evidente que la superficie del cono guarda
con el circulo A la misma razén que I con B en longitud.

ProrosiciON 16

70 Si un cono isosceles es cortado por un plano paralelo a
la base, la superficie del cono comprendida entre los planos

s paralelos es igual a un circulo cuyo radio es media propor-
cional entre la {(porcion de) generatriz del cono situada en-
tre los planos paralelos y una recta igual a la suma de los
radios de los circulos situados en los planos paralelos.

78 [ Esto quedd demostrado en la proposicion anterior].

" [Cada una de las razones es la misma que guardan Ey B en cua-
drado por ser los circulos entre si como los cuadrados de sus didmetros
entre st (Elem. X1 2) y, de manera semejante, también los cuadrados de
los radios de los circulos; pues si lo son los didmetros, también sus mita-
des, es decir, los radios; y B, E son iguales a los radios).
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Sea un cono en el que el tridngulo que pasa por el eje
sea igual a ABI', y sea cortado por un plano paralelo a la ba-
se y produzca como seccion AE, y sea BH el eje del cono; y
péngase un circulo cuyo radio sea media proporcional de Aa
y de la suma de Az, HA: sea el circulo @.

Digo que el circulo © es igual A
a la superficie del cono compren- o
dida entre AE, AT,

Tracense los circulos A, K, y
sea el cuadrado del radio del circu-
lo K equivalente al rectangulo com-
prendido por BAZ, y sea el cuadra-
do del radio de A equivalente al B
rectangulo comprendido por BAH.

Entonces el circulo A es igual
a la superficie del cono ABI, y el
circulo X es igual a la superficie u
del cono AEB [Prop. 14]. Y puesto A r
que el rectangulo comprendido por BA, AH es igual al com-
prendido por BA, AZ mas el comprendido por AA y la suma
de AZ, AH —ya que AZ es paralela a AH**— mientras que el
rectangulo comprendido por AB, AH equivale al cuadrado del
radio del circulo Ay el rectingulo comprendido por Ba, Az
equivale al cuadrado del radio del circulo K, y el rectangulo
comprendido por AA y la suma de AZ, AH equivale al cua-
drado del radio de @ [por hipét.], entonces el cuadrado del
radio del circulo A es igual a la suma de los cuadrados de
los radios de los circulos K, ®. De manera que también el
circulo A es igual a la suma de los circulos K, ©. Pero el cir-

% Este aserto se prueba en el texto entre corchetes cuadrados que si-
gue a esta misma proposicion (72, 9-23); otra demostraciéon en Eurocio,
34, 23-36, 7.
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culo A es igual a la superficie del cono BAI', mientras que el
circulo K es igual a la superficie del cono ABE.

Luego la superficie restante del cono, la comprendida
entre los planos paralelos AE, AL es igual al circulo @.

[Sea® BAH un paralelogramo y sea su diagonal BH. Cor-
tese el lado BA al azar por el punto A y por el punto A tracese
la recta A@ paralela a AH, y por el punto Z la recta KA parale-
la a BA.

B K Digo que el paralelogramo

= BAH es igual a la suma del para-

A 4\ o lelogramo BAZ mas el formado
M~ por AA 'y la suma de Az, AH.

AL " H Puesto que el paralelogramo

BaH entero es el de diagonal BH
y el BAZ es el de diagonal Bz, y el comprendido por Aa y la
suma de AZ, AH es el gnomon® MNE; pues el rectangulo
comprendido por AAH es igual al KH por ser igual el com-
plemento Ke al complemento AA, mientras que el compren-
dido por AA, AZ es igual al de diagonal AA.

Luego la figura entera BH, que es el rectangulo com-
prendido por BAH, es igual al comprendido por BAZ mas el
gnomon MNE, que es igual al rectangulo comprendido por
AA Yy la suma de AH, AZ].

81 Este texto —evidentemente, una glosa con caracter de lema—, que
no figura en el ms. B, aparece en los mss. A y C y los que dependen de
ellos.

82 La definicién de gnomon figura en EucLipes (Elem. 11, def. 2): «En
=7 cualquier 4rea de paralelogramo lldmese gnomon a uno cual-
‘| | quiera de los paralelogramos dispuestos en torno al diidmetro
# con los dos complementosy» (trad. de M® L. Puertas en B. C.

G., 155). '
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LEMAS®

1. Los conos que tienen la misma altura guardan la misma
razén que las bases. Y los que tienen las mismas ba-
ses guardan la misma razén que sus alturas .

2. Si un cilindro es cortado por un plano paralelo a la base,
como el cilindro es al cilindro es el eje al eje®.

3. Los conos que tienen las mismas bases que los cilindros®
estan en la misma razén que los cilindros.

4. En los conos iguales las bases son inversamente propor-
cionales a las alturas. Y aquéllos en los que las bases
son inversamente proporcionales a las alturas son
iguales®.

5. Los conos en los que los didmetros de sus bases guardan
la misma razén que los ejes®, guardan entre sf una
razén que es el cubo de la de los didmetros de sus ba-
ses®.

Todo esto fue demostrado por los antiguos.

& Al igual que la glosa anterior, los lemas figuran en C y en los mss.
derivados de A, pero faltaban en B, en donde Moerbeke los afiadié como
nota marginal haciendo constar que los tomaba de otro ejemplar. Una ma-
no distinta de la suya anot6 que se trataba de enunciados demostrados por
Euclides. La numeracién no figura en los mss., sino que es debida a Torelli.

8 Elem. X11 11 y Elem. X11 14,

8 Elem. X11 13,

% La demostracién no figura en Euclides, pero puede deducirse de
Elem. XII 10. Por otro lado, el sentido exige la restitucion de las palabras
«y las mismas alturasy».

87 Elem. XII 15.

8 [Es decir, que las alturas].

8 Elem. X1I 12 y of. XI def. 24.

74
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PROPOSICION 17

15 St hay dos conos isosceles y la superficie de un cono es
igual a la base del otro y la perpendicular trazada desde el
centro de la base hasta la generatriz del cono es igual a la
altura, los conos serdn iguales.

20 Sean ABL, AEZ dos conos isOsceles y sea la base de ABI
igual a la superficie de AEZ, y sea la altura AH igual a Ke, la
perpendicular trazada desde el centro de la base @, hasta una
generatriz del cono, como AE.

Digo que los conos son iguales.

76 B Puesto que la base de ABI" es

igual a la superficie de AEz*,

entonces la base de BAI es a la
base de AEZ como la superficie de

s H A AEZ a la base de AEZ [Elem. V 7].
7z Pero la superficie es a su propia

10 base como e a €K’ Y eK es
igual a AH. Luego la base de BAI

r' o A es a la base de AEZ como la altura

de AEZ a la altura de ABr. Luego

X las bases de ABI, AEZ son inver-

15 E samente proporcionales a las alturas.
Luego el cono BAT es igual al AEZ [L.ema 4, 74, 6-8].

90 1Y las magnitudes iguales guardan con lo mismo la misina razon].

oL [Pues esto se habia demostrado (Prop. 15), que la superficie de todo
cono isdsceles guarda con su base la misma razon que la generatriz del
cono con el radio de la base, es decir, son como AE a E@. Y Ed es a @A co-
moEe a @K, pues los tridngulos son equidnguios (Elem. VI 4)].



LIBRO I 151

Prorosicion 18

Todo rombo®* compuesto por conos isésceles es igual a
un cono que tenga la base igual a la superficie de uno de 2
los conos que contienen el rombo y la altura igual a la per-
pendicular trazada desde el vértice del otro cono hasta la
generatriz del primer cono.

Sea ABI'A un rombo com- 4

puesto por conos isosceles R N
didmetro BI, y su altura AA y

B

z
©
K
A

cuya base sea el circulo de
25

constriyase otro cono HEK
que tenga la base igual a la
superficie del cono ABr y la
altura igual a la perpendicu-
lar trazada desde el punto A
hasta la recta AB o hasta la
recta trazada como prolon-
gacion de ella y sea AZ, y (\
sea ©A la altura del cono © | N
OHK. Y ®A es igual a AZ. 5 78

Digo que el cono® es igual al rombo.

Pongamos otro cono MN= que tenga la base igual a la ba-
se del cono ABT y la altura igual a Aa, y sea su altura No, 5

Puesto que la recta NO es igual a AA, entonces NO es a AE
COmo AA es a AE [Elem. V 7]. Pero AA es a AE como el rom-
bo ABrA es al cono BrA y NO es a AE como ¢l cono MNE al 10

H

92 «Rombo sélido», se entiende; v. def 6.
93 Se entiende: «el cono HEK.
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cono Bra*. Por tanto, el cono MNZ es al cono Br'A como el
rombo ABI'A al cono BI'A. Luego MN= es igual al rombo
ABCA [Elem. V 9]. Y puesto que la superficie de ABI' es
15 igual a la base de HeK, entonces la superficie de ABI es a su
propia base como la base de HEK es a la base de MNE®®, Y la
superficie de ABI es a su propia base como AB es a BE
20 [Prop. 15], es decir, como AA es a AZ®S, Luego la base de
HOK es a la base de MN=E como AA es a AZ. Y AA es igual a
NO*", y AZ a @A [por hip6t.]. Luego la base de HeK es a la
25 base de MNE como la altura NO es a la altura ©A. Luego las
bases de los conos HOK, MNE son inversamente proporciona-
les a sus alturas; luego los conos son iguales [Lema 4 (74, 6-
80 8)]. Y se habia demostrado que MN= es igual al rombo ABIA.
Luego también el cono HeK es igual al rombo ABIA.

ProposicION 19

Si se corta un cono isésceles mediante un plano parale-

5 lo a la base y sobre el circulo resultante se construye un
cono que tenga por vértice el centro de la base y del cono
entero se resta el rombo resultante, la figura circundante®®
serd igual a un cono que tenga su base igual a la superficie

10 del cono que queda entre los planos paralelos y la altura

94 [Por ser sus bases iguales).

95 [Pues la base de ABI es igual a la base de MNZ].

% [Pues son tridngulos semejantes).

%7 | Pues se habia supuesto].

% En gr., perileimma; MucGLEr (Dictionnaire..., art. TEPIAELUUIA) ex-
plica: «Nombre por el cual Arquimedes designa lo que queda de una figu-
ra, plana o en el espacio, tras la sustraccién de otra o varias otras figurasy.
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igual a la perpendicular trazada desde el centro de la base
hasta una generatriz del cono®.

Sea ABT un cono isds-
celes y sea cortado me-
diante un plano paralelo a A E
la base y produzca como }gA
seccidn AE, y sea Z el , r
centro de la base, y sobre
el circulo de didmetro AE
constrityase un cono que
tenga Z por vértice. Asi, n
BAZE sera un rombo com-
puesto por conos isosce- A
les. Constriiyase un cono © P
KOA cuya base sea igual a
la superficie que queda
entre AE, Al y su altura,
una vez trazada ZH per-
pendicular desde el punto Z hasta AB, sea igual a ZH.

Digo que si se considera restado el rombo BAZE del cono
AB, la figura circundante sera igual al cono ©KA.

Ponganse dos conos MNZ, OIP de modo que la base de
MNE sea igual a la superficie del cono ABI y la altura igual a
ZH 'y la base del cono OIP sea igual a la superficie del co-

no ABE v la altura igual a zH'.

N

[84]

© A

9 «Del cono primero», hemos de entender a la luz de lo que se dice en
la descripcion de la figura.

100 [Por eso precisamente el cono MNE es igual al cono ABI; pues si
hubiera dos conos isdsceles y la superficie de un cono fuera igual a la ba-
se del otro —y ademds la perpendicular trazada desde el centro de la ba-
se hasta la generatriz del cono fuera igual a la altura, los conos serian
iguales (Prop. 17)].

101 [Por eso precisamente el cono orp es igual al rombo BAZH, Pues
esto se habia demostrado previamente (Prop. 17)].

20
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Puesto que la superficie del cono ABI' se compone de la
superficie del cono ABE mas la superficie que queda entre
AE, ATy la superficie del cono ABI es igual a la base del co-
no MNz, mientras que la superficie del cono ABE es igual a la
base del cono onip, y la superficie que queda entre AE, AT es
igual a la base de KA [por hipdt.], entonces la base de MNE
es igual a la suma de las bases de los conos ©KA, o1p. Y los
conos tienen la misma altura; luego el cono MN= es igual a
la suma de los conos @KA, OI1p, Pero el cono MNE es igual al
cono ABI [Prop. 17], y el cono NOP al rombo BAEZ [Prop.
181.

Luego el cono restante @KA es igual a la figura circun-
dante.

Prorosicion 20

St en un rombo compuesto por conos isdsceles se
corta uno de los conos mediante un plano paralelo a la
base y sobre el circulo resultante se construye un cono
que tenga por vértice el mismo que el otro cono, y del
rombo entero se resta el rombo resultante, la figura cir-
cundante es igual a un cono que tenga su base igual a la
superficie del {tronco de) cono que queda entre los pla-
nos paralelos y la altura igual a la perpendicular traza-
da desde el vértice de un cono hasta la generatriz del
otro cono.

Sea ABI'A un rombo compuesto por conos isosceles y
cortese uno de los conos mediante un plano paralelo a la
base, y produzca como seccidn EZ, y sobre el circulo de
diametro EZ constriiyase un cono que tenga por vértice el
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punto A. Habra resultado el rombo EBAZ; considérese {és-
te) quitado del rombo entero, y poéngase un cono ©KA
que tenga la base igual a la superficie que queda entre
AT, EZ y la altura igual a la perpendicular trazada desde
el punto A hasta BA o hasta la recta prolongacion de ella.

Digo que el cono ©KA es igual a la figura circundante
indicada.

Constrayanse dos co- £ A
nos MNE, OIP y sea la A

. E z

base del cono MNE igual @ K
a la superficie del cono 4 r
ABI' y su altura igual a u
AH 'y sea la base del A
cono orp igual a la su- ‘ u
perficie del cono EBZ y A
la altura igual a AH'®, o P

Puesto que igualmente [Prop. 19] la superficie del cono
ABI" se compone de la de EBZ més la que queda entre los
planos EzZ, AT, mientras que la superficie del cono ABI es
igual a la base de MN= y la superficie del cono EBZ es igual
a la base del cono OPII, y la superficie que queda entre los
planos Ez, AT es igual a la base del cono KA, entonces la
base de MN= es igual a la suma de las bases de onip, 6KA. Y
los conos tienen la misma. altura; luego el cono MN= es igual
a la suma de los conos ©KA, OI1P. Pero el cono MNE es igual

192 IPor Io ya demostrado (Prop. 18), el cono MN= es igual al rombo
ABral.

18 [De la misma manera (Prop. 18), el cono oiP es igual al rombo
EBAZY.

20

86
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s al rombo ABra [Prop. 18], y el cono orip es igual al rombo
EBAZ [Prop. 18],
Luego el cono restante ©KA es igual a la figura circun-
dante.

ProrosicioON 21

Si en un circulo se inscribe un poligono equildtero de

0 numero par de lados y se trazan rectas que unan los la-

dos' del poligono de manera que éstas sean paralelas a

una cualquiera de las rectas que subtienden dos lados del

poligono, la suma de todas las rectas de union guarda con

el diametro del circulo la misma razon que guarda la que

5 subtiende la mitad de los lados menos uno con el lado del
poligono.

Sea ABrA un circulo e inscribase en él un poligono
AEZBHOI'MNAAK, y tracense las rectas EK, ZA, BA, HN, 6M; es

evidente que son'paralelas a la que subtiende dos lados del

poligono 1%,

104 Heiberg completa el razonamiento indicando que ABI = eKA +
EBAZ, y que restando de ambos miembros el rombo EBAZ se obtiene la te-
sis propuesta.

105 Segtin conjetura Heiberg, el texto de Arquimedes debia de decir
«angulos» en vez de «lados».

106 Pyuesto que los arcos KA, EZ son iguales, también son iguales los
dngulos EKZ, KZA (Elem. I 27), y por tanto EK y AZ son paralelas. El
mismo razonamiento se utilizard también mas adelante y en la proposicién
22.
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Digo que la suma de todas las rectas indicadas guarda 20
con el didmetro A" del circulo la misma razon que FE con
EA.

Tracense las rectas ZK, B\ u
AB, HA, 6N, Entonces, ZK
es paralela a EA; BA para- ®
lela a zK, y también AH 25
paralela a BA, oN paralela . -

a AH, I'M paralela a @N'%",

Por tanto, EZ es a EA co- 88
mo K= es a 20 [Elem. VI K
4]. Y K= es a 20 como ZII
es aIlo [id.]; y ZIT es a 1O AN
como ATl es a IP [id.]; v 4
AIl es a TP como BX es a =P [id.] y, ademds, BE €s a TP como
AT es a =T [id.]; y AX es a T como HY es a YT [id.]; y ade-
mas, HY es a YT como NY es a YO; y NY s a YO como 6X €s
a X@; y ademdas X es a X& como MX es a XTI [id.]'*. Luego
EZ es a EA como la suma de EK, ZA, BA, HN, eM es al diame-
tro AT [Elem. V 12]. Y, por otro lado, E= es a EA como I'E es
a EA.

Luego también I'E serd a EA como la suma de EK, ZA, Ba,
HN, oM es al diametro AT,

=

w

—_

0

ProPOSICION 22 15

Si en un segmento de circulo se inscribe un poligono
cuyos lados excepto la base sean iguales y en numero par, y

W7 [Y puesto que EAy KZ son dos paralelas y EK'y AO son dos rectas
que las atraviesan).

18 Y por tanto la suma de todas es a la suma de todas como una es a
una en la razdn).
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se trazan rectas paralelas a la base del segmento que unan
los lados del poligono, la suma de todas las rectas trazadas
mds la mitad de la base guarda con la altura del segmento
la misma razén que la recta trazada para unir el diame-
tro'® del circulo y el lado del poligono con el lado del poli-
gono.

En el circulo ABI'A tricese una recta ATy sobre AI' en el
segmento ABI' inscribase un poligono de numero par de la-
dos y que tenga los lados iguales salvo la base AT, y tracen-
se las rectas ZH, E®, que sean paralelas a la base del seg-
mento.

B Digo que 1a suma de
Z LS H ZH, E®, AE es a BE como
7S AZ es a ZB.
B M o Tracemos de nuevo
del mismo modo'’ las
N rectas HE, A®.
A r Entonces son parale-
las a Bz ''!; por el mismo
razonamiento''? KZ es a
KB como HK es a KA, ¥
como EM es a MA y como
M@ es a MN y como EA es a EN' . Luego la suma de zH, Eo,
AE es a BE como ZK es a KB [Elem. V 12]. Y ZK es a KB co-
mo AZ es a ZB [Elem. V14].

Luego AZ es a ZB como la suma de ZH, E@, A= es a BE.

i

A
113

19 Como se ve en la figura, se refiere «al extremo del didmetro exte-
rior al segmento».

110 «Del mismo modo que en la proposicion anterior», se entiende.

1 Cf. n. 106 a la prop. 21.

112 F] mismo que en la proposicién anterior.

3 [Y por tanto la suma de todas es a la suma de todas como una es a
una en la razon].
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Prorosicion 23 114

Sea ABT'A un circulo maximo en la esfera e inscribase en
¢l un poligono equildtero y sea multiplo de cuatro el nimero
de sus lados y sean ATI', AB didmetros suyos ',

Si, permaneciendo fi- B
jo el diametro AL, se hace B = T
girar en torno suyo el cir-
culo ABI'A que contiene al
poligono, es evidente que
su circunferencia habra si-
do transportada por la su-
perficie de la esfera y que  n~
los angulos del poligono,
excepto los de vértice en M=
los puntos A, I, se habran 4
desplazado por la superficie de la esfera siguiendo circunfe-
rencias que describen circulos perpendiculares al circulo
ABIA. Y las rectas que unen los angulos del poligono, que
son paralelas a Ba, serdn sus diametros. Los lados del poli-

114 En los mss. falta el enunciado. STamMATIS, en «Apyuhdelo Iy,
IMAdrwv 19 (1967), 151, lo restituye asi: «Si en un circulo maximo de la
esfera se inscribe un poligono equildtero y equidngulo cuyo nmimero de
ados sea multiplo de cuatro, y si, permaneciendo fijo el didmetro del
circulo que contiene el poligono se hace girar a éste hasta que vuelva a la
misma posicion desde la que empezd a moverse, la superficie de la figura
inscrita en la esfera serd menor que la superficie de la esferay.

15 «Perpendiculares entre si» necesariamente, segiin se deduce de 90,
21-25.

15
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gono se habran desplazado describiendo unos conos'': los
lados AZ, AN por la superficie del cono cuya base es el cir-
culo de dismetro ZN y su vértice el punto A; los lados zH, MN
se habran desplazado segiin una superficie conica cuya base
es el circulo de didmetro MH y su vértice el punto en el que,
una vez prolongadas zH, MN, coinciden entre si y con AT; y
los lados BH, MA se habran desplazado segiin una superficie
conica cuya base es el circulo de didmetro BA, perpendicular
al circulo ABIA, y su vértice el punto en el que una vez pro-
longadas BH, Ma, coinciden entre si y con I'A. De manera
semejante, también los lados que hay en el otro semicirculo
se habran desplazado segun superficies conicas semejantes,
a su vez, a éstas. Y habra quedado inscrita en la esfera una
figura contenida por las superficies conicas recién indicadas,
cuya superficie serd menor que la superficie de la esfera.

Pues una vez dividida la esfera por el plano correspon-
diente a BA, perpendicular al circulo ABIA, la superficie de
un hemisferio y la superficie de la figura inscrita en él tie-
nen los mismos limites en un solo plano, ya que la circunfe-
rencia del circulo de diametro BA, perpendicular al circulo
ABLA, es limite de ambas superficies. Y las dos son conca-
vas hacia el mismo lado, y una de ellas estd comprendida
por la otra superficie y el plano que tiene los mismos limites
que ella, Del mismo modo, también la superficie de la figu-
ra inscrita en el otro hemisferio es menor que la superficie
del hemisferio.

Y por tanto la superficie entera de la figura inscrita en la
esfera es menor que la superficie de la esfera.

116 B realidad, describen superficies cénicas, pero unas lo son de co-
nos v otras de troncos de cono.
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Prorosicion 24

La superficie de la figura inscrita en la esfera es igual a 3
un circulo tal que el cuadrado de su radio equivale al rec-
tangulo comprendido por el lado de la figura y una recta
igual a la suma de las rectas que unen los lados'"" del poli-
gono y que son paralelas a la recta que subtiende dos lados 10
del poligono.

Sea ABI'A un circulo méximo de la esfera, y en él inscri-
base un poligono equilatero cuyo niimero de lados sea mul-
tiplo de cuatro, y a partir del poligono inscrito considérese
inscrita en la esfera una figura''® y tracense las rectas Ez, 15
He, I'A, KA, MN que sean paralelas a la recta que subtiende
dos lados y péngase un circulo £ el cuadrado de cuyo radio
equivalga al rectdngulo comprendido por AE y una recta
igual a la suma de EZ, H®, TA, KA, MN.

A
E V4
H ® %
r A )
K A
M N
B

Digo que ese circulo es igual a la superficie de la figura 20
inscrita en la esfera.

17 Deberia decir «angulos», como ocurria mas atras, Prop. 21.
118 La figura inscrita estaria compuesta por el cono AEZ y los troncos
de cono EZHe, HeI'A, etc.
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Pénganse los circulos 0, I1, P, I, T, Y y equivalga el cua-
drado del radio de o al rectangulo comprendido por EA y la
mitad de EZ; y equivalga el cuadrado del radio de 11 al rec-
tangulo comprendido por EA y la mitad de la suma de EZ,
HO, y equivalga el cuadrado del radio de P al rectangulo
comprendido por EA y la mitad de la suma de He, I'a; y
equivalga el cuadrado del radio de = al rectangulo compren-
dido por EA v la mitad de la suma de I'A, KA; y equivalga el
cuadrado del radio de T al rectdngulo comprendido por AE y
la mitad de la suma de KA, MN; y equivalga el cuadrado del
radio de v al rectangulo comprendido por AE y la mitad de
MN.

Por ello el circulo 0 es igual a la superficie del cono AEZ
[Prop. 14]; el 11, a la superficie conica que queda entre EZ,
Ho [Prop. 16]; el p, a la que queda entre HO, I'A [id.] el =, a la
que queda entre AT, KA [id.] y, ademas, el T es igual a la su-
perficie conica que queda entre KA, MN [id.]; y el Y es igual
a la superficie de cono MBN [Prop. 14]. Luego la suma de
todos los circulos es igual a la superficie de la figura ins-
crita,

Y es evidente que la suma de los cuadrados de los radios
de o, 1, », 5, T, Y equivale al rectingulo comprendido por AE
y dos veces la suma de las mitades de Ez, HO, I'A, KA, MN,
que es la suma de Ez, H®, I'A, KA, MN enteras. Luego la suma
de los cuadrados de los radios de los circulos 0, I, P, %, T, Y
equivale al rectdngulo comprendido por AE y la suma de to-
das las rectas Bz, HO, I'A, KA, MN [por hip6t.]. Pero también
el cuadrado del radio del circulo = equivale al rectangulo
comprendido por AE y la recta compuesta por todas las rec-
tas EZ, HO, T'A, KA, MN; luego el cuadrado del radio del cir-
culo g equivale a la suma de los cuadrados de los radios de
0, I, p, %, T, Y. Luego el circulo £ es igual a la suma de los
circulos 0, I1, P, £, T, Y. Y se habia demostrado que la suma
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de los circulos 0, 11, P, %, T, Y era igual a la superficie de la

figura mencionada.

Luego el circulo = sera también igual a la superficie de

la figura.

ProposicioN 25

La superficie de la figura inscrita en la esfera compren-
dida por superficies conicas es menor que el cuddruplo del

circulo mdximo de los de la esfera.

Sea aBra un circulo maximo en la esfera, e inscribase
equilatero cuyo numero de lados sea
multiplo de cuatro, y a partir de él considérese una superfi-

~en él un poligono'’®

cie comprendida por superficies conicas.

Digo que la superficie de la
figura inscrita es menor que el
cuadruple del circulo maximo
de los de la esfera.

Tracense las rectas EI, oM
que subtienden dos lados del
poligono y, paralelas a éstas, las
rectas ZK, AB, HA, y pongase un
circulo P el cuadrado de cuyo
radio equivalga al rectangulo
comprendido por EA y una recta
igual a la suma de El, ZK, BA,
HA, OM.

19 [De nitmero par de dngulos).

H
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Por lo demostrado anteriormente [Prop. 24], el circulo
es igual a la superficie de la figura mencionada. Y puesto
que se habia demostrado que la recta igual a la suma de Ef,
ZK, BA, HA, ©M es a Al —el diametro del circulo— como I'E
a Ea [Prop. 21], entonces el rectingulo comprendido por
una recta igual a la suma de las rectas mencionadas y EA
—es decir, el cuadrado del radio del circulo p [por hipot.]—
es igual al rectangulo comprendido por AL, I'E [Elem. VI
16].

Pero el rectangulo comprendido por A, TE es menor
que el cuadrado de Ar [Elem. 111 15]; luego el cuadrado del
radio de P es menor que el cuadrado de ar'?°. Luego el
circulo P es menor que el cuadruple del circulo maximo. Y
se habia demostrado que el circulo P era igual a la superficie
de la figura mencionada.

Luego la superficie de la figura es menor que el cuadru-
ple del circulo maximo de los de la esfera.

PrOPOSICION 26

La figura inscrita en la esfera comprendida por superfi-
cies conicas es igual al cono que tiene por base un circulo
igual a la superficie de la figura inscrita en la esfera y altu-

20 [Luego el radio de P es menor que Al de manera que el didmetro
del circulo P es menor que el doble del didmetro del circulo ABra, y en-
tonces dos didmetros del civculo ABra son mayores que el didmetro del
circulo P, y el cuddruple del cuadrado del didmetro del circulo ABr4
—es decir, Al— es mayor que el cuadrado del didmetro del circulo P. Y
el cuddruplo del cuadrado de lado Ares al cuadrado del didmetro del cir-
culo P como cuatro veces el circulo ABr4 es al circilo P]. Aunque la ex-
presion es algo farragosa, el razonamiento es correcto.
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ra igual a la perpendicular trazada desde el centro de la es-
fera hasta un lado del poligono.

Sea la esfera y ABr'A un circulo maximo en ella y lo de-
mas igual que en la proposicién anterior, v sea P un cono
recto que tenga por base la superficie de la figura inscrita en
la esfera y la altura igual a la perpendicular trazada desde el
centro de la esfera hasta un lado del poligono.

Se ha de demostrar que el cono P es igual a la figura ins-
crita en la esfera.

A partir de los circulos cuyos
didmetros son las rectas ZN, HM,

OA, IX, constrilyanse conos que
tengan por vértice el centro de la
esfera.

Asi, habra un rombo sdlido
(compuesto) por el cono cuya N =T z
base es el circulo de diametro zN \ “

y su vértice el punto A y por el \
cono cuya base es ese mismo B
circulo y su vértice el punto X.
Es igual al cono que tiene por A e
base la superficie del circulo K 1

NAzZ y la altura igual a la per- r

pendicular trazada desde X'*' [Prop. 18]. Ademas, la figura
restante en torno'** al rombo —la comprendida por la su-
perficie cénica que queda entre los planos paralelos co-
rrespondientes a las rectas ZN, HM y las superficies de los

121 Entiéndase «la perpendicular trazada desde x hasta Az».

122 Gr. perileleimménon, Participio medio del verbo perileips, designa
el resto de una operacion de sustraccion entre dos elementos geomé-
tricos (lineas, dreas o volimenes); (Cf. MuGLER, Dictionnaire..., art. peri-
leipein). El nombre correspondiente a este adjetivo verbal seria perileim-
ma; sobre este término, cf. nota a propdsito en la Prop. 19.

20

25
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conos ZNX y HMX—— es igual al cono que tiene su base igual
a la superficie conica que queda entre los planos paralelos
correspondientes a MH, ZN y la altura igual a la perpendicu-
lar trazada desde X hasta zH. Pues eso ya se ha demostrado
[Prop. 20]. Y la parte restante del cono —la comprendida
por la superficie conica que queda entre los planos paralelos
correspondientes a HM, BA y la superficie del cono MHX y el
circulo de diametro Ba— es igual al cono que tiene su base
igual a la superficie del cono que queda entre los planos co-
rrespondientes a HM, BA y la altura igual a la perpendicular
trazada desde X hasta BH [Prop. 19].

De modo semejante, también en la otra semiesfera el
rombo XKI'T y las figuras restantes en torno a los conos se-
ran iguales a otros tantos conos de las mismas caracteristi-
cas que los conos que acabamos de describir.

Es evidente, por tanto, que también toda la figura inscri-
ta en la esfera es igual a la suma de todos los conos indica-
dos. Y la suma de los conos es igual al cono p, puesto que el
cono P tiene una altura igual a la de cada uno de los conos
dichos y la base igual a la suma de las bases de todos ellos
[Lema 1 a Prop. 16].

Asi que es evidente que la figura inscrita en la esfera es
igual al cono propuesto.

Proprosicion 27

La figura inscrita en la esfera comprendida por superfi-
cies conicas es menor que el cuddruple del cono que tiene
su base igual al circulo maximo de los de la esfera y su al-
tura igual al radio de la esfera.

Sea P un cono que sea igual a la figura inscrita en la es-
fera, que tenga la base igual a la superficie de la figura ins-
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crita y la altura igual a la perpendicular trazada desde el
centro del circulo hasta un lado del poligono inscrito [Prop.
26] y sea = un cono que tenga su base igual al circulo ABIA, 20
y por altura el radio del circulo ABIA.

U]

fan)
-

Puesto que el cono P tiene su base igual a la superficie
de la figura inscrita en la esfera y su altura igual a la per- 25
pendicular trazada desde X hasta AZ y puesto que se habia
demostrado que la superficie de la figura inscrita es menor
que el cuddruple del circulo maximo de los de la esfera
[Prop. 25], entonces la base del cono P serd menor que el
cuadruple de la base del cono =; y también la altura del 106
cono P es menor que la altura del cono =. Por tanto, puesto
que el cono P tiene su base menor que el cuddruple de la
base de = y la altura menor que su altura, es evidente que 5
el propio cono P es menor que el cuddruple del cono =. Pe-
ro el cono p es igual a la figura inscrita [por hip6t.].

Luego la figura inscrita es menor que el cuadruple del
cono =,



168 SOBRE LA ESFERA Y EL CILINDRO

10 Proposicion 28 1%

Sea en la esfera un circulo maximo ABI'A y en torno al

circulo ABrA circunscribase un poligono equilatero y equian-

15 gulo y sea su numero de lados multiplo de cuatro y quede

comprendido el poligono circunscrito al circulo por un cir-
culo circunscrito a €l con el mismo centro que ABLA,

‘ z Permaneciendo fija EH,
higase girar el plano EZHE
en el que estan el poli-
gono y el circulo. Es evi-
dente que la circunferen-

%

20 Bl u cia del circulo ABrA se
K
o

B

desplazard segtin la su-
petficie de la esfera, y
que la circunferencia del
EZH® se desplazara segliin
la superficie de otra esfe-
ra con el mismo centro que la menor; y los puntos de contac-
to en los que son tangentes los lados describen en la esfera

123 Como en la proposicién 23, también en ésta falta el enunciado.
STaMaTIs —en «Apynhdelan, Platon 19 (1967), 151— ha propuesto res-
tituir el enunciado desaparecido en los siguientes términos: «Si se cir-
cunscribe a un circulo méximo de la esfera un poligono equildtero y
equidngulo cuyo nimero de lados sea muiltiplo de cuatro, y permanecien-
do fijo el didmetro del circulo que contiene al poligono se le hace girar
hasta que vuelva a la misma posicién desde la que empez6 a moverse, la
superficie de la figura circunscrita a la esfera serd mayor que la superficie
de la esferan.
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menor circulos perpendiculares al circulo ABTA v los dngu- 25
los del poligono —salvo los que tienen por vértice los pun-
tos E, H— se desplazaran por la superficie de la esfera
mayor segun las circunferencias de circulos trazados per-
pendiculares al circulo EzHe, y los lados del poligono se 108
desplazaran segun superficies conicas como en las proposi-
ciones anteriores a ésta [Prop. 23-27]. Entonces, la figura
comprendida por las superficies conicas estard circunscrita a

la esfera menor e inscrita en la mayor.

Que la superficie de la figura circunscrita es mayor que s
1a superficie de la esfera se demostrara asf:

Sea la recta Ka el diametro de un circulo de los de la es-
fera menor, siendo K, A los puntos en los que los lados del
poligono circunscrito son tangentes al circulo ABrA. Dividi- 10
" da la esfera mediante el plano que pasa por Ka, perpendicu-
lar al circulo ABr'A, también la superficie de la figura cir-
cunscrita a la esfera quedara cortada mediante ¢l plano. Y es
evidente que tienen los mismos limites en un plano, pues el 15
lfmite de ambas figuras planas es la circunferencia del circu-
lo de didmetro KA y perpendicular al circulo ABrA. Y ambas
superficies son cdncavas hacia el mismo lado, y una de ellas
esta comprendida por la otra superficie y la de la figura pla- 20
na que tiene los mismos limites. Luego la superficie com-
prendida del casquete de esfera es menor que la superficie
de la figura circunscrita a ella [Post. 4].

De manera semejante, también la superficie del casquete
restante de la esfera es menor que la superficie de la figura 25
circunscrita a ella.

Por tanto, es evidente que también la superficie entera
de la esfera es menor que la superficie de la figura circuns-
crita a ella.
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PRrROPOSICION 29

La superficie de la figura circunscrita a la esfera es
igual a un circulo {tal que) el cuadrado de su radio equiva-
le al rectangulo comprendido por un lado del poligono y
una recta igual a la suma de todas las que unen los angulos
del poligono y son paralelas a una de las rectas que sub-
tienden dos lados del poligono.

La figura circunscrita a la esfera menor esta inscrita en
la esfera mayor '*,

Y se ha demostrado que la superficie de la figura inscri-
ta en la esfera comprendida por las superficies conicas es
igual a un circulo (tal que) el cuadrado de su radio equivale
al rectangulo comprendido por un lado del poligono y una
recta igual a la suma de todas.las rectas que unen los angu-
los del poligono y son paralelas a alguna de las que subtien-
den dos lados del poligono [Prop. 24].

Luego es evidente lo recién dicho.

ProrosicioN 30

La superficie de la figura circunscrita a la esfera es ma-

20 yor que el cuddruple del civculo maximo de los de la esfera,

124 También en esta proposicion se han producido alteraciones: ni si-
quiera se advierte al lector —como suele hacer Arquimedes en ocasiones
semejantes— de que en esta demostraciéon se utiliza la misma construc-
¢ién que en la proposicion anterior.



LIBRO I 171

Sean la esfera y el circulo y lo demas lo mismo que en las
proposiciones anteriores, y el circulo A sea igual a la superfi-
cie de la figura propuesta circunscrita a la esfera menor.

4
K
M|B

A

¢}

Puesto que en el circulo EZHe se ha inscrito un poligono 25
equilatero de nimero par de angulos, la suma de las rectas
que unen los lados del poligono y que son paralelas a ze
guardan con Z® la misma razon que ©K con KZ [Prop. 21]. 1z
Por tanto, la figura comprendida por un lado del poligono y
la recta igual a la suma de todas las que unen los angulos
del poligono es igual al rectangulo comprendido por zex s
[Elem. VI 16].

De manera que el cuadrado del radio del circulo A equi-
vale al rectangulo comprendido por zex [Prop. 29]. Por tan-
to, el radio del circulo A es mayor que oK', Y oK es igual

al didgmetro del circulo ABrA!?S,

125 Ya que zo > oK (Elem. TIT 15).

126 Heiberg secluye del texto la frase [Porque es el doble de xu, que es
el radio del circulo ABra] que aparece en este punto del texto, ya que
parece haber sido incluida en él por un copista conocedor del correspon-
diente Comentario de Eutocio (36, 22 y ss.).
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Por tanto es evidente que el circulo A —es decir, la su-
perficie de la figura circunscrita a la esfera menor— es ma-
yor que el cuddruple del circulo maximo de los de la esfera.

Prorosicion 31

La figura circunscrita a la esfera menor es igual a un
cono que tiene por base un circulo igual a la superficie de
la figura y la altura igual al radio de la esfera.

La figura circunscrita a la esfera menor estd inscrita en
la esfera mayor. Y se ha demostrado que la figura inscrita
comprendida por superficies conicas es igual a un cono que
tiene por base un circulo igual a la superficie de la figura
y la altura igual a la perpendicular trazada desde el centro de
la esfera hasta un lado del poligono. Y esta recta es igual al
radio de la esfera menor [Prop. 26].

Luego es evidente lo propuesto.

COROLARIO

A partir de esto estd claro que la figura circunscrita a
la esfera menor es mayor que el cuddruple del cono que
tiene por base el circulo maximo de los de la esfera y por
altura el radio de la esfera'™

127 Heiberg, que secluye por redundantes los pasajes que recogemos en
las dos notas siguientes, sospecha que se deba secluir también el texto
desde este punto hasta el final del corolario argumentando que lo caracte-
ristico de los corolarios es, precisamente, no requerir demostracion.
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Puesto que la figura es igual a un cono que tiene su base
igual a la superficie de esa figura y la altura igual '® al radio
de la esfera menor [Prop. 31}, la superficie de la figura cir-
cunscrita a la esfera es mayor que el cuadruple del circulo
maximo de los de la esfera [Prop. 30]; luego la figura cir-
cunscrita en torno a la esfera serd mayor que el cuadruple
del cono que tiene por base el circulo maximo y por altura
el radio de la esfera, puesto que también el cono que es
igual a ella es mayor que el cuadruple del cono dicho '%.

ProrosicioN 32

Si hay en la esfera una figura inscrita y otra circunscri-
ta, construidas a partir de poligonos semejantes de la mis-
ma manera que en las proposiciones anteriores, la superfi-
cie de la figura circunscrita guarda con la superficie de la
inscrita una razon que es el cuadrado de la que guardan el
lado del poligono circunscrito al circulo maximo con el la-
do del poligono inscrito en el mismo circulo; y la propia fi-
gura™ guarda con la figura una razén que es el cubo de

aquella misma razon.

Sea en la esfera el circulo ABrA, e inscribase en él un
poligono equilatero y sea multiplo de cuatro su numero de
lados, y circunscribase al circulo otro semejante al inscrito;
y ademas, sean los lados del poligono circunscrito tangentes
al circulo en el punto medio de los arcos cortados por los

128 14 la perpendicular trazada desde el centro de la esfera hasta un
lado del poligono, es decir}.

129 [Pues tiene la base mayor que el cuddruple y la misma altura].

130 [ Circunscrital.
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lados del poligono inscrito; y sean EH, ze diametros mu-

10 tuamente perpendiculares del circulo que comprende al po-
ligono circunscrito y estén dispuestos de modo semejante a
los diametros AL, BA y considérese que se trazan rectas que
unan los angulos opuestos del poligono y que sean paralelas

15 entre si y a ZBA®. Si, permaneciendo fijo el diametro EH, se
desplazan en torno a la circunferencia del circulo los peri-
metros de los poligonos, una figura estara inscrita en la esfe-
ray la otra circunscrita.

(D H

Se ha de demostrar que la superficie de la figura cir-
cunscrita guarda con la superficie de la inscrita una razén

20 que es el cuadrado de la razén de EA con AK, y que la figura

circunscrita guarda con la inscrita una razédn que es el cubo
de la misma razon.
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Sea el circulo M igual a la supetficie de la figura circunscrita
a la esfera y el N igual a la superficie de la inscrita. Entonces, el
cuadrado del radio de M equivale al rectangulo comprendido
por EA y una recta igual a la suma de todas las que unen los an-
gulos del poligono circunscrito [Prop. 29]; y el cuadrado del ra-
dio de N equivale al rectangulo comprendido por AK y una recta
igual a la suma de todas las que unen los angulos ! [Prop. 24].
Y puesto que los poligonos son semejantes, también serian seme-
jantes las areas comprendidas por las lineas dichas'®2.

Por tanto es evidente que la superficie de la figura cir-
cunscrita a la esfera guarda con la superficie de la figura
inscrita en la esfera una razon que es ¢l cuadrado de la razén
de EA con AK.

Témense dos conos O, E y sea ¢l cono =, que tiene por
base el circulo z, igual a M, y ¢l cono 0, que tiene por base
el circulo 0, igual a N; y por altura tengan el cono = el radio
de la esfera y el cono 0 la perpendicular trazada desde el
centro al lado AK.

Entonces, ¢l cono = es igual a la figura circunscrita a la
esfera [Prop. 31] y el cono 0, a la inscrita [Prop. 26]**. Y
puesto que los poligonos son semejantes [por hipdt.], EA
guarda con AK la misma razdn que el radio de la esfera con

Bl «Del poligono inscritoy, se entiende.

132 [Es decir, por las que van hasta los dngulos o los lados de los poli-
gonos, de manera que guardan entre si la misma razon, a saber: el cua-
drado de la que guardan los lados de los poligonos. Pero también la ra-
z0n que guardan los rectdngulos comprendidos por las lineas indicadas es
el cuadrado de la que guardan entre si los radios de los circulos M, N; de
manera que también los didmetros de M, N guardan la misma razén que
los lados de los poligonos. Y los circulos que son iguales a las superficies
del circunscrito y del inscrito guardan entre si una razon que es la de los
cuadrados de sus diametros].

133 [Eso ya se ha demostrado).
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la perpendicular trazada desde el centro de la esfera hasta
AK. Luego la altura del cono = guarda con la altura del cono
0 la misma razén que EA con AK. Por otro lado, el didmetro
del circulo M guarda con el didmetro del circulo N la misma
razon que guarda EA con AK. Luego los diametros de las ba-
ses de los conos =, 0 guardan la misma razén que las altu-
ras** y por eso el cono = guarda con el cono 0 una razén
que es el cubo de la del didmetro del circulo M con el dia-
metro del circulo N [Elem. X 12].

Es evidente, por tanto, que también la figura circunscrita
guardara con la inscrita una razon que sera el cubo de la de
EA con AK.

Prorosicion 33

La superficie de toda esfera es el cuddruple del circulo
mdximo de los que hay en ella.

Haya una esfera y sea el circulo A el cuddruple de su
circulo maximo.

Digo que el circulo A es igual a la superficie de la esfera.

Pues si no, o es mayor o es menor.

Sea primero mayor la superficie de la esfera que la del
circulo.

La superficie de la esfera y el circulo A son dos magnitu-
des desiguales; entonces es posible tomar dos rectas desigua-
les de tal manera que la mayor guarde con la menor una razén
menor que la que guarda la superficie de la esfera con el cir-
culo [Prop. 2]. Témense las rectas B, I' y sea A media propor-
cional de B, I'; v considérese la esfera cortada mediante un

134 [Pues son semejantes].
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plano que pase por el centro segun el circulo EZHO, y considé-
rese en el circulo un poligono inscrito y otro circunscrito de
manera que el circunscrito sea semejante al poligono inscrito
y que el lado del circunscrito guarde una razén menor'* que
la que guarda B con A [Prop. 3],

Entonces, la superficie de la
figura circunscrita a la esfera guar-
da con la superficie de la figura
inscrita una razén menor que la
supetficie de la esfera con el circu-
lo A. Lo cual es imposible, pues la
superficie de la figura circunscrita
es mayor que la superficie de la
esfera [Prop. 28], mientras que la
superficie de la figura inscrita es
menor que el circulo A [Prop.
25] 137'

Luego la superficie de la esfera
no es mayor que el circulo A,

Y afirmo que tampoco es
menor.

Pues si es posible, séalo.

135 Entiéndase «guarde {con el lado del poligono inscrito) una razén
menor...». L.a misma falta se produce repetidamente, y hemos de tomarla
por omisién del transcriptor.

136 1Y entonces el cuadrado de la razén es menor que el cuadrado de
la razén. Y la razén de B a I'es el cuadrado de la de B a 4, y la de la su-
perficie del sélido circunscrito con la superficie del inscrito es el cuadra-
do de la del lado del poligono circunscrito con el lado del inscrito].

37 [Pues se ha demostrado que la superficie de la inscrita es menor
que el cuadruple del circulo maximo de los de la esfera, y el cuddruple
del circulo mdximo es el circulo 4]: La interpolacion recoge lo demostra-
do en la Prop. 25.

5
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E, igualmente, hallense las rectas B, I' de manera que B
guarde con I' una razon menor que la que guarda el circulo
A con la superficie de la esfera [Prop. 2], y sea A media pro-
porcional de B, T; e inscribanse y circunscribanse de nue-
vo'?® de manera que la superficie del circunscrito guarde'*
una razén menor que B con A [Prop. 314

Por tanto, la superficie de la figura circunscrita guarda
con la superficie de la inscrita una razén menor que'#! el
circulo A con la superficie de la esfera. Lo cual es imposi-
ble, pues la superficie de la figura circunscrita es mayor que
el circulo A [Prop. 30}, y la superficie de la inscrita menor
que la superficie de la esfera [Prop. 23].

Luego la superficie de la esfera no es menor que el cir-
culo A. Y se habia demostrado que tampoco era mayor:
Luego la superficie de la esfera es igual al circulo A, es de-
cir, al cuadruple del circulo maximo.

Prorosicion 34

La esfera entera es el cuddruple del cono que tiene la
base igual al circulo mdximo de los de la esfera y por altura
el radio de la esfera.

Sea una esfera y en ella el circulo maximo ABTA,

138 (Poligonos semejantesy, se entiende.

13% Como ma4s atras, entiéndase «guarde {con la superficie del inscri-
to) una razon menor...».

190 [Luego también sus cuadrados].

Wl [g con I Y B guarda con I'una razén menor que).
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Si la esfera no es el cuadruple del cono indicado, sea, si 20
es posible, mayor que el cuadruple.

K B

Sea el cono g, que tiene por base el cuadruple del circulo
ABIA y la altura igual al radio de la esfera.

U]

Asi, la esfera es mayor que el cono =. La esfera y el co-
no seran dos magnitudes desiguales. Entonces, es posible 25
tomar dos rectas desiguales de manera que la mayor guarde
con la menor una razén menor que la que guarda la esfera
con el cono = [Prop. 2]. Sean tomadas las rectas K, H 'y, por
otro lado, las rectas I, ® de manera que unas a otras se exce- 126
dan en la misma magnitud, larectak alaiylaralaeylae
a la ', y considérense ademas en el circulo ABI'A un poli-
gono inscrito, cuyo numero de lados sea multiplo de cuatro,
y otro circunscrito semejante al inscrito, igual que en las s
proposiciones anteriores, y guarde el lado del poligono cir-
cunscrito con el del inscrito una razén menor que la que
guarda X con 1 [Prop. 3], y sean AT, BA didmetros perpen-
diculares entre si.

142 «La cuestidn propuesta consiste en, dadas dos rectas, hallar dos
términos proporcionales en proporcidn aritmética» (Eut., 40, 10y ss.).
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Entonces si, permaneciendo fijo el didmetro AT, se des-
plaza en torno a él el plano en que estan los poligonos,
habra unas figuras —una inscrita en la esfera y otra circuns-
crita— y la circunscrita guardard con la inscrita una razén
que es el cubo de la que guarda el lado del poligono cir-
cunscrito con el del inscrito en el circulo ABr'A [Prop. 32]. Y
el lado guarda con el lado una razén menor que la que guar-
da x con I [por hipét.]. De manera que la figura circunscrita
guarda > una razén menor que el cubo de la razén de K con
1. También K guarda con H una razdn mayor que el cubo de
la que guarda K con 1'*. Entonces, con mayor motivo, la fi-
gura circunscrita guarda con la inscrita una razén menor que
la que guarda K con H., Y K guarda con H una razén menor
que la que guarda la esfera con el cono = [por hipét.]. Y lo
mismo tomando la proporcidn en alternancia [Elem. V 16]:
lo cual es imposible. Pues la figura circunscrita es mayor
que la esfera [Prop. 28] y la inscrita menor que el cono &
[Prop. 271'%.

Luego la esfera no es mayor que el cuadruple del cono
dicho.

Sea, si es posible, menor que el cuadruple, de manera
que la esfera sea menor que ¢l cono E.

Toémense las rectas K, H de manera que K sea mayor que
H y guarde con ella una razén menor que la que guarda el
cono = con la esfera [Prop. 2] y pénganse las rectas @, I co-
mo antes y considérense en el circulo ABI'A un poligono ins-
crito y otro circunscrito, de manera que el lado del circuns-

143 Sobreentiéndase: «con la inscrita.

144 [Esto se hace evidente mediante los lemas].

45 [Porque el cono = es el cuddruple del cono que tiene su base igual
al circulo 4BrA y la altura igual al radio de la esfera, mientras que la fi-
gura inscrita es menor que el cuddruple de dicho conol: la interpolacién
admite como argumento la tesis pendiente de prueba.
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crito guarde con el lado del inscrito vna razén menor que la
que guarda K con I [Prop. 3], y esté lo demds dispuesto del
mismo modo que en las proposiciones anteriores.

Entonces también la figura sélida circunscrita guardara
con la inscrita una razén que sea el cubo de la que guarda el 15
lado del poligono circunscrito al circulo ABT'A con el del ins-
crito [Prop. 32]. Y el lado guarda con el lado una razén me-
nor que la que guarda K con I [por hipé6t.]. Por tanto, la
figura circunscrita guardara con la inscrita una razén menor 20
que el cubo de la que guarda x con 1. Y K guarda con H una
razén mayor que el cubo de la que guarda X con 1'%, De
modo que la figura circunscrita guarda con la inscrita una
razén menor que la de K con H. Y K guarda con H una razén 2s
menor que el cono = con la esfera [por hipét.]. Lo cual es
imposible, pues la figura inscrita es menor que la esfera
[Prop. 28] y la circunscrita mayor que el cono = [Prop. 31,
corol.].

Luego la esfera tampoco es menor que el cuadruple del
cono que tiene la base igual al circulo ABI'A y la altura igual 130
al radio de la esfera. Y se habia demostrado que tampoco
era mayor. Luego es el cuadruple.

COROLARIO

Una vez demostrado lo anterior, es evidente que todo ci-
lindro que tenga por base el circulo maximo de los de la es-
fera y la altura igual al didmetro de la esfera es una vez y
media la esfera, y su supetficie, incluidas las bases, es una
vez y media la superficie de la esfera.

146 V. mas atras, n. 144,
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El cilindro antes indicado es el séxtuple del cono que
tiene la misma base y la altura igual al radio, y se ha demos-
trado que la esfera es el cuadruple de ese mismo cono [Prop.
34]. Es evidente, por tanto, que el cilindro es una vez y me-
dia la esfera.

Y ala vez, puesto que se ha demostrado que la superfi-
cie del cilindro sin las bases es igual a un circulo cuyo radio
es media proporcional entre la generatriz del cilindro y el
diametro de la base [Prop. 13}, y que la generatriz del men-
cionado cilindro circunscrito a la esfera es igual al didmetro
de la base 'V, y que el circulo que tiene el radio igual al dia-
metro de la base es el cuadruple de la base [Elem. X1I 2]
—es decir, del circulo maximo de los de la esfera—, enton-
ces la superficie del cilindro excluidas las bases serd el
cuadruple del circulo maximo. Entonces la superficie entera
del cilindro incluidas las bases sera el séxtuple del circulo
maximo. Y también la superficie de la esfera es el cuadruple
del circulo maximo. Luego toda la superficie del cilindro es
una vez y media la superficie de la esfera.

PROPOSICION 35

La superficie de la figura inscrita en un casquete de la
esfera es igual a un circulo el cuadrado de cuyo radio equi-
vale al rectangulo comprendido por un lado del poligono
inscrito en el segmento del circulo mdximo y la recta igual
a la suma de todas las paralelas a la base del segmento mads
la mitad de la base del segmento.

47 [Es evidente que la media proporcional de ambos es igual al did-
metro de la basel].
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Sea una esfera y en ella un casquete cuya base sea el
circulo del didmetro AH'*®, y sea AH® un circulo méximo y
ATE®ZAH un poligono con un niimero par de lados ' excep-
to el lado aH, y tomese el circulo A, el cuadrado de cuyo ra-
dio equivale al rectangulo comprendido por el lado A" y por
la suma de Ez, TA mas la mitad de la base, es decir, de AK.

A
©

/
r[ A
AN K

Se ha de demostrar que el circulo es igual a la superficie
de la figura.

Toémese el circulo M, el cuadrado de cuyo radio equivale
al rectangulo comprendido por el lado Ee y la mitad de
Ez. El circulo M es igual a la superficie del cono cuya base
es el circulo de diametro EZ y su vértice el punto e [Prop.
14]. Témese también otro circulo N, el cuadrado de cuyo
radio equivalga al rectangulo comprendido por EI" y la mitad
de la suma de Ez, I'A. Entonces, éste serd igual a la superfi-
cie del tronco de cono comprendido entre los planos parale-
los correspondientes a gz, r'a [Prop. 16]. E, igualmente, to-
mese otro circulo = el cuadrado de cuyo radio equivale al

rectangulo comprendido por AT y la mitad de la suma de ra,
AH. Y éste también es igual a la superficie troncocdnica

jan

Y8 [Inscribase en él una figura, como se ha dicho, comprendida por
superficies conicas].
149 Se ha de sobreentender «y equildtero»,
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comprendida entre los planos paralelos correspondientes a
AH, I'A [Prop. 16].

Entonces, la suma de todos los circulos serd igual a la
superficie entera de la figura, y la suma de los cuadrados de
sus radios equivaldra al rectingulo comprendido por un la-
do, AI', y una recta igual a la suma de EZ, I'A més la mitad de
la base aK. Y el cuadrado del radio del circulo A equivalia a
esa misma area [por hipot.].

Luego el circulo A sera igual a la suma de los circulos
M, N, &, de manera que también a la superficie de la figura
inscrita.

PROPOSICION 36170

Cortese la esfera mediante un plano que no pase por el
centro y sea en ella AEZ un circulo maximo que corta per-
pendicularmente al plano secante, ¢ inscribase en el seg-
mento ABI" un poligono equilatero y de niimero par de angu-
los '*! excepto la base AB.

De modo semejante a las proposiciones anteriores [Prop.
23], si, permaneciendo fija I'z, se hace girar la figura, los
angulos A, E, A, B se trasladaran segtn circulos cuyos did-
metros seran AE, AB; y los lados del segmento se trasladaran

150 1.2 evidente forma andmala de la proposicion —carente de enun-
ciado, con varias faltas de expresion, trastocada de lugar (su sitio adecua-
do seria intercambiar la posicion con la Prop. 35)— y los resultados, bien
pobres para los que suele alcanzar Arquimedes, han hecho pensar en una
actuacion especialmente incorrecta del transcriptor e, incluso, en la
posibilidad de que toda ella haya de ser secluida.

151 De acuerdo con la expresion que sigue, «excepto la basey, aqui
esperariamos un «de nimero par de lados».
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segln una superficie conica'*?; y la figura resultante serd un
sélido comprendido por superficies conicas que tendrd por 136
base un circulo cuyo didmetro es AB y su vértice I,

Al igual que en las proposi-
ciones anteriores, tendra la super-
ficie menor que la superficie del
casquete que lo contiene. Pues
ambos —el casquete y la figura—
tienen el mismo limite en el plano 5
—Ila circunferencia del circulo
cuyo didmetro es AB— y ambas
superficies son cdncavas hacia el
mismo lado y la una estd comprendida por la otra [Postul. 4].

r

A B

z

PrePOSICION 37

La superficie de la figura inscrita en el casquete de la
esfera es menor que el circulo cuyo radio es igual a la recta
trazada desde el vértice del casquete hasta la circunferen-
cia del circulo que es la base del casquete.

0

Sea una esfera y en ella el circulo maximo ABEZ, y sea 15
un casquete en la esfera cuya base sea el circulo de didmetro
AB'® y lo demds, igual, siendo @A el didmetro de la esfera,

y trazadas las cuerdas AE, @A; y sea M un circulo cuyo radio 20
sea igual a A@.

152 Evidentemente, como ya hizo notar Heiberg, se trasladardn segin
«superficies conicas», no segiin una sola.

153 [E inscribase en él la figura dicha y un poligono en el segmento de
cireulo].
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Se ha de demostrar que el circulo M es mayor que la su-
perficie de la figura.

Se ha demostrado que
la superficie de la figura es
igual a un circulo el cuadra-
do de cuyo radio equivale al
rectangulo comprendido por
E® y la suma de Ez, I'A, KA
[Prop. 35]. Por otro lado, se
ha demostrado que el rec-
tangulo comprendido por E®
y la suma de Ez, I'A, KA es
ignal al rectangulo com-

prendido por EA, Ko [Prop. 22, Elem. VI 16]. Y el rectangu-
lo comprendido por EA, K@ es menor que el cuadrado de la-
do a@ ™,
Por tanto, esta claro que el radio del circulo que es igual
5 a la superficie de la figura es menor que el radio de m.
Luego es evidente que el circulo M es mayor que la su-
perficie de la figura [Elem. XII 2].

25

138

PrOPOSICION 38

10 La figura inscrita en el casquete comprendida por su-
perficies conicas mas el cono que tiene por base la misma
que la figura y por vértice el centro de la esfera es igual al
cono que tiene su base igual a la superficie de la figura y la
altura igual a la perpendicular trazada desde el centro de

15 la esfera hasta un lado de los del poligono.

154 [Pues es menor que el rectangulo comprendido por A6, Kél.
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Sea una esfera y en ella un circulo maximo y un seg-
mento ABI' menor que un semicirculo y sea E el centro, e
inscribase en el segmento ABI un poligono de nimero par
de lados ' excepto AT, igual que en las proposiciones ante-
riores y, permaneciendo fija BA, produzca la esfera, al des-
plazarse alrededor, una figura comprendida por superficies
cbnicas, y a partir del circulo de didmetro Al constriyase un
cono que tenga por vértice el centro; y tdmese el cono K que
tenga la base igual a la superficie de la figura y la altura
igual a la perpendicular trazada desde el centro E hasta un
lado del poligono.

Se ha de demostrar que el H
cono K es igual a la figura com-
prendida'® junto con el cono
‘AEI. A

Constriyanse también conos
sobre los circulos de diametros
6H, AZ que tengan por vértice el
punto E. Entonces, el rombo sé-
lido HB@E es igual a un cono cuya base es igual a la superfi-
cie del cono HBO, y la altura igual a la perpendicular trazada

desde E hasta HB [Prop. 18], y la figura circundante ™, com-

prendida por la superficie que queda entre los planos parale-
los correspondientes a H®, ZA v las superficies conicas ZEA,
HE®, es igual al cono cuya base es igual a la superficie que

155 La mayor parte de los editores suplen: «y equilateron.
156 Entiéndase: «comprendida por las superficies conicasy».
157 Gr. perileimma: cf. n. 98 a la Prop. 19.

20
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queda entre los planos paralelos correspondientes a HO, ZA y
la altura igual a la perpendicular trazada desde E hasta zH
[Prop. 20]. A la vez, la figura circundante comprendida por
la superficie que queda entre los planos paralelos corres-
pondientes a zA, Ar' y las superficies cOnicas AEL, ZEA, es
igual a un cono cuya base es igual a la superficie que queda
entre los planos paralelos correspondientes a za, Al y la al-
tura igual a la perpendicular trazada desde E hasta zA [Prop.
20]. Entonces, la suma de los conos mencionados serd igual
a la figura mas el cono AEI". Y tienen la altura igual a la per-
pendicular trazada desde E hasta un lado del poligono, y las
bases iguales a la superficie de la figura AZHBOAT; y el cono
K tiene también la misma altura y la base igual a la superfi-
cie de la figura. Luego ¢l cono es igual a la suma de los co-
nos mencionados. Y se habia demostrado que la suma de los
conos mencionados era igual a la figura mas el cono AET.

Luego también el cono K es igual a la figura més el cono
AEL,

COROLARIO

A partir de esto es evidente que el cono que tiene por
base el circulo cuyo radio es igual a la recta trazada desde el
vértice del casquete hasta la circunferencia del circulo que
es base del casquete v la altura igual al radio de la esfera, es
mayor que la figura inscrita mas el cono.

Y '8 es que el cono recién mencionado es mayor que el
cono que es igual a la suma de la figura mas el cono que

158 Para Heiberg, el texto que sigue hasta el fin del corolario deberia
quiza ser secluido: en efecto, si el corolario es una deduccion evidente de
lo anterior y no requiere demostracion, lo que sigue es superfluo.
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tiene por base la base del casquete y el vértice en el centro,
es decir, el cono que tiene la base igual a la superficie de la 20
figura y la altura igual a la perpendicular trazada desde el
centro hasta un lado del poligono [Prop. 38]. Pues la base es
mayor que la base' y la altura mayor que la altura [Prop.
37].

ProprosiciON 39 25

Sea una esfera y en ella el circulo maximo ABI, y corte-
se ' menor que un semicirculo, el que corta AB, y sea A su
centro'%'; y desde el centro A tricense las rectas AA, AB hasta
A, B, y circunscribase al sector resultante un poligono!®?, y 144
en torno a él un circulo, Tendra el mismo centro que el cir-
culo ABI". Si, permaneciendo fija EK, el poligono, tras girar
en tomo a ella, vuelve a la misma posicion, el circulo cir-
cunscrito se desplazara segun la superficie de una esfera y s
los angulos del poligono describiran circulos cuyos didme-
tros, que son paralelos a AB, unen los angulos del poligono,
mientras que los puntos en los que los lados del poligono son
tangentes al circulo menor describen circulos en la esfera 10
menor cuyos didmetros seran las rectas, paralelas a AB, que
unen los puntos de tangencia, y los lados se desplazaran se-
gun superficies conicas, y la figura circunscrita cuya base es

159 [Eso ya se ha demostrado).

160 Sobreentiéndase «un casquete».

161 «Centro de la esfera», se entiende.

162 Probablemente, la redaccién original del texto de Arquimedes no
omitia indicar que el poligono ha de ser equilatero y de niimero par de la-
dos, excepto el correspondiente a la base del sector,
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el circulo de diametro zH estard comprendida por superficies
conicas.

15 La superficie de dicha figura es mayor que la superficie
del casquete menor cuya base es el circulo de diametro 4B.

Tricense las tangentes
T A AM, BN. Se desplazaran se-
gin una superficie conica, y
la figura generada por el po-

E
/
20 ZM
A B ligono AMOEANB tendra la
A superficie mayor que la del
casquete de la esfera cuya
base es el circulo de diame-
25

::z

tro AB'®* [Post. 4]. Pero la
superficie conica generada
por zZM, HN es mayor que la
generada por MA, NB. Pues ZM es mayor que MA ', y NH es
mayor que NB [Elem. III 18 y I 19]; y cuando esto se da, una
146 superficie es mayor que la otra superficie ',
Y es evidente, por tanto, que la superficie de la figura
circunscrita es mayor que la superficie del casquete de la es-
fera menor.

K

5 COROLARIO

Y estd claro que la superficie de la figura circunscrita al
sector es igual al circulo el cuadrado de cuyo radio equivale

163 [Tienen el mismo limite en un solo plano —el circulo de didmetro
4B—y el casquete estd contenido por la figura).

164 [ Pues subtiende un dngulo recto).

165 [Pues esto se ha demostrado en los lemas].
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al rectangulo comprendido por un lado del poligono y la
suma de todas las cuerdas que unen los angulos del poligo- 10
no mas la mitad de la base del poligono mencionado '*
[Prop. 35].

ProposicronN 40 15

La superficie de la figura circunscrita al sector es ma-
yor que el circulo cuyo radio es igual a la recta trazada
desde el vértice del casquete hasta la circunferencia del cir-

culo que es base del casquete. 0

z
Sea una esfera y en ella

un circulo maximo ABI'A y
el centro E, y circunscribase

A

5

2
0
M
al sector el poligono AKZ, y AL
en torno a él circunscribase
un circulo y resulte una fi-
gura como antes; y sea N un 2
circulo el cuadrado de cuyo
radio equivalga al rectingu- ;s
lo comprendido por un lado
del poligono y la suma de
todas las cuerdas'é’ més la
mitad de KA.
Pero el drea indicada es-igual al rectangulo comprendido 148
por M@ y zH [Prop. 22 y Elem. VI 16]'%. Entonces, el cua-
166 [ Pues la figura descrita por el poligono estd inscrita en el casque-
te de la esfera mayor]. [Eso estd claro por lo escrito mds atrds].
167 Como en las proposiciones de mas atras, se refiere a las «cuerdas
que subtienden los angulos formados por cada dos lados del poligonoy.

18 [Que es la altura del casquete de la esfera mayor, pues eso se ha
demostrado anteriormente].
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drado del radio del circulo N equivale al rectangulo com-
prendido por Me, Hz. Pero HZ es mayor que AZ '®’, y Mo es
igual al didmetro r'a'”°, y el rectdngulo comprendido por ra,
AZ es igual al cuadrado de lado Aa.

Luego la superficie de la figura KzA es mayor que el cir-
culo cuyo radio es igual a la recta trazada desde el vértice
del casquete hasta la circunferencia del circulo que es la ba-
se del casquete, el de diametro AB. Pues el circulo N es igual
a la superficie de la figura circunscrita al sector [Prop. 39,
corol.].

COROLARIO 1

Y la figura circunscrita al sector mas el cono cuya base
es el circulo de diametro KA y su vértice el centro, es igual
al cono cuya base es igual a la superficie de la figura y su
altura {(igual) a la perpendicular trazada desde el centro has-
ta un lado ! [Prop. 38].

1 [Que es la altura del casquete menor. Pues si trazamos la cuerda
KZ serd paralela a Ad. Y también AB es paralela a KA y ZE es comin. Lue-
go el triangulo ZKH es semejante al tridngulo 445 (Elem.129, V14,V 16,
V 14). Y zK es mayor que 44; luego también ZH es mayor que AZ].

70 [Pues si se traza EO, dado que Mo es igual a 0z (Elem. 111 3) y
©F a Ez, entonces EO es paralela a Mo (Elem. V1 2); luego M0 es el do-
ble de EO. Y también Ia es el doble de EO; luego Mo es igual a r4].

Y1 [La cual perpendicular es igual al radio de la esfera, pues la figu-
ra circunscrita al sector estd inscrita en el casquete de la esfera mayor
cuyo centro es el mismo. Lo dicho es evidente a partir de lo escrito an-
tes].
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COROLARIO 2

A partir de esto es evidente que la figura circunscrita
mas el cono es mayor que un cono que tenga por base el
circulo cuyo radio es igual a la recta trazada desde el vértice
del casquete de la esfera menor hasta la circunferencia del
circulo que es la base del casquete, y su altura {igual) al ra-
dio. Pues el cono igual a la figura mas el cono tendra la base
mayor que el circulo mencionado [Prop. 40] y la altura igual
al radio de la esfera menor [Prop. 40, corol.].

ProroSICION 41

Sea de nuevo una esfera y en ella un circulo maximo y
un segmento ABI' menor que un semicirculo y sea A el cen-
tro, e inscribase en el sector ABI un poligono'” de niimero
par de angulos y circunscribase uno semejante a él, y sean
los lados paralelos a los lados y circunscribase un circulo al
poligono circunscrito y de manera semejante a las proposi-
ciones anteriores, permaneciendo fija HB, produzcan los cir-
culos al hacerlos girar en torno a ella'” ﬁguras comprendi-
das por superficies cOnicas.

Se ha de demostrar que la superficie de la figura cir-
cunscrita guarda con la superficie de la figura inscrita una
razén que es el cuadrado de la que guarda el lado del poli-

172 Como en las proposiciones anteriores, ha de entenderse que el poli-
gono es, ademas, «equilateron.
173 Hg decir, «en torno a la recta HB».

150 6
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gono circunscrito con el lado del poligono inscrito, y que la

figura més el cono'’* guarda '’ una razén que es el cubo de
la misma 6.
K B
A
E

B

| JA

Sea el circulo M, el cuadrado de cuyo radio equivale al
rectangulo comprendido por un lado del poligono circuns-
crito y la suma de todas las cuerdas que unen los angulos
mas la mitad de Ez. '

Entonces el circulo M sera igual a la superficie de la fi-
gura circunscrita [Prop. 39, corol.]. Témese también el cir-
culo N, el cuadrado de cuyo radio equivale al rectingulo

174 Se refiere a las construcciones aludidas en la Prop. 38 y el primer

- corolario de la Prop. 40, es decir, a la figura recién descrita y al cono que

tiene por base el casquete ABI" y el vértice en el centro de la esfera.

175 Heiberg suple el detalle del texto del siguiente modo: «y que la fi-
gura circunscrita mas el cono guarda con la figura inscrita més el cono una
razomn...».

176 () sea, de la razon del lado del poligono circunscrito al inscrito.



LIBRO I 195

comprendido por un lado del poligono inscrito y la suma de
todas las cuerdas que unen los angulos mads la mitad de ArI.
Y éste'”” sera igual a la superficie de la figura inscrita
[Prop. 35]. Y las areas mencionadas guardan entre si la
misma razén que el cuadrado de lado EK con el cuadrado de
lado AA '8,

Es evidente, por tanto, que la superficie de la figura cir-
cunscrita guarda con la superficie de la figura inscrita una
razén que es el cuadrado de 1a que guarda EK con AA.

Sea, de nuevo, un cono = que tenga su base igual al cir-
culo M, y por altura el radio de la esfera menor. Este cono es
igual a la figura circunscrita mas el cono cuya base es €l cir-
culo de didmetro EZ y su vértice A [Prop. 40, corol. 1]. Y sea
otro cono O que tenga su base igual al circulo N y por altura

“la perpendicular trazada desde A hasta AA. También éste se-
ra igual a la figura inscrita mas el cono cuya base es el
circulo de didmetro AT y su vértice el centro A [Prop. 38].
Todo esto ya se ha escrito antes.

Y EK es al radio de la esfera menor como AA a la per-
pendicular trazada desde el centro'®® hasta AA, y se habia
demostrado que EK es a AA como el radio del circulo M al
radio del circulo N'®'; entonces el didmetro del circulo que
es la base de = sera al didmetro del circulo que es la base de
0 como la altura del cono = es a la altura del cono 0'®. Lue-
go el cono = guarda con el cono O una razén que es el cubo
de la del didmetro al didmetro [Lema 5 (74, 9); Elem. X11 2].

177 Es decir, el circulo N.

18 [Y entonces el circulo M es al circulo N como el poligono es al po-
ligono].

1% [La misma que guarda el poligono).

180 [ET punto 4).

8L 1Y el didmetro al didmetro].

182 [Luego los conos son semejantes].

—
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Esta claro, por tanto, que también la figura circunscrita
mas el cono guarda con la figura inscrita mas el cono una
razoén que es el cubo de 1a de EK a AA.

PROPOSICION 42

La superficie de todo casquete de esfera menor que un
hemisferio es igual al circulo cuyo radio es igual a la recta
trazada desde el vértice del casquete hasta la civcunferen-
cia del circulo que es la base del casquete de esfera.

Sea una esfera y en ella el circulo maximo ABI" y un cas-
quete en ella menor que un hemisferio, cuya base sea el
circulo de didmetro A" que es perpendicular al circulo ABT,
y tomese el circulo z cuyo radio es igual a AB.

~,

\#

Se ha de demostrar que la superficie del casquete ABL es
igual al circulo z.

Pues si no, sea mayor la superficie del circulo z, y tdme-
se el centro A y una vez trazadas rectas que unan A con A, I,
prolonguense. Y habiendo dos magnitudes desiguales, la
superficie del casquete y la del circulo z, inscribase en el
sector ABI" un poligono equildtero y de namero par de angu-
los y circunscribase otro semejante a éste, de manera que el
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circunscrito guarde con el inscrito una razén menor que la
que guarda la superficie del casquete de esfera con el circu-
lo z [Prop. 6], y una vez hecho girar el circulo, como antes,
habra dos figuras comprendidas por superficies cénicas, una
de ellas circunscrita y la otra inscrita; y la superficie de la
figura circunscrita serd a la de la figura inscrita como el po-
ligono circunscrito al inscrito. Pues cada una de esas razones
es el cuadrado de la que guarda el lado del poligono cir-
cunscrito con el lado del inscrito. Pero el poligono circuns-
crito guarda con el inscrito una razén menor que la que
guarda la superficie del casquete mencionado con el circulo
z [por hipét.], y la superficie de la figura circunscrita es ma-
yor que la superficie del casquete [Prop. 39]. Luego también
la superficie de la figura inscrita es mayor que el circulo z.
‘Lo cual es imposible. Pues se ha demostrado que la superfi-
cie mencionada de la figura es menor que un circulo tal
[Prop. 37].

Sea ahora mayor el circulo que la superficie y circuns-
cribanse e inscribanse poligonos semejantes y guarde el cir-
cunscrito con el inscrito una razén menor que la que guarda
el circulo con la superficie del casquete [Prop. 6]%3.

18 Para Heiberg es poco creible que Arquimedes dejara sin redactar la
segunda parte de la demostracion, y la restituye en el sentido siguiente: Por
hipotesis, el lado del poligono circunscrito guarda con el del inscrito una ra-
z6n menor que ¢l circulo Z con la superficie del casquete; pero el lado del po-
ligono circunscrito es al del inscrito como la superficie del poligono circuns-
crito es a la del inscrito; luego la superficie del poligono circunscrito guarda
con la del inscrito una razén menor que el circulo z con la superficie del cas-
quete; v, tomando la proporcion en alternancia, la superficie del poligono cir-
cunscrito guarda con la superficie del casquete una razén menor que la del
poligono inscrito con el circulo z; lo cual es imposible, puesto que el area del
poligono inscrito es menor que la del casquete [Prop. 36], pero el poligono
circunscrito es mayor que el circulo z [Prop. 40].

20

158

wn

—

0



20

25

160

w

198 SOBRE LA ESFERA Y EL CILINDRO

Entonces la superficie no es menor que el circulo z. Y se
habia demostrado que tampoco era mayor. Luego es igual.

PrOPOSICION 43

Y si un casquete es mayor que un hemisferio, de manera
semejante su superficie es igual a un circulo cuyo radio sea
igual a la recta trazada desde el vértice hasta la circunfe-
rencia del circulo que es la base del casquete.

Sea una esfera y en
ella un circulo méximo, y
considéresela cortada me-
diante un plano perpen-
dicular'™, el correspon-
diente a AA, y sea ABA
menor que un hemisferio,
y sea el didmetro BI" per-
pendicular a Aa, y tricen-
se las rectas BA, Al que
unan los puntos B, I' con
A; 'y sean el circulo E, cuyo radio es igual a AB,; el circulo z,
cuyo radio es igual a AT; y el circulo H cuyo radio es igual
aBr.

Entonces, el circulo H es igual a la suma de los circulos
E, 2'¥. Y, por otro lado, el circulo H es igual a la superficie
entera de la esfera'® [Elem. X1I 2; prop. 33], mientras que

184 Entiéndase «perpendicular al circulo maximo mencionado.

135 Ya que los circulos son entre si como los cuadrados de sus didme-
tros (Elem. XII 2) y en aplicacion del teorema de Pitdgoras (Elem. I 47).

18 [Puesto que cada esfera es el cuddruple del circulo de didmetro

BI].
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el circulo E es igual a la superficie del casquete aBa [Prop.
421",

Luego el circulo restante z es igual a la superficie del 10
casquete AI'A, que es mayor que un hemisfetio.

ProposIcION 44

Todo sector de esfera es igual a un cono que tenga la
base igual a la superficie del casquete de esfera correspon- 15
diente al sector y la altura igual al radio de la esfera.

Sea una esfera y en ella el circulo méximo ABA y el cen-
tro I'; y un cono que tenga por base un circulo igual a la su-
perficie correspondiente a la circunferencia ABA'®® y la altu- 20
ra iual a BT

Se ha de demostrar que el sector ABI'A es igual al cono
indicado.

Pues si no, sea mayor el sector que el cono, y pongase el
cono @ como se ha dicho. Habiendo dos magnitudes des-
iguales —el sector y el cono @— hallense dos lineas, A, E 25
—A mayor que E-—, y guarde A con E una razén menor que
el sector con el cono [Prop. 2], y tdmense dos lineas, z, H de 162
manera que A exceda a Zen lo mismo que ZaHy que H a E;

y en torno al sector plano del circulo circunscribase un poli-
gono equildtero y de ntimero par de angulos, ¢ inscribase
uno semejante a €1, de manera que el lado del circunscrito s
guarde con el del inscrito una razén menor que la que guar-

87 [Pues eso se ha demostrado para el caso del casquete menor que
un hemisferio (Prop. 42)].

188 Entiéndase: «un circulo igual a la superficie del casquete esférico
correspondiente a la circunferencia ABA».
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da A con z [Prop. 4] y, de modo semejante a las proposicio-
nes anteriores, una vez hecho girar el circulo, resulten dos
figuras comprendidas por superficies conicas.
La figura circunscrita mas
el cono que tiene por vérti-
A % \ A ce ¢l punto I" guarda con la
suma de la figura inscrita
més el cono una razén que
es el cubo de la que guarda
el lado del poligono cir-
cunscrito con el lado del
AzZHE inscrito [Prop. 41]. Pero el
lado del circunscrito guar-
da'® una razén menor que
la de A con z. Luego Ia
mencionada figura s6lida '
guardara °! una razén menor que el cubo de la de A con z.
Pero A guarda con E una razén mayor que €l cubo de la de a
con z. Luego la figura sélida circunscrita al sector guarda
con la figura inscrita una razén menor que la que guarda A
con E. Y A guarda con E una razén menor que el sector soli-
do con el cono e [por hipét.]; luego el sector solido guarda
con el cono © una razén mayor que la figura circunscrita al
sector con la inscrita. Y lo mismo tomando la proporcion en
alternancia [Elem. V 16]. Pero la figura sélida circunscrita
es mayor que el casquete. Luego también la figura inscrita
en el sector es mayor que el cono . Lo cual es imposible.
Pues se ha demostrado en las proposiciones de atras [Prop.

189 Se entiende: «guarda con el del inscritoy.
190 Es decir, «la figura circunscrita mas el cono».
191 Siplase «con la figura inscrita mas el conoy,
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38, corol.] que era menor que un cono de tales caracteristi-
cas %,

Luego el sector sélido no es mayor que el cono 6.

Sea ahora el cono ® mayor que el sector sélido.

De nuevo, igualmente, siendo A mayor que E, guarde
con ella una razon menor que la que guarda el cono con el
sector [Prop. 2] y tdbmense de modo semejante z, H, de mo-
do que las diferencias sean las mismas'**, y el lado del poli-
gono * de niimero par de 4ngulos circunscrito al sector pla-
no guarde con el del inscrito una razén menor que la que
guarda A con Z [Prop. 4]'%.

Demostraremos de la misma manera que la figura s6lida
circunscrita al sector guarda con la inscrita una razén menor
que la que guarda A con E y menor que la que guarda el co-
no © con el sector'®, Y el sector es mayor que la figura ins-
crita en ¢€l; luego el cono © es mayor que la figura circuns-
crita; lo cual es imposible [Prop. 40, corol. 2]**’.

Luego el sector es igual al cono e,

B2 [Esto es, el que tiene por base un circulo cuyo radio sea igual a la
recta trazada desde el vértice del casquete hasta la circunferencia del cir-
culo que es la base del casquete, y por altura el radio de la esfera. Este es
el referido cono ©. Pues tiene por base un circulo igual a la superficie del
casquete —es decir, al circulo indicado— y una altura igual al radio de la
esferal.

193 Aligual que en la primera parte de la demostracién, hay que enten-
der: «de modo que las diferencias sean las mismas entre cada par de rec-
tasy.

1% Siiplase «equilatero y».

195 [Y genérense las figuras sélidas en torno al sector sélido].

1% [De manera que también el sector guarda con el cono una razon
menor que la que guarda el solido inscrito en el casquete con el circuns-
crito].

Y7 [Pues ya se ha demostrado que un cono de tal tamaiio es menor
que la figura circunscrita al sector].
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Arquimedes a Dositeo, jsalud!

Hace un tiempo me pediste que redactara las demostra-
ciones de los problemas cuyos enunciados yo mismo envié
" a Condn. Ocurre que la mayor parte de ellas se redactan por
medio de los teoremas cuyas demostraciones te mandé an-
tes: que la superficie de la esfera entera es el cuadruple del
circulo maximo de los de la esfera y que la superficie de to-
do casquete esférico es igual a un circulo cuyo radio es
igual a la recta trazada desde el vértice del casquete hasta la
circunferencia de la base y que en toda esfera el cilindro que
tiene por base el circulo maximo de los de la esfera y la al-
tura igual al didmetro de la esfera es él mismo, en magnitud,
una vez y media la esfera, y su superficie es una vez y me-
dia la superficie de la esfera, y que todo sector sélido es
igual al cono que tiene por base un circulo igual a la super-
ficie del casquete de esfera del sector y la altura igual al ra-
dio de la esfera.

Cuantos teoremas y problemas se redactan por medio de es-
tos teoremas te los envio tras redactarlos en este libro y cuan-
tos se resuelven por medio de otras reflexiones, los relativos a
las espirales y a los conoides procuraré enviartelos pronto.

El primero de los problemas era éste:

1168
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5 Dada una esfera, hallar un area plana igual a la superfi-
cie de la esfera. Es evidente que éste queda demostrado a
partir de los teoremas que mencioné antes, pues el cuadru-
ple del circulo maximo de los de la esfera es un area plana y
es igual a la superficie de la esfera.

10 ProrosiciON 1

‘La segunda era: Dado un cono o un cilindro hallar la
esfera igual al cono o al cilindro.

Sea A el cono o el ci-

lindro dado y la esfera B

igual a A, y pdngase el ci-

15 lindro I'zA que sea una vez
M y media el cono o el cilin-

dro A, y un cilindro igual a

A una vez y media la esfera
B, cuya base sea el circulo
de diametro HO y su eje KA

« N igual al didmetro de la es-

T er £ A feraB[I34, corol.].
20 \/ v Entonces el cilindro E
es igual al cilindro x'. Lue-
go el circulo E es al circulo K —esto es, el cuadrado de lado

I'A es al cuadrado de lado He [Elem. XII 2]— como KA es a
25 BZ [Elem. XII 15]. Y KA es igual a ue?. Luego el cuadrado

Y [En los cilindros iguales las bases son inversamente proporcionales
a las alturas).

2 [El cilindro que es una vez y media la esfera tiene el eje igual al
didmetro de la esfera y el circulo K es uno maximo de los de la esfera].
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de lado A es al cuadrado de lado H® como H® es a EZ. Sea
el cuadrado de lado He igual al rectangulo comprendido por
'A, MN. Entonces I'A es a MN como el cuadrado de lado I'aA es
al cuadrado de lado HO, esto es, como HO es a EZ y, tomando
la proporcion en alternancia, I'A es a HO como H® es a MN y
como MN a EZ®. Y cada una de las rectas I'A, EZ ha sido dada;
luego dadas dos rectas r'A, Ez, las rectas HO, MN son dos me-
dias proporcionales. Luego cada una de las rectas HO, MN ha
sido dada.

La sintesis del problema se planteara asi: Sea 4 el cono
o el cilindro dado. Es preciso hallar una esfera igual al co-
no o al cilindro A.

Sea un cilindro que sea una vez y media el cono o el
~cilindro A, cuya base* sea el circulo de didmetro I'A y su
eje EZ, y tbmense HO, MN que sean medias proporcionales
de ra, gz, de manera que I'a sea a HO como HO a MN y
como MN a EZ°, y considérese un cilindro cuya base sea el
circulo de diametro HO y su eje KA igual al diame-
tro He.

Digo que el cilindro E es igual al cilindro K.

Y puesto que I'A s a HO como MN a Ez y (lo mismo) to-
mando la proporcién en alternancia y He es igual a KAS, en-

3 El detalle de las proporciones es correcto, pero la imprecisién de
1a literalidad del texto es evidente. Ni Heiberg, sin embargo, se atreve a
proponer correcciones, sino que se limita a aclarar el sentido del razo-
namiento del modo que sigue: T'A : MN :: HO : EZ; y tomando la propor-
ci6én en alternancia I'A : HO :: MN: EZ; y por hipétesis, I'A : HO i1 HO : MN;
de lo que se sigue, en efecto que I'A : HO :: HO : MN :: MN : EZ.

* Es decir, 1a base del primer cilindro, el que es igual a una vez y me-
dia el cono o ¢l cilindro A.

3 Véase el Comentario de EuTocIo a este pasaje, pags. 359 y ss.

6 [Luego Ia es a MN —es decir, el cuadrado de r4 es al cuadrado de
HEe— como el circulo E es al cireulo K].

172
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25 tonces el circulo E es al circulo K como KA es a Ez'. Luego
el cilindro E es igual al cilindro k. Y el cilindro X es una vez
y media la esfera cuyo didmetro es HO.

174 Luego la esfera cuyo diametro es igual a e —es decir,
B— es igual al cono o al cilindro A.

ProrosiciON 2

-Todo casquete esférico es igual a un cono que tenga

5 por base la misma que el casquete y por altura una re-

cta que guarde con la altura del casquete la misma ra-

zén que guarda la suma del radio de la esfera mas la

altura del casquete restante con la altura del casquete
restante.

10 Sea una esfera en la cual haya un circulo méximo cuyo
didmetro sea AT, y cortese la esfera mediante un plano que

B

K A

z

pase por Bz perpendicular a AL, y sea © el centro; y hdgase
de manera que la suma de ®A, AE sea a AE como AE aI'E; y
15 de nuevo hagase de manera que proporcionalmente la suma
de er, I'E sea a T'E como KE a EA; y sobre el circulo de dia-

7 [Luego en los cilindros £, K las bases son inversamente proporciona-
les a las alturas). Heiberg aclara que I'A : MN = HO : EZ = KA : EZ; pero ['A :
MN=TA’: HE' =E : K, luego también E : K =KA : EZ.
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metro BZ constriiyanse conos que tengan por vértices los
puntos K, A,

Digo que el cono BAZ es igual al casquete esférico co-
rrespondiente a I' y el cono BKz igual al casquete correspon-
diente al punto A.

Tricense BO, ©Z y considérese
un cono que tenga por base el cir-
culo de didmetro BZ y por vértice
el punto @; y sea un cono M que
tenga por base un circulo igual a la
superficie del casquete Brz de la
esfera —esto es, (un circulo) cuyo
radio sea igual a BI' y su altura sea
igual al radio de la esfera—. El cono M sera igual al sector
solido Brez —pues esto ya se ha demostrado en el Libro
primero [I 44]— y puesto que AE es a EI' como la suma de
©A, AE es a AE, por descomposicion [Elem. V 17] TA serd a
I'E como @A a AE, es decir, como I'e a AE; y, tomando la
proporcion en alternancia [Elem. V 16], AT es a I'e® como I'E
a EA 'y, por composicion [Elem. V' 18], @A es a @ como T'A a
AE, es decir, como el cuadrado de lado I'B es al cuadrado de
lado BE. Luego A® es a r'e como el cuadrado de lado I'B es al
cuadrado de lado BE. Y I'B es igual al radio del circulo M [I
421, y BE es el radio del circulo de didmetro Bz. Luego A® es
a er como el circulo M es al circulo de diametro BZ. Y eI es
igual al eje del cono M. Luego Ao es al eje del cono M como
el circulo M es al circulo de diametro Bz; entonces el cono
que tiene por base el circulo M y por altura el radio de la es-
fera es igual al rombo s6lido BAze®, Pero el cono M es igual al

§ [Esto se ha demostrado en los lemas del Libro I. O asi: Puesto que
40 es a la altura del cono M como el circulo M es al circulo de diametro
BZ, entonces el cono M es igual al cono cuya base es el circulo de didme-
tro Bz y su altura A6, pues en ellos las bases son inversamente propor-
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sector solido Brze; y el sector sélido BI'ze es, por tanto,
igual al rombo solido BAze. Si se resta de ambos el cono
cuya base es el circulo de didmetro Bz y la altura E®, enton-
ces el cono restante BAZ es igual al casquete esférico B7I.
De la misma manera se demostrara también que el cono
BKZ es igual al casquete esférico BAz. Y puesto que la suma
de 6rE es a I'E como KE es a EA, entonces, por descomposi-
cion, KA es a AE como @I es aI'E, y O es igual a ®A. Y, to-
mando la proporcién en alternancia, KA es a A@ como AE a
El;; de modo que, por composicion, K© es a ®A como Al es a
I'E —es decir, como el cuadrado de lado Ba es al cuadrado
de lado BE—. Péngase de nuevo un circulo N cuyo radio sea
igual a AB. Entonces es igual a la superficie del casquete
BAZ. Y considérese el cono N que tenga su altura igual al ra-
dio de la esfera’; entonces es igual al sector s6lido BezA
—¢sto ya se ha demostrado en el Libro primero—. Y puesto
que se demostré que KO es a ®©A como el cuadrado de lado
AB al cuadrado de lado BE —es decir, como el cuadrado del
radio del circulo N al cuadrado del radio del circulo de dia-
metro Bz; es decir, el circulo N al circulo de diametro BZ—
y, por otro lado, A® es igual a la altura del cono N, entonces
K@ es a la altura del cono N como el circulo N es al circulo
de diametro BZ. Entonces, el cono N —es decir, el sector
BozA— es igual a la figura Bezk. Afiadase a ambos el cono
cuya base es el circulo de didmetro Bz y su altura Ee; enton-
ces, el casquete esférico ABZ entero es igual al cono BZK.
Que es lo que habia que demostrar.

cionales a las alturas. Pero el cono que tiene por base el circulo de did-
metro BZy por altura 4@ es igual al rombo solido BAze)].
® Se sobreentiende que tiene por base el circulo N.
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COROLARIO

Y es evidente que, en general, un casquete esférico es al
cono que tiene la misma base que el casquete y la misma al-
tura como la suma del radio de la esfera més la perpendicu-
lar (al plano) del casquete restante es al (plano del) casquete
restante, pues AE es a EI’ como ¢l cono AzZB —es decir, el
casquete BI'Z [Prop. 2]— es al cono BI'Z.

% 3k ok

Supuesto el mismo caso, (digo) también que el cono KBZ
es igual al casquete esférico BAZ.
~ Sea el cono N que tenga la ba-
se igual a la superficie de la esfera
y por altura el radio de la esfera;
entonces el cono es igual a la esfe-
ra'®. Y puesto que la suma de @A,
AE es a AE como AE a EI', descom-
poniendo la proporcion y toman-
dola en alternancia er" es a I'A co-
mo AE a EI'. De nuevo, puesto que XE es a EA como la suma
de OI'E a I'E, descomponiendo la proporcion y tomandola en
alternancia KA es a I'e ——esto es, a ®A— como AE a El
—esto es, como e a F'A—. Y lo mismo por composicién. Y
A® es igual a er'. Luego KO es a 6 como ©a a AT, y la recta
entera KA €S a A® como A® a AI' —esto €s, como K® a GA—.

% [Pues se ha demostrado que la esfera es el cuddruple del cono que
tiene por base el circulo mdximo y por altura el radio. Y, en efecto, el co-
no N es el cudadruple del mismo, puesto que también la base (es el cuddru-
ple} de la base y la superficie de la esfera (es el cuddruple) de (un circulo
maximo de) los que hay en ella].
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Luego el rectangulo comprendido por AK, @A es igual al
comprendido por A@K. A la vez, puesto que Ko es a Or co-
mo ©A a TA, (tomese) la proporcion en alternancia; y se
habia demostrado que @I" es a I'A como AE a EI'. Luego Ko es
a @A como AE a EI'. Y entonces el cuadrado de lado Ka es al
rectangulo comprendido por Kea como el cuadrado de lado

B

z

AT es al rectangulo comprendido por AET. Y se habia demos-
trado que el rectangulo comprendido por KeA era igual al
comprendido por KA, Ae. Luego el cuadrado de lado ka es
al rectangulo comprendido por KA, A® —es decir, KA es a
A6— como el cuadrado de lado AT es al rectdngulo com-
prendido por AEI —es decir, al cuadrado de lado EB—. Y
AT es igual al radio del circulo N. Luego el cuadrado que
tiene por lado el radio del circulo N es al cuadrado de lado
BE —es decir, el circulo N es al circulo de diametro Bz—
como KA es a A®@ —es decir, como KA es a la altura del cono
N. Luego el cono N —es decir, la esfera— es igual al rombo
solido BAzK!!, De los cuales conos'? el BAZ se habia demos-
trado que era igual al casquete esférico BI'Z.

U 10 de este modo: Luego el circulo N es al circulo de didmetro Bz
como AK es a la altura del cono N; luego el cono N es igual al cono cuya
base es el circulo de didmetro BZ y su altura AK, ya que sus bases son in-
versamente proporcionales a sus alturas. Pero este cono es igual al rom-
bo sélido BAZK; entonces el cono N —es decir, la esfera— también es igual
al rombo sélido BAZK].

12 Se refiere a los conos que forman el rombo solido.
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Luego el cono restante BKZ es igual al casquete esférico
BAZ.

ProrosicioN 3

El tercer problema era éste: cortar mediante un plano
la esfera dada de manera que las superficies de los casque-
tes guarden entre si una razon igual a la razén dada.

Dése por hecho y sea AABE un circulo maximo de la es-
fera y AB su didmetro y constrityase un plano perpendicular
a AB y produzca el plano en el circulo AABE una seccion AE
y trdcense AA, BA.

>
m

B gy
z

Puesto que existe una razén entre la superficie del cas-
quete AAE y la superficie del casquete ABE, y la superficie
del casquete AAE es igual a un circulo cuyo radio es igual a
AA [Prop. I 43], mientras que la superficie del casquete ABE
es igual a un circulo cuyo radio es igual a AB [Prop. [ 42], y
los circulos mencionados guardan entre si la razon del cua-
drado de lado AA al cuadrado de lado AB [Elem. XII 2] —es
decir, la de A" a I'B—, entonces la razén de A a I'B ha sido
dada, de modo que también el punto U ha sido dado. Y AE es

184
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perpendicular a AB. Luego también nos ha sido dado en po-
20 sicion el plano que pasa por (la seccidon) AE. '

Luego la sintesis se planteara asf:
Sea una esfera de la cual sea ABAE un circulo maximo y
AB un didmetro y sea la razon dada la de Z a H, y cortese AB
25 por el punto I' de modo que AI' sea a BI' como Z a H [Elem.
VI 2]; y cortese la esfera por el punto I' mediante un plano
perpendicular a la recta AB, y sea AE la seccion comun, y
186 tricense AA, AB y construyanse dos circulos ©, K —el @ con
radio igual a AA y el K con radio igual a AB—.
Entonces el circulo © es igual a la superficie del casque-
te AAE [Prop. I 43] y el K igual al casquete ABE [Prop. I 42]
5 —esto se demostr6 antes en el Libro I—. Y puesto que el
angulo AAB es recto [Elem. 111 31] y T'A es un cateto, enton-
ces A es a I'B —esto es, Z es a H— como el cuadrado de la-
do AA es al cuadrado de lado AB; esto es, como el cuadrado
que tiene por lado el radio del circulo @ es al cuadrado que
10 tiene por lado el radio del circulo K; esto es, como el circulo
o es al circulo x [Elem. XII 2]; esto es, como la superficie
del casquete AAE es a la superficie del casquete esférico ABE.

Prorosicion 4

15 Cortar una esfera dada de manera que los casquetes de
la esfera guarden entre st una razén igual a la razon dada.

Sea ABI'A la esfera dada. Hay que cortarla mediante un
plano de manera que los casquetes de la esfera guarden en-
20 tre si la razén dada.
Cortese mediante un plano que pase por AT Entonces la
razon entre el casquete esférico AAr' y el casquete esférico
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AB ha sido dada. Cortese la esfera por el centro® y sea la
seccion el circulo maximo ABIA, y el centro K, v su didme-
tro AB, y hdgase de manera que la suma de KAX sea a AX
como PX es a XB, y que la suma de KBX sea a BX como AX es

a XA, y tracense AA, AT, AP, PI’. Entonces el cono AAT es
igual al casquete esférico AAL y el {cono) API" al {casquete)
_ABL [Prop. 2]; luego también la razén del cono AATL al cono
APT ha sido dada. Y el cono es al cono como AX es a xp',
Luego también la razén de Ax a xp ha sido dada. Y, por el
mismo razonamiento que en las proposiciones anteriores,
por construccion, Aa es a KA como KB a BPy AX a XB. Y
puesto que PB es a BK como KA a AA [Elem. V 7, corol.], por
composicion [Elem. V 18] PK es a KB —esto es, a KA— co-
mo KA es a AA. Y por consiguiente el segmento entero PA es
al segmento entero KA como KA es a Aa [Elem. V 12]. Lue-
go el rectangulo comprendido por PAA es igual al cuadrado
de lado AK [Elem. VI 17]. Luego PA es a AA como el cua-
drado de lado xA es al cuadrado de lado AA. Y puesto que
AA es a AK como AX es a XB, por inversion [Elem. V 7, co-
rol.] y composicion [Elem. V 18], KA es a AA como BA es a

13 La seccién ha de ser mediante un plano perpendicular al plano que
pasa por ATl
Y [Puesto que tienen la misma base, el circulo de didmetro Arl.
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AX 5. Y péngase Bz igual a KB; es evidente que serd exterior
a P'%, Puesto que la razon de AA a AX ha sido dada, entonces
también ha sido dada la razén de PA a AX. Y puesto que la
razon de PA a AX estd compuesta de la razon que guarda PA
con AA 'y la de AA con AX, mientras que por un lado PA es a
AA como el cuadrado de lado AB es al cuadrado de lado AX
y, por otro lado, AA es a AX como BZ es a ZX, entonces la ra-
z6n de PA a AX estd compuesta de la razoén que guarda el
cuadrado de lado Ba con el cuadrado de lado AX y de 1a que
guarda BZ con ZX.

~ Hégase que BZ sea a 7® como PA a AX; y la razon de PA
a AX ha sido dada. Luego la razén de zB a zo también ha si-
do dada; y Bz ha sido dada, pues es igual al radio; luego
también ze ha sido dada [Euc., Dafa 2]. Y entonces la razon
de BZ a ze estd compuesta de la razén que guardan el cua-
drado de lado BA con el cuadrado de lado AX y la de Bz a zX.
Pero la razon de Bz a zo esta compuesta de las razones de
Bz a zX y la de zx a ze"". Por tanto, lo que queda es que el
cuadrado de lado BA —es decir, una magnitud dada— es al
cuadrado de lado AX como Xz es a Ze@ —esto es, a una mag-
nitud dada—. Y la recta za ha sido dada; luego se ha de cor-
tar la recta dada Az por el punto X y hacer que Xz sea a la
recta dada'® como la magnitud dada'® es al cuadrado de la-
do Ax.

5 [Y por tanto, el cuadrado de lado KA es al cuadrado de lado A4 co-
mo el cuadrado de lado B4 es al cuadrado de lado Ax. De nuevo, puesto
que AX es a AX como la suma de KB, BX es a BX, por descomposicion A4 es
a AX como AXx es a BX .

16 |Y A4 serd a Ax como ZB a BX; de manera que también AA serd a AX
como BZ a ZX).

7 [Quitese de ambas la razén de BZ a ZX].

B8 [La Ze].

Y [El cuadrado de lado BAJ.
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Enunciado de modo absoluto requiere diorismo, pero si
se afiaden las condiciones que tenemos aqui?, no requiere
diorismo. Y el problema sera el siguiente: Dadas dos rectas
BA, Bz y siendo doble BA que Bz y dado un punto © en la re-
cta Bz, cortar AB por el punto X y hacer que el cuadrado de
lado Ba sea al cuadrado de lado AX como Xz es a z0. De ca-
da una de estas cuestiones se daran al final el analisis y la
sintesis®!.

La sintesis del problema se planteara del modo siguiente:

I A

z

Sea la razén dada la de 11 a =, la del mayor al menor, y
dése una esfera y cortese mediante un plano que pase por el
centro y sea la seccion el circulo ABI'A y sea Ba el didmetro
v K el centro y péngase BZ igual a KB, y cortese BZ por el
punto © de modo que ©Z sea a ®B como II es a I, y cortese
también Ba por el punto X de modo que XZ sea a ©Z como el
cuadrado de lado BA es al cuadrado de lado AX y constriya-
se por el punto X un plano perpendicular a Ba.

2 [Es decir, que 4B sea el doble de Bz y que 78 sea mayor que z6, de
acuerdo con el andlisis].

2 1.a aclaracién prometida —que ya se habia perdido en tiempos de
Diocles y Dionisodoro— falta en todos los mss., pero Eutocio la incluye
en su Comentario transcribiéndola a partir de un manuscrito antiguo y es-
tropeado hallado por él mismo; ofrecemos la traduccion de ese pasaje en
pags. 391 y ss. Segun Heiberg, Hucentus dio otra resolucion del proble-
ma en Opera mechanica cet., Leiden, 1751, vol. II, pags. 388-391.

w

10
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Digo que este plano cortard a la esfera de modo que el
casquete mayor sea al menor como Il es a x.

20 Hégase de modo que la suma de KBX sea a BX como AX
es a AX, y que la suma de KAX sea a XA como PX a XB, y tra-
cense las rectas AA, A, AP, PT.

Por construccion, como demostramos en el analisis, el

25 rectangulo comprendido por PAA serd igual al cuadrado de
lado AK, y KA serda a AA como BA a AX. De modo que el cua-
drado de lado KA es al cuadrado de lado AA como ¢l cuadra-
do de lado BA es al cuadrado de lado AX.

Y puesto que el rectingulo comprendido por PAA es

194 igual al cuadrado de lado AK?, entonces también PA serd a
AA como el cuadrado de lado Ba es al cuadrado de lado aX,

es decir, como XZ a z@. Y puesto que la suma de KBX es a

5 BX como AX es a XA, y que KB es igual a Bz, entonces tam-
bién ZX serd a XB como AX a XA, Y, por inversion [Elem. V
19, corol.], Xz sera a ZB como XA a AA. De modo que tam-
bién AA es a AX como BZ es a ZX. Y puesto que PA es a AA

10 COMO XZ a Z® mientras que AA €s a AX como BZ a zX [Elem.
V 7, corol], ex aequali y tomando la proporcion alterada
[Elem. V 21], PA es a AX como BZ a ze. Luego AX es a XP
como 7@ a ®B. Y ZO es a ®B como II es a T [por hipét.]; lue-

15 go también AX es a XP —esto es, el cono AT'A al cono APT;
esto es, el casquete esférico AAT al casquete esférico ABF—
comoflesazx.

2 [pA es a A4 como el cuadrado de lado AKX es al cuadrado de lado
A4].
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ProposIcioON 5

Construir un casquete de esfera semejante a uno dado e
igual a otro también dado™.

Sean ABI, EzH los dos casquetes de esfera dados, y sea
la base del casquete ABI el circulo de didmetro AB, y su vér-
tice el punto I'; y la base del casquete EzH el circulo de dia-
metro EZ, y su vértice el punto H.

Es preciso hallar un casquete esférico que sea igual al
casquete ABI" y semejante al EZH.

X
K ©
\“ ‘
41
A T B
G N

Hallese y sea 6KA, y sea su base el circulo de didmetro ex y
su vértice el punto A. En las esferas sean también los circulos **
ANBT, @EKA, EOZH, ¥ sean sus didmetros I'N, AZ, HO, perpendi-
culares a las bases de los casquetes, y sean I1, P, £ sus centros, y

2 Arquimedes habia remitido a Conén este enunciado y a Dositeo la
correspondiente demostracion, segin indica en la carta-dedicatoria de
Espirales.

2 Se refiere a «circulos méximos».

20
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s hagase de modo que la suma de [N, NT sea a NT como XT es
a Tr; y de modo que la suma de PE, EY sea a EY como ¥Y
es a YA; y de modo que la suma de =0, 0® sea a 0® como
Q® es a oH; y considérense unos conos cuyas bases sean los

10 circulos de didmetro AB, @K, EZ y sus vértices los puntos X,
¥, Q.

Entonces el cono ABX sera igual al casquete esférico
ABT; el {cono) weK al (casquete) 6KA y el (cono) EQZ al
(casquete) EHZ: esto ya se ha demostrado [Prop. 2].

Y puesto que el casquete esférico ABI' es igual al cas-

15 quete ©KA, entonces también el cono AXB es igual al cono
weK?. Por tanto, el circulo de didmetro AB es al circulo de
diametro K como ¥Y a XT [Esf. Cil. 1, lema 4, 74, 6]. Y el

20 circulo es al circulo como el cuadrado de lado AB es al cua-
drado de lado ek [Elem. XII 2]; luego el cuadrado de lado
AB es al cuadrado de lado @K como ¥Y es a XT. Y puesto
que el casquete EZH es semejante al casquete ©KA, entonces
también el cono EZQ es semejante al cono wek?, Luego Qo

25 €S a BZ como WY es a ©K. Y la razén de Q@ a EZ ha sido da-
da; luego también ha sido dada la de ¥y a 6k, Sea la mis-

198 ma la razén de XT a A. Y XT ha sido dada. Y puesto que

¥Y es a XT —esto es, el cuadrado de lado AB es al cuadrado
de lado ex-— como ©K es a A, constrilyase el rectangulo
comprendido por AB, ¢ igual al cuadrado de lado ex. Y en-

5 tonces también el cuadrado de lado AB sera al cuadrado de

lado ©K como AB es a . Y se habia demostrado también que
el cuadrado de lado AB es al cuadrado de lado 6k como 6K
es a Ay, tomando la proporcién en alternancia, AB es a OK

B [En los conos iguales, las bases son inversamente proporcionales a
las alturas}).
% [Esto se demostrard).
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como ¢ es a A. Por otro lado, AB es a @K como @K es a ¢7.
Entonces AB es a ©K COmMo OK €S a ¢y COmMO ¢ €S a A.

Luego dadas dos magnitudes AB, A, las magnitudes OK, ¢
son dos medias proporcionales en proporcién continua.

La sintesis del problema se planteara del modo siguiente:

Sea ABI el casquete respecto al cual hay que construir
un casquete igual, y EZH el casquete respecto al cual hay que
construir otro semejante, y sean ABI'N, EHZO circulos maxi-
mos de las esferas, y I'N, HO sus didmetros, y 11, £ sus cen-
tros, y hagase de modo que la suma de IIN, NT sea a NT co-
mo XT a T, y de modo que la suma de oo sea a 0® como
Q@ a ®H; entonces el cono XAB es igual al casquete esférico
AI'B, y el (cono) zQE al (casquete) EHZ. Hagase que Q® sea a
_EZ como XT a A, y dadas las dos rectas AB, A, tomense las
dos medias proporcionales @K, ¢, de modo que AB sea a ©K
como KO es a ¢ y como ¢ es a A%; y sobre la recta @K cons-
trityase el segmento circular ©KA semejante al segmento de
circulo EzH [Elem. 111 33 y IIL, def. 11], y complétese el cir-
culo [Elem. 111 25], y sea su diametro A=, y considérese una
esfera cuyo circulo maximo sea A®ZK y su centro p, y trace-
se un plano que pase por 6K perpendicular a AE.

El casquete esférico que esta hacia el mismo lado que A
sera semejante al casquete esférico EHZ, puesto que también
los segmentos de los circulos® eran semejantes.

Y digo que también es igual al casquete esférico ABI".

Hagase de modo que la suma de =, =y sea a =Y como
¥Y a YA,

2 [Por ser igual el cuadrado de lado ex al rectdngulo comprendido
por 4B, ¢’}

B Cf 111, 12 y ss. y el Comentario de Eurocro, pags. 359 y ss.

¥ «Los circulos sobre los que se construyeron ambos casquetes», hay
que entender.

25
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Entonces el cono weK es igual al casquete esférico @KA
[Prop. 2]. Y puesto que el cono WOK es semejante al cono
ZOE, entonces Q® es a EZ —esto es, XT es a A [por hipot.]—
como ¥Y es a 6K. Y, tomando la proporcién en alternancia
[Elem. V 16] e invertida [Elem. V 7, corol.], ¥Y es a XT co-
mo @K es a A, Y puesto que AB, KO, ¢, A estdn en proporcion,
el cuadrado de lado AB es al cuadrado de lado @K como ©K
esaA; y OK es a A como PY es a XT. Y entonces el cuadrado
de lado AB es al cuadrado de lado ke —esto es, el circulo de
didmetro AR es al circulo de diametro oK [Elem. XII 2]—
como WY es a XT. Luego el cono XAB es igual al cono Wex;
de manera que también el casquete esférico ABT es igual al
casquete esférico ©KA.

Luego se ha construido el casquete @KA igual al casque-
te dado ATB y semejante a otro (casquete) dado EZH.

PROPOSICION 6

Dados dos casquetes de esfera, sea en la misma esfera o
no, hallar un casquete de esfera que sea semejante a uno de
los casquetes dados y que tenga la superficie igual a la del
otro casquete.

Sean los casquetes esféricos dados los correspondientes
a las circunferencias ABI, AEZ y sea el correspondiente a la
circunferencia ABI" aquél al que ha de ser semejante y el co-
rrespondiente a ABZ aquél cuya superficie ha de igualar.

Dese por hecho, v sea KAM el casquete esférico seme-
jante al casquete ABI' y tenga la superficie igual a la superfi-
cie del casquete AEZ, y considérense los centros de las esfe-
ras y tracense planos que pasen por ellos, perpendiculares a
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las bases de los casquetes; y resulten en las esferas como
secciones los circulos maximos KAMN, BAI'®, EZHA, y en las
bases de los casquetes resulten® las rectas KM, AT, AZ; y
sean AN, Bo, EH diametros de las esferas, perpendiculares a
KM, AT, AZ, y tracense rectas que unan AM, BI', EZ,

B
E
A
‘l ’ )
A r M
N H
[C]

Y puesto que la superficie del casquete de esfera KAM es
igual a la superficie del casquete AEZ, entonces el circulo
‘cuyo radio es igual a AM es igual al circulo cuyo radio es
igual a E7Z’!; de manera que MA es igual a EZ [Elem. XII 2].
Y puesto que el casquete KAM es semejante al ABL, AP es a
PN como BII es a [1@; y tomando la proporcion invertida
[Elem. V 7, corol.] y por composicion [Elem. V 18], NA es a
AP como OB es a BIL. Pero también PA es a AM como BII a
rB*2. Luego NA es a AM —es decir, a EZ— como 6B a Bl
[Elem. V 22]; y tomese la proporcion en alternancia [Elem.
V 16]. Y la raz6én de EZ a BI" ha sido dada, puesto que cada
una de esas rectas ha sido dada; luego también ha sido dada
la raz6n de AN a B@; y B® ha sido dada [Dat. 1]; luego tam-
bién AN ha sido dada [Dat. 2]; de modo que también ha sido
dada la esfera [Dat., def. 5].

3 Entiéndase «como secciones con los planos recién trazadosy.

3 [Pues se habia demostrado que las superficies de los casquetes in-
dicados eran iguales a los circulos cuyos radios eran iguales a las rectas
que unen los vértices de los casquetes con las bases (142)].

32 [Pues los tridngulos son semejantes).
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Y la sintesis se planteara asi:

Sean ABI', AEZ los dos casquetes esféricos dados; ABI'
aquél al que ha de ser semejante; AEZ aquél a cuya super-
ficie ha de tener igual la superficie; y construyase lo mis-
mo que en el analisis; y hadgase que BI" sea a EZ como B®
es a AN, y con didmetro AN tracese un circulo; y considé-
rese una esfera cuyo circulo maximo sea AKNM y cortese
NA por el punto P de manera que ©II sea a [IB como NP a PA
[Elem. VI 10] y cortese la superficie mediante un plano
que pase por P y perpendicular a AN, y tracese la recta AM;
entonces los segmentos circulares que estan sobre las cuerdas
KM, Al son semejantes. De modo que también los casque-
tes esféricos (correspondientes) son semejantes. Y puesto
que OB es a BII como NA es a AP —pues también lo son por
descomposicion [Elem. V 18]—, mientras que también IIB
es a B[ como PA es a AM, entonces también ©B es a NA
como BI' a AM. Y ©B era a AN como BI" a EZ**; luego EZ es
igual a AM [Elem. V 9]; de manera que también el circulo
que tiene por radio Ez es igual al circulo cuyo radio es
igual a AM; y el circulo que tiene por radio EZ es igual a la
superficie del casquete AEZ, mientras que el circulo cuyo
radio es igual a AM es igual a la superficie del casquete
KAM —pues esto se ha demostrado en el libro I [I 42}—;
luego también la superficie del casquete KAM es igual a la
superficie del casquete de esfera AEZ. Y KAM es semejante
a ABI.

33 Por construccion.
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Prorosicion 7

Cortar de una esfera dada un casquete mediante un
plano, de modo que el casquete guarde una razoén dada con
el cono que tiene la misma base e igual altura que el cas-
quete™.

Sea la esfera dada, cuyo circulo maximo es ABIA y su
didmetro BA.

Es preciso cortar la esfera mediante un plano que pase
por AI', de manera que el casquete esférico ABC guarde con
el cono ABI" una raz6én igual a una dada.
 Dese por hecho; y sea E A
el centro de la esfera, y sea
la suma de EAZ a AZ como

Hz a 7B. Entonces el cono / A

AT'H es igual al casquete ABI’
[Prop. 2]. Luego ha sido da-
da la razén del cono AHI al
cono ABI. Luego ha sido
dada la razén de HZ a zB [I, lema 1]. Y HZ es a zB como la
suma de EAZ es a AZ. Luego la razon de la suma de EAZ a Az
ha sido dada®. De manera que también A Y puesto que la

r

3* Arquimepes cita el enunciado de esta proposicién en Espirales (I1
4,23 y ss.): «Cortar de una esfera dada un casquete mediante un plano de
manera que el casquete guarde con el cono que tiene la misma base que el
casquete e igual altura la razon prescrita, mayor que la que guarda tres a
dos».

35 [De manera que también la de EA a Az; luego también ha sido dada
47].
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suma de EAZ guarda con AZ una razoén mayor que la de la
suma de EAB con AB, y la suma de EAB es tres veces EA y BA
es dos veces Ea, entonces la suma de EAZ guarda con AZ una
razon mayor que la de tres a dos. Y la razén de la suma de
EAZ a ZA es la misma que la razdn dada.

Luego para la sintesis es preciso que la razon dada sea
mayor que la razén de tres a dos.

Y la sintesis se planteard asi:

Sea la esfera dada, cuyo circulo maximo es ABI'A, V su
diametro BA y su centro E y la razén dada sea la de 0K a K4,
mayor que la razén de tres a
dos.

Y tres es a dos como la
suma de EAB es a AB; luego
4 z ©K guarda con KA una razén
E mayor que la que guarda la

suma de FAB con AB. Luego,

por descomposicion, ®A guat-

da con AK una razén mayor
K que la de Ea a AB. Y hagase
que OA sea a AK como EA es a AZ, y por el punto Z tricese
Azr perpendicular a B, y por I'A tracese un plano perpendi-
cular a BA.

Digo que el casquete esférico ABI" guarda con el cono
ABT la misma razén que 6K con KA.

Hagase de modo que la suma de EAZ sea a AZ como HZ a
ZB; entonces el cono FAH es igual al casquete esférico ABI.
Y puesto que ©K es a KA como la suma de EAZ es a AZ —es
decir, como HZ es a ZB; es decir, como el cono AHI" es al co-
no ABI— y el cono AHT es igual al casquete esférico ABI,
entonces el casquete ABT es al cono ABI" como €K es a KA,

(]
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ProrosiciON 8

St una esfera es cortada mediante un plano que no pase
por el centro, el casquete mayor guarda con el menor una
razén menor que el cuadrado de la que guarda la superficie
del casquete mayor con la superficie del menor, pero mayor
que (esa razén elevada a) tres medios>S.

Sea una esfera y en ella el circulo maximo ABra y el
didametro BA, y coOrtese mediante un plano que pase por AT’ y
perpendicular al circulo ABI'A, y sea ABI el casquete mayor
de la esfera.

Digo que el casquete ABI' guarda con el AAT una razon
menor que el cuadrado de la que guarda la superficie del
casquete mayor con la superficie del casquete menor, pero
mayor que {esa razdn elevada a) tres medios.

] }

Tricense BA y AA, y sea E el centro y hagase de modo
que la suma de EAZ sea a AZ como ©Z a 2B, y que la suma de
EBZ sea a BZ como HZ a ZA; y considérense unos conos que
tienen por base el circulo de didmetro Ar" y por vértices los
puntos @, H. ‘

3¢ ARQUIMEDES cita este enunciado en Espirales (I 6, 2-9): -
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El cono Aer serd igual al casquete esférico ABT y el (co-
no) ArH igual al {casquete) AAT y el cuadrado de lado BA es
al cuadrado de lado aA como la superficie del casquete ABI
es a la superficie del casquete AAT. Esto ya se ha explicado
antes’ [[ 42 y 43; Elem. XI11 2].

Digo que también el cono Aer respecto al cono AHD
—es decir, ze con zH [I, lema 1]— guarda una razén menor
que el cuadrado de la que guardan el cuadrado de lado BA
con el cuadrado de lado AA —es decir, Bz respecto a Za—.

Y puesto que la suma de EAZ es a AZ como ©Z a ZB*,
también Bz serd a ZA como ©B a BE, y BE es igual a AE¥. A la
vez, puesto que la suma de EBZ es a BZ como HZ €s a ZA, sea
BK igual a BE. Es evidente que ©B es mayor que BE, puesto
que también Bz {es mayor) que ZA. Y KZ serd a ZB como HZ a
zA. Y se habia demostrado que ZB es a ZA como ©B a BE; y
BE es igual a KB; luego @B es a BK como KZ a ZH; y puesto
que ©z guarda con ZK una razén menor que la de ©B a BK y
se habia demostrado que @B es a BK como KZ a ZH, entonces
ez guarda con zK una razén menor que la de Kz con ZH;
luego el rectdngulo ©zH es menor que el cuadrado de lado
7K. Entonces el rectangulo comprendido por ©zH guarda con
el cuadrado de lado zk* una razén menor que la que guarda

37 [Se ha de demostrar que el casquete mayor de la esfera guarda con
el menor una razén menor gue el cuadrado de la que guarda la superficie
del casquete mayor con la superficie del casquete menor).

B 1Y que la suma de EBZ es a BZ como ZH a Z4).

% [Esto quedé demostrado antes junto con otras cosas]. Por descom-
posicion (Elem. V 17), EA : AZ = ©B : ZB = BE : AZ; y tomando la propor-
ci6n en alternancia (Elem. V 16) resulta lo propuesto (Heiberg).

40 [Esto es, zo guarda con zH).
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el cuadrado de lado Kz con el cuadrado de lado za*; luego
@z guarda con ZH una razén menor que el cuadrado de la ra-
zén que guarda Kz con zH*. Esto busc4bamos.

Y puesto que BE es igual a Ea, entonces el rectdngulo
BzA es menor que el rectangulo BEA. Entonces zB guarda
con BE una razén menor que la de EA con Az —es decir, la
de ©B con BZ—. Entonces el cuadrado de lado zB es menor
que el rectangulo ©@BE —es decir, el rectangulo ©BK—.

Sea igual el cuadrado de lado BN al rectingulo eBK. En-
tonces @B es a BK como el cuadrado de lado eN al cuadrado
de lado NK. Y el cuadrado de lado ez guarda con el cuadra-
do de lado zk una razén mayor que el cuadrado de lado eN
con el cuadrado de lado Nk**. Luego ©z guarda con zZH una
razon mayor que la de Kz a zH elevada a tres medios™. Y ez

“es a zH como ¢l cono Aer al cono AHT —es decir, como el
casquete ABL al casquete AAT— y por otro lado Xz es a zH
como BZ a ZA —es decir, como el cuadrado de lado BA al
cuadrado de lado AA; es decir, como la superficie del cas-
quete ABI a la superficie del casquete AAT—,

De manera que el casquete mayor guarda con el menor
una razon menor que el cuadrado de la que guarda la super-
ficie del casquete mayor con la superficie del casquete me-
nor, pero mayor que (esa razon elevada a) tres medios.

1Y el cuadrado de lado kz guarda con el cuadrado de lado zH una
razén que es el cuadrado de la de Kz a ZH).

%2 [kz guarda con zZH una vazén menor que el cuadrado de la que
guarda Bz con 74).

(¥ el cuadrado de lado ez guarda con el cuadrado de lado zx una
razon mayor que la de @8 a BK —es decir, la de 6B a BE, es decir, la de Kz
a zH—).

“4 [Esto viene al final].
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DE OTRA MANERA

Sea una esfera en la que ABI'A es un circulo maximo, A
su didmetro, E su centro y cOrtese mediante un plano que
pase por BA perpendicular a AT,

Digo que el casquete mayor AAB guarda con el menor
BrA una razdén menor que el cuadrado de la que guarda la
superficie del casquete ABA con la superficie del casquete
BI'A, pero mayor que (esa razon elevada a) tres medios.

Tracense las rectas AB, BI'; la razdén de una superficie a
otra superficie es la del circulo cuyo radio es AB con el cir-
culo cuyo radio es BI [I 42-43] —es decir, la razén de Ae a
or—. Péngase cada una de las rectas Az, I'H igual al radio
del circulo.

Entonces, la razon del casquete BAA al (casquete) Bra
esta compuesta de la razon que guarda el casquete BAA con
el cono cuya base es el circulo de didmetro BA y su vértice
el punto A y la de ese mismo cono con el cono que tiene la
misma base y por vértice el punto ' y la del cono indicado®’
con el casquete BrA. Pero la razdn del casquete BaA al cono
BAA es la de HO con er, y la del cono al cono es la de a@ a
er, v la del cono Bra al casquete Bla eslade A® a0z, Y la
razon compuesta de la de Ho a o' y la de Ae a or es la del
rectangulo HeA al cuadrado de lado er, mientras que la
(compuesta de la) del rectangulo HO, A al cuadrado de lado
er junto con la de A® a ©Z es la (razdn) del sélido de base
en ¢l rectangulo He, ©A y altura @A con el sélido de base en

% El segundo de los mencionados, con base en el circulo de didmetro
BA 'y vértice enT.
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el cuadrado de lado er y altura en ©z; y el s6lido de base
en el rectingulo HEA y altura @A es el solido de base en el
cuadrado de lado ©A y altura eH. Luego el solido de base en
el cuadrado de lado @A y altura ©H guarda con el solido de
base en el cuadrado de lado I'e y altura 6z una razén menor s
que el cuadrado de la (raz6n) de A® a or*. Luego el sélido
de base en el cuadrado de lado Ae y altura eH guarda con el
solido de base en el cuadrado de lado er y altura ©z una ra-
z6n menor que la del sélido de base en el cuadrado de lado
A®y altura ©H con el sélido de base en el cuadrado de la-

dorey altura ©H. , 10
K
B
z A E e |T H
A

Asi, (se ha de demostrar) que el-sélido de base en el
cuadrado de lado re y altura ze es mayor que el s6lido de
base en el cuadrado de lado re y altura en; luego (se ha
de demostrar) que es mayor 6z que @H",

Afirmo también que el casquete mayor guarda con el
menor una razoén mayor que la razon de las superficies (ele-
vada a) tres medios.

Pero se habia demostrado que la razén entre los casque- 15
tes era la misma que la que guarda el sélido de base en el
cuadrado de lado Ae y altura ©H con el sdlido de base en el

8 1Y el cuadrado de la {razén) de 4@ a ares la {razdn) del cuadrado
de lado 46 al cuadrado de lado er}.

7 Por construccién: a las rectas designales Ao, er se les han sumado
las rectas iguales zA, 't (Eut.)
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cuadrado de lado er y altura ez, mientras que la razén del
cubo de arista AB con el cubo de arista BI" es la razén de las
superficies (elevada a) tres medios.

Afirmo que el s6lido de base en el cuadrado de lado Ae
y altura ©H guarda con el s6lido de base en el cuadrado de
lado re y altura ©Z una razén mayor que® el cubo de arista
A® con el cubo de arista @8 —es decir, mayor que la razén
(compuesta de la) del cuadrado de lado Ae con el cuadrado
de lado Bo y la de la recta A® con ©B. La razon del cuadra-
do de 1ado Ae con ¢l cuadrado de lado ©B multiplicada por
la razén de A© a ©B es la del cuadrado de lado Ae al
rectangulo comprendido por I'eB. Y la razén del cuadrado
de lado Ae al rectangulo Ber es Ia del s6lido de base en el
cuadrado de lado Ae y altura ©H con el sélido de base en el
rectdngulo Ber y altura 6H.

Y digo que el sélido de base en el cuadrado de lado Ay
altura eH guarda con el solido de base en el cuadrado de la-
do re y altura ©z una razén mayor que® el solido de base en
el cuadrado de lado Ae y altura eH con el s6lido de base en
el rectangulo Ber y altura H.

Por tanto, se ha de demostrar que el solido de base en el
cuadrado de lado er y altura ez es menor que el sélido de
base en el rectangulo Ber y altura He. Lo que es lo mismo
que demostrar que el cuadrado de lado re guarda con el rec-
tangulo BOI" una razdn menor que HO con 67>,

Tracese desde E la recta EK perpendicular a EI' y desde B
la recta BA perpendicular a ella®’,

B [El cubo de arista 48 con el cubo de arista BI; es deciv].

¥ [El cuadrado de lado 46 con el recténgulo comprendido por BOI; es
decir].

%0 [Por consiguiente hay que demostrar que HO guarda con 6Z una ra-
zon mayor que la de re a eg}.

3! Es decir, perpendicular a EX.
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Es preciso que demostremos todavia que He guarda con
©z una razoén mayor que la de re a @B. Y 0z es igual a la
suma de A®, KE; luego hay que demostrar que H® guarda
con la suma de @A, KE una razén mayor que la dere a @B; y 20
una vez restada I'e de ©H, y (restada) EA —igual a Be— de
KE, sera necesario demostrar que la recta restante —I'H—
guarda con la restante —la suma de A®, KA— una razdn
mayor que ['e con ©B; es decir, ©8 con ©A; es decir, AR con
©A y, tomando la proporcioén en alternancia, que KE guarda 25
con EA una razén mayor que la suma de KA, GA con 0A y, 222
por descomposicion, KA guarda con AE una razoén mayor
que la de XA a ®A. Porque AE es menor que 6A.

ProrPOSICION 9

De los casquetes esféricos comprendidos por la misma s
superficie el mayor es el hemisferio™.

Sea en la esfera un circulo maximo ABI'A, AT su diame-
tro, y otra esfera cuyo circulo maximo sea EZHO y su dia-
metro EH; y cortese una esfera mediante un plano que pase
por el centro; la otra, por uno que no pase por ¢l centro; y
sean los planos secantes perpendiculares a los didmetros AT,
EH, y queden cortados® segun las rectas AB, zo. El casquete
correspondiente al arco ZE® es un hemisferio de la esfera [de
las secciones correspondientes al arco BAA en una figura, en
la que estd el signo 7], es mayor que un hemisferio; en la

—t

0

5

52 Arquimedes cita este enunciado en la carta que procede a Espirales.
33 Fntiéndase: «los circulos maximos.
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otra, menor que un hemisferio}*

cies de los casquetes indicados.

, ¥ sean iguales las superfi-

Zz

s
N

¢}

20 Digo que el hemisferio correspondiente al arco ZEe es
mayor que el casquete correspondiente al arco BAA.

3% De la comparacién del texto de los mss. con el que nos ofrece Euto-
cio dedujo Heiberg una corrupcién evidente: en algin momento de la
transmisién, el transcriptor o un copista duplicé el razonamiento y las fi-
guras (de ahi que una de ellas lleve la marca /o de manera innecesaria),
Arquimedes debio de referirse sélo al caso del casquete mayor que el
hemisferio, segin se deduce del texto de Eutocio. No obstante, restituir
el original sin alterar notablemente ¢l texto se hace dificil, y relegar las in-
terpolaciones a las notas, como veniamos tomando por norma, lo hace in-
comprensible, por lo que hacemos excepcién aqui y mantenemos las in-
terpolaciones y las ilustraciones tal y como las transmiten los manuscritos.
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Puesto que las superficies de los casquetes indicados son
iguales, es evidente que la recta BA es igual a la £z [I 42-43
y Elem. X1I 2] [ya se ha demostrado que la superficie de ca-
da casquete es igual a un circulo cuyo radio es igual a la rec-
ta trazada desde el vértice del casquete hasta la circunfe-
rencia del circulo que sirve de base al casquete. Y puesto
que el arco BAA es mayor que un semicirculo en una figura,

~ M

=

en la que esta el signo /7], es evidente que BA al cuadrado
es menor que el doble del cuadrado de AK y mayor que el
doble del cuadrado del radio*. Sea BA al cuadrado el doble
de AP, y sea I'Z igual al radio del circulo ABA; y la razén que
guarda I'= con I'K sea la que guarda MA con AK; y con base
en el circulo de didmetro BA sea un cono con vértice en el
punto M. Este es igual al casquete esférico correspondiente
al arco BAA. Sea también EN igual a EA y con base en el cir-
culo de diametro ez sea un cono con vértice en el punto N.

% La expresion «al cuadrado» (gt. dyndmei, literalmente «en poten-
ciay), rara en Arquimedes, la emplea Euclides frecuentemente en el libro
X como sindnimo de «el cuadrado de lado ...». Si se hubiera empleado la
expresion arquimedea mds usual tendriamos «el cuadrado de lado BA es
menor que ¢l doble del cuadrado de lado AK pero mayor que el doble del
cuadrado que tuviera por lado el radio». La figura correspondiente es la
marcada con el signo /7).

25
224

226 1C
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s También éste es igual al hemisferio correspondiente al arco
©EZ. Y el rectangulo comprendido por APT es mayor que el
comprendido por AKI puesto que tiene el lado menor mayor
que el menor del otro, mientras que el cuadrado de lado AP

10 es igual al rectangulo comprendido por AK, I's; pues es la
mitad del cuadrado de lado AB; luego la suma es mayor que
la suma®®. Luego el rectangulo comprendido por MKI es

15 igual al comprendido por KA”’. De manera que I'A guarda
con XT" una razén mayor que la de MK a AP. Y la razén que
guarda AT’ con I'K es la misma que guarda el cuadrado de la-
do AB con el cuadrado de lado BK; por tanto es evidente que

20 la mitad del cuadrado de lado AB, que es igual al cuadrado
de lado Ar, guarda con el cuadrado de lado BK una razén
mayor que la que guarda MK con el doble de AP, que es igual
a AN; luego también el circulo de didmetro ze guarda con el
circulo de diametro BA una razén mayor que MK con NA. De

228 manera que el cono que tiene por base el circulo de didme-

tro ze y por vértice el punto N es mayor que el cono que tiene
por base el circulo de diametro BA y por vértice el punto M.

5 Por tanto es evidente que también el hemisferio corres-

pondiente al arco Eze es mayor que el casquete correspon-
diente al arco BAA.

% Es decir, «la suma del rectangulo comprendido por APT' y €l cuadra-
do de lado AP es mayor que la suma del rectingulo comprendido por AKI
mas el rectangulo comprendido por AKX, I'E»,

Heiberg secluye la frase [Luego el rectangulo comprendido por 4P es
mayor que el comprendido por K4}

57 |De manera que es mayor el comprendido por 4P que el compren-
dido por MKT].



ARQUIMEDES

MEDIDA DEL CIRCULO



INTRODUCCION

El tratado sobre la Medida del circulo es, probablemen-
te, la obra de mayor repercusion de las de Arquimedes. El
estado en que nos ha sido transmitida dista mucho de lo que
" debid de ser su forma primitiva: no conserva el dialecto do-
rio en que Arquimedes escribié sus obras, ha perdido la
dedicatoria que suele preceder a los tratados, carece de defi-
niciones, lemas, proposiciones introductorias, faltan la pre-
cision y el rigor caracteristicos de la elocucion del siracusa-
no... Da la sensacién de que el tratado hubiera pasado por
las manos de muchos maestros que, repetidamente, hubieran
ido haciendo antologia de su contenido hasta conservar sélo
las tres proposiciones esenciales: de ahi que haya habido au-
tores que llegan incluso a afirmar que el tratado no es obra
de Arquimedes, expresion que ha de ser entendida cum mi-
ca salis, puesto que en realidad nadie pone seriamente en
duda que la demostracion relativa a la medida del circulo y
el calculo de ® sean obra de Arquimedes.

El contenido de las proposiciones es el siguiente: que el
area del circulo es igual a la de un tridngulo rectangulo que
tiene por base una recta igual a la circunferencia del circulo
y por altura el radio (Prop. 1); complementaria de la anterior
para proceder efectivamente a la medida del circulo, el cal-
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culo de la razén entre el didmetro de un circulo y su circun-
ferencia, razén comprendida entre 1/7 y 10/71 (Prop. 3); re-
curriendo a razonamientos dependientes de esos dos resul-
tados, demuestra, por ultimo, que la razén entre el circulo y
el cuadrado construido sobre su didmetro es la de 11/14
(Prop. 2), calculo que viene a complementar un teorema an-
tiguo dentro de la geometria griega —atribuido generalmen-
te a Hipocrates de Quios y recogido por Euclides en Ele-
mentos XII 2— que afirma que los circulos son entre si
como los cuadrados construidos sobre sus didmetros. El
hecho de que esta ltima demostracion preceda al calculo de
la raz6n entre la circunferencia y su didmetro es una anoma-
lia mas que afiadir al estado del texto en nuestros manus-
critos.

Eutocio conoci6 el tratado en una versién muy préxima
a la nuestra, también con tres proposiciones alteradas en su
orden l6gico, aunque con un texto algo mas completo. En su
comentario se hace eco de la queja emitida por otros exége-
tas, que reclamaban que no estaba demostrado, ni por Ar-
quimedes ni por ningdn otro, cémo tomar una recta igual a
la circunferencia de un circulo. Eutocio excusa la ausencia
de esa demostracion afirmando que nadie cuestiona la exis-
tencia de una recta tal, de modo que, a su entender, no se
puede acusar a Arquimedes de haber escrito nada fuera de
lo conveniente; pero sus explicaciones, en realidad, lo Gnico
que prueban es que no lleg6 a conocer de primera mano el
tratado Sobre las espirales, a pesar de que tenia noticias so-
bre el mismo gracias a la Vida de Arquimedes, de Heracli-
des. Este altimo autor afirmaba que Arquimedes «habia
descubierto una recta igual a la circunferencia dada de un
circulo gracias a ciertas espirales». Efectivamente, en Espi-
rales 20 se demuestra que la longitud de la circunferencia
de radio igual al radio vector de un punto de la espiral es
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igual a la de la subtangente polar correspondiente a ese pun-
tol.

Un elemento de especial originalidad en el tratado, co-
mo va sefialé Mugler?, es la renuncia a la cuadratura precisa
del circulo, sustituida por la triangulacion; el otro es la in-
tencidn geodésica en el sentido griego del término®: Arqui-
medes habia cumplido con las exigencias del método deduc-
tivo caracteristico de la geometria griega al demostrar que la
superficie del circulo —cuya medida se desconocia— es
igual a la de determinado tridngulo rectangulo —figura cuya
medida si era posible conocer y calcular—. Pero eso no re-
solvia el problema métrico, que requeria apearse de la pure-
za de las formas geométricas y los niimeros enteros objeto
de la teoria de numeros (la arithmétiké) para mancharse en
- el fango de los nimeros fraccionarios y de las raices cua-
dradas de irracionales que la logistica y la geodesia reque-
rian. El de la Medida del circulo es el tnico tratado geo-
métrico en que su autor se enfrenta a céalculos, y no esta
de mas recordar, aun siendo tépico, que en los Elementos de
Euclides no hay mas niimeros que los que sirven para orde-
nar las proposiciones.

Estos elementos de originalidad coexisten con el arraigo
en la tradicién geométrica en la que sin duda hay que incluir
el planteamiento del tratado: el problema de la cuadratura

! Cf. Heatn, 4 history of Greek Mathematics 1 230-231.

2 Ed. cit., vol. I, pag. XV.

3 Recordemos que en la matemdtica griega habia que distinguir entre
una matematica «mas honorable y primera» —formada por la aritmética y
la geometria— y otra «que se ocupa de lo sensible» (HErRON, Definitiones,
pag. 165) —dentro de la cual estan la logistica, la geodesia, la canénica, la
dptica, la mecéanica y la astronomia—. La geodesia se plantea como fin el
de dar solucion a las cuestiones efectivas de medida de superficies.
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del circulo habia sido objeto de estudio desde antiguo®, unas
veces con mas rigor que otras. Dos de las soluciones tenidas
por menos rigurosas pudieron ser, sin embargo, las que pu-
sieron en el camino adecuado a Arquimedes. Nos referimos
a las de Antifonte y Brison. El primero —sofista de profe-
sién, que no matematico— habia sugerido que inscribiendo
sucesivamente en el circulo poligonos de nimero de lados
cada vez mas elevado se llegaria a un punto en que el poli-
gono inscrito llegaria a ser igual al circulo’, lo que abria
camino a la idea de la aproximacion al circulo mediante la
duplicacion del nimero de lados de poligonos inscritos; Bri-
son, por su parte, sugirié que si en un circulo se inscribe un
cuadrado y se circunscribe otro y, a continuacién, se toma
un cuadrado intermedio entre ambos, entonces, el cuadrado
mencionado en ultimo lugar es mayor que el inscrito y me-
nor que el circunscrito y lo mismo le ocurre al circulo; por
tanto, ese cuadrado intermedio —decia— es igual al circulo.
Asi expresado resulta un tanto burdo, pero también es cierto
que otras fuentes dicen que Brisén no se servia de cuadra-
dos inscritos y circunscritos, sino de poligonos de mayor
nimero de lados, y eso representaria una aproximacion més -
razonable al circulo y cierto perfeccionamiento de la pro-
puesta de Antifonte®. Lo que Arquimedes afiade a estas in-

4 La primera aproximacién a la cuadratura, 1a de las linulas de Hipé-
crates de Quios, podemos datarla aproximadamente a mediados del siglo v
a. C., y la medida de la difusion del problema nos la da un pasaje de Aris-
TOFANES (Aves 1005) en el que se bromea sobre esa cuestién como si fue-
se, al menos de nombre, conocida para todos los atenienses.

5 Razonamiento que ya rechaza ARISTOTELES, en Fisica, 185a15-18.

8 Hay que reconocerle a Brisén que efectivamente uno de esos cuadra-
dos intermedios tenia que ser igual al circulo, y hemos de reconocer que
su razonamiento es el primero que actua siguiendo un razonamiento topo-
Iogico de continuidad.
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tuiciones matematicamente insuficientes es, por un lado, el
ya mencionado recurso a la triangulacion —homologo del
medio empleado en la medida de los poligonos regulares—
y, por otro, el método de compresion y la demostracion por
reduccion al absurdo, métodos —ahora si— aceptables des-
de el punto de vista matematico.

Pero lo que mas llama la atencién de los matematicos de
nuestro tiempo son las aproximaciones de V3 que Arquime-
des emplea sin explicacion alguna a lo largo del desarrollo
de la Prop. 3: respectivamente 265/153 (< \/3, en 236, 15-
16) y 1351/780 (> V3, en 240, 13-14). Para situar la cues-
tion en el lugar que le corresponde, recordemos primero que
Aristarco, apenas una generacion anterior a Arquimedes,
utiliza la poco afinada V[(50-1) / 5] como aproximacion de
2, lo que hace atin mas sorprendente la precision de la
aproximacion oftecida en este tratado; y también que hasta
los Metrica de Heron (s. 1 a. o d. C.; los estudiosos no con-
siguen encontrar datos para afinar mas la cronologia) o el
Comentario de Teon (s. v d. C.) al Almagesto de Ptolomeo
no encontramos en la literatura matematica griega descrip-
cién de los algoritmos empleados para el calculo de raices
cuadradas. La investigacion sobre este punto ha producido
gran abundancia de trabajos’ cuyos resultados no tienen
otro caracter sino el hipotético: lo inico que parece claro es
que los calculos de los matematicos griegos en este terreno
dependian probablemente —como los nuestros propios— de

7 La amplia literatura revisada por Heatn (Archimedes, pags. LXXXIV-
XCIX) quedd en parte desautorizada con la aparicién en 1896 del manus-
crito de los Metrica de Herdn, fuente a la que st pudo ya remitir en 4 His-
tory... 11 51, DursTERHUIS (Archimedes, 229) se hace eco de algunos
otros trabajos, asi como MUGLER (Archimede, vol. 1, pag. 137).
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la férmula (a + b)* = a” + 2ab + b’ (demostrada geométrica-
mente en Elementos).

En la Prop. 3 Arquimedes no ofrece ninguna explica-
cién de los calculos que Heva a cabo, sino que se limita a
resefiar los resultados: el detalle de estas operaciones nos ha
sido transmitido por el Comentario de Eutocio.

s EX LIBRIS
ARMAUIRUMQUE



Armauirumque
Clío pompeyana


ProrosiciON 1 1232

Todo circulo es igual a un tridngulo rectingulo cuyo
radio es igual a uno de los lados que forman el dngulo rec-
to y el perimetro es igual a la base .

Téngase el circulo ABrA o P M 5
en relacion con el tridngulo A
E2 como se ha supuesto.

Digo que es igual. o

Si es posible, sea mayor
el circulo, e inscribase el cua- z N
drado Nz y cortense los arcos
por la mitad y sean los seg-
mentos menores que el exce- B / r | 10
so® en que el circulo excede
al triangulo.

[a]

! Es decir, el otro cateto. En cuanto a la inexistencia de demostracion
sobre la medida de la circunferencia, v. la Introduccién al tratado, pags.
238 y ss.

% La cita que Eutocio nos da para este punto (Com., pig.143 MUGLER)
«Tenga uno de los lados que forman el dngulo recto igual al radio y el
otro igual a la circunferencia» no coincide con el texto que figura en
nuestros manuscritos.

* Hemos de entender que el sentido de la frase es «inscribanse figuras
rectilineas duplicando sucesivamente el nimero de lados de las mismas
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Entonces la figura rectilinea ya es mayor que el tridngu-
lo. Tomese el centro N y* la perpendicular N=. Entonces N=
es menor que el lado del tridngulo®. Y el perimetro de la fi-
gura rectilinea también es menor que el otro®, puesto que
también es menor que el perimetro del circulo [Esf. cil. 110,
1-6]. Luego la figura rectilinea es menor que el tridngulo
E. Lo cual es absurdo.

Sea el circulo, si es posible, menor que el triangulo E.

Y circunscribase el cuadrado y cortense por la mitad los
arcos y tracense tangentes por los puntos’. Entonces, el an-
gulo correspondiente a OAP es recto [Elem. 111 18]. Por tan-
to, OP es mayor que MP, pues PM es igual a PA, Por tanto, el
triangulo POl es mayor que la mitad de la figura ozawm.
Queden (segmentos) semejantes al segmento I1ZA; menores
que el exceso en que excede E al circulo ABra [Elem. X 1].
Entonces, la figura rectilinea circunscrita ya es menor que E.
Lo cual es absurdo, puesto que es mayor, porque NA es igual
al cateto del triangulo y el perimetro® es mayor que la base
del tridngulo”®.

Luego el circulo es igual al triangulo E.

hasta que los segmentos sean menores que el exceso...» ete. El original de
Arquimedes era probablemente mas preciso que el texto en su estado ac-
tual.

* Hay que sobreentender «tricese».

5 Es decir, menor que el cateto igual al radio.

% Es decir, «que el otro cateto», el que era igual al perimetro del circu-
lo.

7 Entiéndase «por los puntos de tangencian.

8 El perimetro «del poligono circunscritoy, se entiende.

9 Por hipétesis era igual a la circunferencia, y ésta es menor que el pe-
rimetro del poligono circunscrito [Esf. ¢il. 1 1].
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ProrosicioN 2

El circulo guarda con el cuadrado levantado sobre su
diametro la razén de 11 a 14, 20

Sea un circulo cuyo didmetro sea AB, y circunscribase el
cuadrado I'H, y sea AE el doble de I'A y EZ un séptimo de
10
A",
r A E

2 Z
Puesto que ATE guarda con ArA la razén de 21 a 7y Ara
guarda con AEZ larazén de 7 a 1, ATZ es a ATA como 22 a 7 25
[Elem. VI 1]. Pero el cuadrado I'H es el cuadruple de Ara 236

[Elem. 134], y el tridngulo ATAZ es igual al circulo AB''.

Por tanto, el circulo guarda con el cuadrado TH la razén s
de 11 a 14,

1 Para alcanzar esta construccién ha de darse por demostrada la tesis
de la proposicién 3.

W [Puesto que el cateto Ares igual al radio y la base es el triple del
didmetro y se demostrard que lo excede muy aproximadamente en un sép-
timo (Prop. 3, Prop. 1)].
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ProprosicioN 3

El perimetro de todo circulo es el triple del didmetro y
10 ademds excede de él en menos de un séptimo del diametro,
pero en mds de diez setentayunavos.

Sea un circulo y AI' su didmetro y E su centro y I'AZ una
tangente y el angulo correspondiente a ZEI' un tercio de un
recto.

Z RO

E A

15 Entonces EZ guarda con Zr la razdn de 306 a 153, y ET
guarda con I'Z la razén de 265 a 15312,

Dividase en dos partes iguales el angulo ZEI mediante la
recta EH; entonces, ZE es a ET como zH a HI''®. Luego la su-
ma de ZE, EI" es a ZI' como EI" a TH. De manera que I'E guar-

20 da con I'H una razén mayor que la de 571 a 153. Luego el
238 cuadrado de lado EH guarda con el cuadrado de lado Hr la

12 $obre los calculos conducentes a esta afirmacién, cf. la Introduccién
a este tratado, pags. 241-242.

B 1Y tomando la proposicion en alternancia y por composicién]. Esta
adicién estd tomada del Comentario de Eutocio, si bien el copista que la
incluy6 no lo hizo en el lugar adecuado.
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razén de 349.450 a 23.409. Luego en longitud guardan la
razén de 591 1/8 a 153.

Cortese de nuevo por la mitad el dngulo HE mediante
E®; enfonces, pot el mismo razonamiento, Er guarda con I'e
una razén mayor que la de 1.162 1/8 a 153; entonces ©E
guarda con eI una razoén mayor que la de 1.172 1/8 a 153.

Cortese de nuevo por la mitad el angulo ®FT" mediante
EK; entonces EI' guarda con I'K una razdn mayor que la de
2.334 1/4 a 153; entonces EX guarda con 'K una razoén ma-
yor que la de 2.339 1/4 a 153.

De nuevo cértese por la mitad el angulo KEI' mediante
AE; entonces EI' guarda con A una razén mayor que la de
4.673 1/2 a 153,

Puesto que el angulo correspondiente a ZET, que era un

“tercio de un recto, ha sido cortado cuatro veces por la mitad,
el angulo correspondiente a AEI es 1/48 de un recto. Ponga-
se el 4ngulo I'EM igual a éste ', con vértice en E; entonces el
angulo correspondiente a AEM es 1/24 de un recto. Y, por
consiguiente, la recta AM es el lado de un poligono de 96 la-
dos circunscrito al circulo.

Entonces, puesto que se habia demostrado que EI" guar-
da con I'A una razén mayor que la de 4.673 1/2 a 153, mien-
tras que AT era el doble de ET' y AM era el doble de ra, en-
tonces también AT guarda con el perimetro del poligono de
96 angulos una razdén mayor que la de 4.673 1/2a 14.688. Y
es el triple con un exceso de 667 1/2, lo cual es menor que
un séptimo de 4.673 1/2.

De modo que el poligono circunscrito al circulo es el
triple del didmetro mas algo menos de una séptima parte.
Luego con mas razén el perimetro del circulo es menor que
el triple mas una séptima parte.

1 [En longitud).
1 Es decir, igual al 4ngulo AET.

15240
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Sea un circulo y AT su diametro y sea el angulo BAI' un
tercio de un recto.

Entonces AB guarda con BI' una razén menor que la de
1.351a 780",

>R ®

I A

Cortese por la mitad el angulo BAT mediante AH. Puesto
que el angulo BAH es igual al HI'B [Elem. III 26] pero tam-
bién al HAT, entonces el HI'B también es igual al HAT. Y el
angulo recto AHI' es comun [Elem. III 31]. Entonces tam-
bién el tercer angulo HZI' es igual al tercer angulo ATrH
[Elem. 1 32]. Luego el triangulo AHT es equidangulo respecto
al triangulo r'Hz. Luego AH es a HI' como I'H a HZ y como AT
arz [Elem. VI 4]. Pero AT es aT'Z como la suma derABes a
BI'; y la suma de BAT es a B[' como AH es a HI', Por eso en-
tonces AH guarda con HI" una razoén menor que la de 2.911 a
780 y AT con I'H una razén menor que la de 3.013 1/2 1/4
a 780.

Cortese por la mitad "AH mediante Ae; por el mismo ra-
zonamiento, entonces, A@ guarda con €I una razén menor
que la de 5.924 1/2 1/4 a 780, o menor que la de 1.823 a
240 —pues cada uno es los 4/13 de cada uno '’—, De mane-

18 [ar guarda con 1B la razén de 1.560 a 780]. Sobre los calculos con-
ducentes a esta afirmacion, cf. la Introduccion a este tratado, pags. 241-242.

17 La literalidad del texto ofrece algim problema: para Heiberg el fe-
menino empleado hekatéra se refiere, de modo impropio, a eutheia, «rec-
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ra que A guarda con r'e {una razén menor) que la de 1.838 5
9/11 a 240.

Cortese de nuevo por la mitad el angulo @A’ mediante
KA; y AK guarda con KI'" una razon menor que la de 1.007 a
66, puesto que cada uno es los 11/40 de cada uno. Entonces
AT guarda con KI' (una razén menor) que la de 1.009 1/6 a
66.

Cortese de nuevo por la mitad el dngulo KA mediante
AA. Entonces AA guarda con Al una razén menor que la de
2.016 1/6 a 66, mientras que AT guarda con A una razén
menor que la de 2.017 1/4 a 66. Entonces, tomando la pro-
porcidn invertida, el perimetro del poligono guarda con el
didmetro una razon mayor que la de 6.336 a 2.017 1/4, lo
cual es més que el triple y 10/71 de 2.017 1/4. 1

Luego el perimetro del poligono de 96 lados inscrito en
el circulo es mas del triple del diametro y 10/71.

Luego el perimetro del circulo es triple del diametro y 2
algo menos de una séptima parte, pero mas de 10/71.

—

ta» y considera mas conveniente, como han sugerido algunos otros intér-
pretes, sustituir el femenino por un masculino y entender que se refiere a
héros, «términoy. A mi entender, dado que las figuras que estd conside-
rando son tridngulos, podria referirse a las rectas como lados de tridngulos
(fem. pleurd), y eso permitiria mantener la lectura hekatérd, en femenino,
transmitida por los manuscritos. Los «cada uno» que aparecen mas adelan-
te (242, 7-8) deben ser entendidos del mismo modo que los sefialados al
principio de esta nota.

En cualquier caso, se refiere aqui a la simplificacion 5924 % 1/4 : 780
1 (1823 x 4)/13 : (240 x 4)/13.

0
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ARQUIMEDES

SOBRE LOS CONOIDES Y ESFEROIDES



INTRODUCCION

El tratado conserva el dialecto dorio propio de los escri-
tos originales de Arquimedes, y en él podemos distinguir
tres partes: en primer lugar, la carta que precede al tratado,
dirigida a Dositeo, que tras la salutacién y el mensaje de en-
vio incluye las definiciones necesarias, un lema y la presen-
tacion de los resultados mas relevantes de la investigacion, a
saber: la determinacion de la relacién entre los segmentos
cortados de paraboloides, hiperboloides o elipsoides y los
conos que tienen la misma base y el mismo eje que los seg-
mentos.

Vienen a continuacion las treinta y dos proposiciones
conservadas, de las cuales las 1-20, tienen caricter prope-
dettico y contienen el estudio de las propiedades de las tan-
gentes a las conicas (3), de los planos tangentes a los sélidos
de revolucién (15-17), y de las secciones de conoides y es-
feroides (11-14 y 18-19) asi como un estudio de Ia relacion
entre la elipse y el circulo (4-6); figura también la resolu-
cién de los problemas de construccion de conos y cilindros
que contengan en su superficie una elipse dada (7-9), cons-
trucciones necesarias para la posterior aplicacion del método
de compresion; las proposiciones 1 y 2 demuestran ciertas
propiedades de las sumas de proporciones y progresiones.
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La proposicion 20, la mas tipicamente arquimedea de esta pri-
mera parte, nos presenta la adaptacion del método de compre-
si6n a las figuras objeto de estudio: como inscribir y circunscri-
bir en un segmento de conoide o esferoide —cortado mediante
un plano no perpendicular a su eje— figuras sélidas compues-
tas de troncos de cilindro de manera que la figura circunscrita
exceda a la inscrita en una magnitud menor que cualquier mag-
nitud solida propuesta. Afiadiendo estos resultados a los descu-
brimientos de los gedmetras anteriores y siguiendo sus métodos
caracteristicos de compresion y reduccion al absurdo, Arqui-
medes consigue los resultados principales del tratado, que figu-
ran en las proposiciones 21-32:

—E]l segmento cortado de un paraboloide de revolucion
mediante un plano perpendicular al eje es una vez y media
el cono que tiene la misma base y el mismo eje.

—Cortados de cualquier manera dos segmentos de un
paraboloide de revolucion, guardan entre si una razén que
es la del cuadrado de sus ejes.

—FEl segmento cortado del hiperboloide mediante un pla-
no perpendicular al eje guarda con el cono que tiene la
misma base y el mismo eje la razén que guardan entre si
la recta suma del eje del segmento mas el triple de la que se
afiade al eje con la recta suma del eje del segmento mas el
doble de la afiadida al eje.

—Los planos tangentes a los elipsoides lo son en un so-
lo punto y la recta que une los puntos de tangencia pasa por
el centro.

—Si se corta un elipsoide mediante un plano perpendi-
cular al eje que pase por el centro, cada uno de los segmen-
tos resultantes es el doble del cono que tiene la misma base
que el segmento y el mismo eje.

—Si el elipsoide es cortado mediante un plano perpen-
dicular al eje pero que no pase por el centro, el segmento
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mayor guardara con el cono que tenga la misma base que el
segmento y el mismo eje la misma razon que la recta suma
del semieje del elipsoide mas el eje del segmento menor con
el segmento menor, y el segmento menor guardara con el
cono que tenga la misma base y el mismo eje que él la razén
que guarden entre si la recta suma del semieje del elipsoide
mas el eje del segmento mayor con el eje del segmento
mayor.

—Y si un elipsoide es cortado mediante un plano que
pasa por el centro-pero no es perpendicular al eje, cada uno
de los segmentos resultantes sera el doble del cono de base
eliptica cuya base y eje sean iguales a los del segmento.

—De modo analogo al caso visto mas atras, si un elip-
soide es cortado mediante un plano que no pasa por el cen-
tro ni es perpendicular al eje, el segmento mayor guardara
con el cilindro de base eliptica que tenga la misma base y la
misma altura que él la misma razon que la recta equivalente
a la suma de la mitad de la recta que une los vértices de los
segmentos mas el segmento menor con el gje del segmento
menor y el segmento menor guardard con el cono de base
eliptica que tenga la misma base y el mismo eje que él la
misma razén que la mitad de la recta que une los vértices de
los segmentos més el eje del segmento mayor con el eje del
segmento mayor.

Todas estas cuestiones pertenecen al tipo clasico de pro-
blemas de aplicacion de volumenes, y Arquimedes precisa
en la carta que precede al Método (II 428, 8-12) que todas
las figuras estudiadas resultan ser iguales en volumen a
otras de cilindros y conos, es decir, a volimenes limitados
por superficies curvas, pero que no ha conseguido hallar la
equivalencia de estos conoides y esferoides con figuras tri-
dimensionales rectilineas. Y es que Arquimedes habia des-
cubierto previamente mediante el método mecénico los re-
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sultados principales alcanzados en el tratado: el volumen del
elipsoide de revolucién se estudia en Meét. 3, el del segmen-
to de paraboloide en Mét. 4, el del hiperboloide en Meér. 11,
y el del segmento de elipsoide cortado mediante un plano
perpendicular al eje en Mét. 8.

Notese también que, en la carta que precede al tratado,
Arquimedes menciona otros teoremas cuya resolucién deri-
va de los resultados de este tratado: los elipsoides semejan-
tes v los segmentos semejantes de paraboloides, hiperboloi-
des y elipsoides guardan entre si una razén que es el cubo
de la de sus ejes; en los elipsoides, los cuadrados construi-
dos sobre los ejes menores son inversamente proporcionales
a los ejes mayores v, a la inversa, si los cuadrados construi-
dos sobre los ejes menores son inversamente proporcionales
a los ejes mayores, los elipsoides son iguales. También la
inversa de las cuestiones resueltas en los teoremas principa-
les podria resolverse, a saber, el problema de conseguir, da-
do un cilindro, un cono o una esfera cortar un segmento de
una figura conoide o elipsoide dada igual al cilindro, el co-
no o la esfera dados.



Arquimedes a Dositeo, que le vaya bien. 1246

Te escribo y te mando en este libro las demostraciones
de los demés teoremas que no tenias en lo que te mandé an-
tes y de otros que hallé después por afiadidura, en cuya reso- 5
ucién habia fallado tras haber intentado muchas veces estu-
diarlos porque me parecia que tenian -algun punto dificil.
Por eso ni siquiera publiqué los planteamientos con los
otros. Pero después, dedicandome a ellos con més afan, des-
cubri lo que me fallaba. Las proposiciones pendientes de los 10
primeros teoremas versaban sobre el paraboloide, mientras
que los que he descubierto ahora, sobre el hiperboloide y los
elipsoides, a los que llamo «alargados» y «aplastados».

En cuanto al paraboloide se habia propuesto lo siguien- i3
te:. si al hacer girar una pardbola permaneciendo fijo su
didmetro®, vuelve de nuevo al lugar desde el que empez6 a
moverse, llamese paraboloide la figura comprendida por la
parébola, y llamese eje? al didmetro que ha permanecido fi- 20
jo, v llamese vértice al punto en el que el eje toca a la super-
ficie del paraboloide. Y si un plano toca a un paraboloide y 248
otro plano, trazado paralelo al plano tangente, corta un seg-
mento del paraboloide, llamese base del segmento cortado a
(la parte del) plano comprendida por el segmento de parabo-
loide en el plano secante, y vértice al punto en que el otro

wn

! Cf. Introduccién, pag. 47.
? Eje «del paraboloidey, se entiende.
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plano es tangente al paraboloide, y eje a (la parte de) la rec-
ta trazada por el vértice del segmento paralela al eje del pa-
raboloide comprendida en el interior del segmento.

Se propuso estudiar lo siguiente: por qué, si se cortan
mediante un plano perpendicular al eje segmentos del para-
boloide, el segmento cortado serd una vez y media el cono
que tiene la misma base que el segmento y el mismo eje. Y
por qué, si se cortan de un paraboloide dos segmentos me-
diante planos trazados de cualquier manera, los segmentos
cortados guardaran entre si una razén que es el cuadrado de
la de sus ejes’.

En cuanto al hiperboloide, supongamos lo siguiente: si
una hipérbola y su didmetro y las asintotas de la hipérbola
estan en un plano, v permarneciendo fijo el diametro se hace
girar el plano en que estdn las lineas mencionadas, y vuelve
de nuevo al lugar desde el que empezb a moverse, es evi-
dente que las asintotas de la hipérbola comprenderan un co-
no isdsceles cuyo vértice serd el punto en que las asintotas
se cortan, y ¢l eje serd el didmetro que permanecio fijo. A la
figura comprendida por el giro de la hipérbola llamesela
hiperboloide y al didmetro que ha permanecido fijo, su eje,
y vértice al punto en que el eje toca la superficie del hiperbo-
loide. Al cono comprendido por las asintotas de la hipérbola
llamesele el que comprende al hiperboloide, y a la recta que
queda entre el vértice del hiperboloide y el vértice del cono
que comprende al hiperboloide lldmesela la afiadida al eje.
Y si un plano toca al hiperboloide y otro plano, paralelo al
tangente, corta un segmento del hiperboloide, llamese base
del segmento cortado a la (parte del plano) comprendida por
1a seccién del hiperboloide en el plano secante, y vértice al

% Las demostraciones figuran, respectivamente, en las proposiciones
21y24.
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punto en el que el plano tangente toca al hiperboloide, v 15
llamese eje a (la parte de) recta que queda en el interior del
segmento trazada por el vértice del segmento y por el vérti-
ce del cono que comprende al hiperboloide, y a la parte que
queda entre los vértices mencionados llamesela la afiadida
al eje. ‘ 20

Los paraboloides son todos semejantes*, pero de los
hiperboloides llamese semejantes a aquéllos en los que
los conos que comprenden a los hiperboloides sean seme-
jantes®.

Se propone estudiar lo siguiente: por qué, si mediante un 25
plano perpendicular al eje se cortan segmentos de un hiper-
boloide, el segmento cortado guarda con el cono que tiene
la misma base que el segmento y el mismo eje la misma ra-
'z6n que la recta suma de una recta igual al eje del segmento
mas el triple de la afiadida al eje con una recta igual a la 252
suma del eje del segmento mas el doble de la afiadida al
eje’; y por qué, si se corta un segmento de un hiperboloide
mediante un plano no perpendicular al eje, el segmento cor- s
tado guarda con la figura que tiene la misma base que el
segmento y el mismo eje —y que es un tronco de cono— la
misma razén que una recta igual a la suma del eje del seg-
mento mas el triple de la afiadida al eje con una recta igual a 10

4 La demostracion aparece en ApoLoNIO, Cdnicas VI 11 (conservado
sélo en version drabe). Eurocio (Comentario a Equilibrio de los Planos,
11 2) afirma que la demostracion la habia llevado a cabo Apolonio, pero el
modo de expresion de Arquimedes parece indicar que esa demostracion ya
existia en alguna obra més antigua o que el propio Arquimedes lo habia
demostrado en algan ofro escrito que no conocemos, por lo que la indica-
cién de Eutocio ha de interpretarse en el sentido de que en su tiempo sélo
era accesible en la obra de Apolonio.

* BucLipgs, Elem. X1, def. 24: «Son semejantes los conos y los cilin-
dros en los que los ejes y los didmetros de las bases estdn en proporciény.

¢ Se demuestra en la proposiciéon 25.
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la suma del eje del segmento mas el doble de la afiadida al
eje’.

Sobre las figuras elipsoides supongamos lo siguiente: si
al hacer girar una elipse, permaneciendo fijo su didmetro
mayor, vuelve de nuevo al lugar desde el que empezé a mo-
verse, llamese elipsoide alargado a la figura comprendida
por la elipse; y si tras hacerla girar permaneciendo fijo su
didmetro menor vuelve de nuevo al lugar desde el que em-
pezd a moverse, llamese elipsoide aplastado a la figura
comprendida por la elipse. En cada uno de estos elipsoides
llamese eje al diametro que ha permanecido fijo; vértice, al
punto en que el eje toca a la superficie del elipsoide; y lla-
mese centro al punto medio del eje, y didmetro a la recta
que pasa por el centro trazada perpendicular al eje. Si planos
paralelos tocan sin cortar a cualquiera de las dos figuras
elipsoides y se traza paralelo a los planos tangentes otro
plano que corte al elipsoide, 1lamese base de los segmentos
resultantes a la (parte del plano) comprendida por la seccién
del elipsoide en el plano secante; vértices, a los puntos en
que los planos paralelos tocan al elipsoide; ejes a (las partes
de) las rectas que unen los vértices® comprendidas en el in-
terior de los segmentos. v

Demostraremos que los planos tangentes al elipsoide to-
can en un solo punto su superficie y que la recta que une los
puntos de contacto pasa por el centro del elipsoide®.

De las figuras elipsoides llimese semejantes a aquéllas
en las que sus ejes guardan la misma razén con sus didme-
tros. Los segmentos de las figuras elipsoides y conoides
llAmense semejantes si son quitados'® de figuras semejantes

7 Id., prop. 26.

8 s decir, «los del elipsoide.

® La demostracién figara en la proposicién 16,
10 Eg decir, «cortados».
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y tienen las bases semejantes y sus ejes o bien son per-
pendiculares a los planos de las bases o, formando angulos
iguales con los didmetros homologos de las bases, guardan
entre si la misma razén que los diametros homoélogos de las 20
bases.

Sobre los elipsoides se propone estudiar lo siguiente:
por qué, si alguna de las figuras elipsoides es cortada por un
plano que pase por el centro perpendicular al ¢je, cada uno
de los segmentos resultantes sera el doble del cono que tiene 25
la misma base que el segmento y el mismo eje’!, mientras
que si fuera cortado por un plano perpendicular al eje pe-
ro que no pase por el centro, de los segmentos resultantes el
mayor guardard con el cono que tiene la misma base que
el segmento y el mismo eje la misma razén que la recta igual 256

"a la suma de la mitad de la recta que es el eje del elipsoide
mas el cje del segmento menor con el eje del segmento me-
nor; mientras que el segmento menor guarda con el cono s
que tiene la misma base que el segmento menor y el mismo
eje la misma razdn que la recta igual a la suma de la mitad
de la recta que es el eje del elipsoide mas el eje del segmen-
to mayor con el eje del segmento mayor 2. Y por qué si uno 10
de los elipsoides es cortado por un plano que pase por el
centro, pero no perpendicular al eje, cada uno de los seg-
mentos resultantes sera el doble de la figura que tiene la
misma base que el segmento y el mismo eje —Ila figura es 15
un tronco de cono— "3, Y si un elipsoide es cortado por un
plano que ni pasa por el centro ni es perpendicular al eje, de
las figuras resultantes la mayor guardara con la figura que
tiene la misma base que el segmento y el mismo eje la mis-
ma razon que la recta igual a la suma de la recta que es la 2

W rd., prop. 27.
12 Se demuestra en las proposiciones 31 y 29 respectivamente.
13 Id., prop. 28.
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mitad de la que une los vértices de los segmentos mas el eje
del segmento menor con el eje del segmento menor, mien-
tras que el segmento menor guardara con la figura que tiene
la misma base que el segmento y el mismo eje la misma ra-
z6n que guarda la recta igual a la suma de la recta que es la
mitad de la que une los vértices de los segmentos mas el eje
del segmento mayor con el eje del segmento mayor —tam-
bién en este caso la figura es un tronco de cono— ',

Una vez demostrados los teoremas indicados, por medio
de ellos se resuelven muchos teoremas y problemas como,
por ejemplo, éste: que los elipsoides semejantes y los seg-
mentos semejantes de las figuras elipsoides y conoides guar-
dan entre si una razén que es la de los cubos de sus ejes, y
que en las figuras elipsoides iguales los cuadrados construi-
dos sobre sus didmetros son inversamente proporcionales a
los ejes, y que si los cuadrados de los didmetros de las figu-
ras elipsoides son inversamente proporcionales a sus ejes,
los elipsoides son iguales . Y un problema como éste, por
ejemplo: de una figura conoide o elipsoide dada, cortar un
segmento mediante un plano trazado paralelo a un plano
dado de manera que el segmento cortado sea igual a un co-
no o a un cilindro dados o a una esfera dada.

Habiendo redactado primero los teoremas y las preci-
siones necesarias para sus demostraciones, te escribiré des-
pués las proposiciones. Que te vaya bien.

14 Las demostraciones aparecen en las proposiciones 32 y 30 respecti-
vamente.

1> Estas demostraciones no figuran ni en este tratado ni en el resto de
las obras de Arquimedes que se nos han conservado.
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(DEFINICIONES) 6

Si un cono es cortado por un plano que llega a todas las
generatrices, la seccion serd un circulo o una elipse. Si la
seccion es un circulo, es evidente que el segmento tomado
de €l hacia el mismo lado que el vértice del cono serd un
cono. Pero si la seccion resulta una elipse, llamese tronco de
cono a la figura tomada del cono hacia el mismo lado del
vértice del cono, y llamese base del segmento a (la parte
del) plano comprendido por la elipse; vértice al punto que
sirve también de vértice al cono; eje a la recta trazada desde

. el vértice del cono hasta el centro de la elipse.

Y si un cilindro es cortado por dos planos paralelos con-
currentes con todas las generatrices'?, las secciones seran o
bien circulos, o bien elipses iguales y semejantes . Y si las
secciones resultantes son circulos, es evidente que la figura
tomada del cilindro entre los planos paralelos sera un cilin-
dro. Pero si las secciones resultantes son elipses, llimese
tronco de cilindro a la figura tomada del cilindro entre los
planos paralelos, y llamese base del tronco a (las partes de)
los planos comprendidas por las elipses, y eje a la recta que
une los centros de las elipses. Estos estaran en la misma rec-
ta que el gje del cilindro.

16 Este subtitulo no figura en los mss. griegos, sino que es afiadido
por HEmBERG en su traduccién latina y recogido por otros editores y
traductores.

17 Es decir, «que corten a todas las generatrices».

18 Es decir, elipses congruentes.
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(LEMa)Y

Si hubiera un nimero cualquiera de magnitudes que ex-
ceden unas a otras en la misma magnitud y el exceso es
igual a la mas pequefia, y otras magnitudes iguales en ni-
mero a éstas y cada una es en magnitud igual a la mayor, la
suma de todas las magnitudes de las que cada una es igual a
la mayor sera menor que el doble de la suma de todas las
que se excedian en la misma cantidad y mayor que el doble
de ellas excepto la mayor®. La demostracién de esto es evi-
dente?!, :

Prorosicion 1

Si unas magnitudes, en numero cualquiera, guardan
de dos en dos, las dispuestas de modo semejante, la mis-
ma razon que otras magnitudes iguales en numero, y se
afirma que las primeras magnitudes guardan respecto a
otras magnitudes indicadas, sea todas, sea algunas de
ellas, una razén cualquiera, y que las segundas estin en
esa misma razon con otras magnitudes homologas, la

¥ Bl subtitulo fue afiadido por Stamatis.

2 Bs decir, que dada una serie de magnitudes A,, A,, A,, .., A, en la
que se cumplen los requisitos indicados por Arquimedes para su primera
serie, se cumplira que

n.A <2(A +A+A+.+A)
y que
n.A,>2(A A +A+.FA ).
! Figura en Espirales, 11.
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suma de las primeras magnitudes guardard con la suma
de las magnitudes indicadas la misma razén que guarda 5
la suma de las segundas magnitudes con la suma de las
indicadas.

Sean unas magnitudes A, B, I, A, E, z que guardan de dos
en dos la misma razén que otras magnitudes iguales en nu-
mero H, ©, I, K, A, M y guarde A con B la misma razén que H 10
con @, y B con I' la misma razén que © con 1y las demds del

Il

HO® I KAM

mismo modo que éstas, y estén las magnitudes A, B, [, A, E,
Z en cualquier razén con otras magnitudes N, =, 0, I1, P, =, y
estén las magnitudes H, ©, 1, K, A, M en Ja misma razon con
otras magnitudes correspondientes, T, Y, @, X, ¥, Q; y guarde i5
H con T la razon que guarda A con N, y guarde © con Y la ra-
z6én que guarda B con E; y las demds, de modo semejante a

vl

Se ha de demostrar que la suma de A, B, I, A, E, Z guarda
con la suma de N, &, 0, 11, P, ¥ la misma razdn que la suma de H, 4
0,LK A,MconlasumadeT, Y, ®, X, ¥, Q.

N E T
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Puesto que N guarda con A la misma razén que T con H,
25 mientras que A guarda con B la misma razén que Hcon @ y B
con E la que © con Y, N guardara con E la misma razén que
T con Y. Por la misma razén también = guardara con 0 la
264 misma que Y con @, y las demas igual que éstas. Y la suma
de A, B, I, A E, z guarda con A la misma razon que la suma
den,o,1, K, A, MconH,y A guarda con N la razén de H con
5 T [Elem. V 7, corol.], mientras que N guarda con la suma de
N, E, 0, I1, P, = la misma razon que T con la suma de T, Y, @,
X, ¥, Q. Es evidente por tanto, que la suma de A, B,T, A, E, Z
guarda con la suma de N, 5, 0, I1, P, = la misma razén que la

10 sumadeH, ©,1, K, A, Mcon lasumadeT,Y, o, X, ¥, 0%
Y es evidente también que si de las magnitudes A, B, T,
A, E, Z, las A, B, T, A, E guardan razon con las N, =, o, I, P,
pero Z no guarda razoén con ninguna otra, y de las magnitu-
15 desH, ©,1, K, A, M, las H, @, 1, K, A guardan razon con las T,
Y, ®, X, ¥, sus correspondientes en la misma razon, pero M
no guarda razon con ninguna otra, de modo semejante la
suma de A, B, I, A, E, Z guardara con la suma de N, &, O 11, P
fa misma razén que la suma de H, ©, 1, K, A, M con la suma

deT,Y,0, X, ¥

266 PRrOPOSICION 2

Si unas lineas®, en nimero cualquiera, son iguales en-
5 tre si y a cada una se le aplica un drea con un exceso en
Jforma de cuadrado, y si los lados de las dreas excedentes se

22 La concisién de estilo es extrema en esta proposicién; tanto Heiberg
en su edicion de Arquimedes (I 263) como Heath (The Works of Archime-
des, 105-106) ofrecen una amplia exégesis.

2 «Lineas rectasy, se entiende.
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exceden entre si en lo mismo y el exceso es igual al lado
menor, y i, por otra parte, hay otras dreas, iguales a éstas
en numero y cada una en magnitud igual a la mayor?*, és-
tas guardaran con la suma de todas las otras dreas una ra-
zon menor que la que guarda la vecta igual a la suma del
lado del exceso mayor mds una de las que son iguales con
la recta igual a la suma de la tercera parte del lado del ex-
ceso mayor mds la mitad de una de las que son iguales, pe-
ro guardardn con la suma de las dreas restantes excepto la
Mayor una razon mayor que esa misma razon.

Sean, pues, rectas iguales en un nimero cualquiera, en
las que figura A, y téngase aplicada a cada una de ellas un
area cuyo exceso tenga forma de cuadrado, y sean B, T, A,

E, Z, H los lados de las figuras excedentes, que se exceden®
~ entre si en lo mismo, y sea el exceso igual al lado menor, y
sea B el lado mayor y H el lado menor. Y sean, por otra par-
te, otras areas, en las que figura e, I, K, A, iguales a éstas en

B
r

7z |

A A A A A

nimero y cada una en magnitud igual a la mayor —Ila apli-

10

20

cada a AB— y sea la linea 1 igual a A, y la KA igual a B® y 25

sea cada una de las lineas o1 el doble de 1, y cada una de las
KA el triple de K.

# (De las 4reas mencionadas al principiow, se entiende.

%5 «Los ladosy, se entiende.

26 Es decir, «Sea la linea suma de o, I igual a A y la linea suma de K, A
igual a By.



268 ARQUIMEDES

268 Se ha de demostrar que la suma de todas las 4reas en las
que figura o, I, K, A guarda con la suma de todas las areas
AB, AT, AA, AE, AZ, AH una razén menor que la que guarda la

5 recta ©IKA con la recta IK, y una razoén mayor que ésa con la
suma de las demas?’ excepto la mayor AB.

A A A A A A A
K K K K K K K
I 1 I 1 1 1 1
© (€] 1© Q © © ©

" Hay unas areas, en las que figura A, que exceden unas
10 de otras en lo mismo, y el exceso es igual a la menor® y
otras 4reas, en las que figura e, 1, iguales en niimero a éstas,
cada una en magnitud igual a la mayor. Asi, la suma de to-
das las 4reas en las que figura @, I es menor que el doble de
la suma de todas aquellas en las que figura A, mientras
que la suma de las restantes sin la mayor® es mayor que el
15 doble®. La suma de las areas en las que figura I es menor
que la suma de aquélias en las que figura A, pero mayor que

la suma de las restantes sin la mayor.

De nuevo, hay ciertas lineas B, I', A, E, Z, H que se exce-

den entre si en lo mismo y el exceso es igual a la menor, y

20 otras lineas, en las que figura K, A, iguales en niimero a és-
tas y cada una de ellas igual en magnitud a la mayor.

Entonces, la suma de los cuadrados construidos sobre

todas las que son iguales entre si y a la mayor es menor que

el triple de la suma de los cuadrados construidos sobre las

27 «Areasy, se entiende.

28 [Puesto que las superficies en que exceden y las anchuras exceden
en lo mismo).

% Entiéndase: «la suma de las restantes 4reas en las que figura A, ex-
cepto la mayom.

3 Cf. Lema 260, 17.
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que se exceden entre si en lo mismo, pero mayor que el tri-
ple de (la suma de los cuadrados construidos sobre) las res-
tantes sin contar el cuadrado construido sobre la mayor. Es-
to se ha demostrado en los libros publicados Sobre las
espirales®!. La suma de las 4reas en las que figura K es me-
nor que la suma de todas las 4reas en las que figura B, I, 4,
E, Z, H, pero mayor que la suma de aquellas en las que figura
I, A, E, Z, H. De manera que también la suma de las 4reas en
las que figura I, K es menor que la suma de aquéllas en las
que figura AB, AT, AA, AE, AZ, AH, pero mayor que la suma
de aquéllas en las que figura AT, AA, AE, AZ, AH.

Por tanto es evidente que la suma de todas las areas en
las que figura @, 1, K, A guarda con las areas en las que figu-
ra AB, AT, AA, AE, AZ, AH una razén menor que la que guarda

@A con IK, pero mayor que esa misma razoén con las areas
restantes sin contar AB.

ProrosicioN 3

Si unas rectas trazadas desde el mismo punto® son tangen-
tes a cualquier seccion conica, y en el interior de la seccion cé-
nica hay otras rectas trazadas paralelas a las tangentes y que
se cortan entre si, los rectdngulos comprendidos por los seg-
mentos guardardn entre si la misma razon que los cuadrados
construidos sobre las tangentes. Y la figura comprendida por
los segmentos de una de las lineas serd homéloga del cuadrado
construido sobre la tangente paralela a ella.

3t Sobre las espirales, prop. 10.
32 (Exterior a la conicay, se entiende.
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Esto esta demostrado en los Elementos de las conicas®.

& kX%

25272 Si de la misma pardbola se cortan de cualquier manera
dos segmentos que tengan didmetros iguales, seran iguales
los propios segmentos y los triangulos inscritos en ellos que
tengan la misma base que los segmentos y la misma altura.
(Llamo didmetro en cualquier segmento a Ia recta que corta

5 por'la mitad todas las rectas trazadas paralelas a su base.)

 Sea ABT" una parabola, y cortense de ella dos segmentos
10 AAE y OBl y sea AZ el diametro de AAE y BH el de @B, ¥
sean iguales AZ, BH.

K A

Se ha de demostrar que los segmentos AAE, BT y los
tridngulos inscritos en ellos del modo indicado son iguales.

15 Sea primero la recta eI, que corta uno de los segmentos,

perpendicular al diametro de la parabola, y tomese el pari-

3 Se suele interpretar que Arquimedes se refiere a la obra de Euclides
del mismo titulo (perdida). La demostracion figura también en Apolonio
de Perga, Conicas 111 27.



SOBRE LOS CONOIDES Y ESFEROIDES 271

metro3* —el doble de la recta que llega hasta el eje*— y
sea en la que figura M, y desde el punto A tracese AK per-
pendicular a Az. Puesto que Az es el didmetro del segmento

y AE estd cortada por la mitad en z, también Az es paralela al 20
diametro de la parabola. Por tanto, corta por la mitad a todas

las rectas trazadas paralelas a AE. Guarde N con M la razén
que guarda el cuadrado de lado Az con el cuadrado de lado
AK. Los cuadrados de las rectas trazadas desde la pardbola 25
hasta Az paralelas a AE equivalen a los rectangulos {que se 274
obtienen) aplicando a una recta igual a N como ancho (los
segmentos) que ellas mismas determinan en Az hasta el pun-

to A como extremo, pues eso estd demostrado en las Coni-
cas*. Entonces, el cuadrado de lado Az equivale a un rec-
tangulo igual al comprendido por N y Az, Y también el 5

- cuadrado de lado ©H equivale a un rectangulo igual al com-
prendido por M y BH, puesto que ®H es perpendicular al
didmetro [Cén. I 11]. Entonces el cuadrado de lado Az
guardaria con el cuadrado de lado H la misma razon que N
con M, puesto que se habia supuesto que Az, BH eran iguales.
Y el cuadrado de lado AZ guarda también con el cuadrado
de lado AK la misma razén que N con M; por tanto ©H, AK
son iguales [Elem. V 9]. Y también son iguales BH, AZ; lue-
go también el rectangulo comprendido por H, BH es igual al
comprendido por AK, AZ. De manera que también el tridngu-
lo ©HB es igual al tridngulo AAzZ. De modo que también lo
son sus dobles. Y el segmento AAE es cuatro tercios del

—_

0

5

3 Cf. el apartado relativo a terminologia en la Introduccién, pags.
47-48.

35 Entiéndase: «el doble de la tecta que llega (desde el vértice de la pa-
rabola) hasta el eje (del cono)». Lo que Arquimedes pide en esta frase es
la consideracién de los elementos de la ecuacién y° = 2px de la pardbola
en cuestién.

% para Heiberg, esta mencién de las Cénicas se refiere a las de Eu-
clides.
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triangulo AAE*, y el segmento ©BI es cuatro tercios del trian-
gulo @8I
Luego es evidente que son iguales los segmentos y los
20 tridngulos inscritos en ellos.

Y si ninguna de las rectas que cortan los segmentos es
perpendicular al didmetro de la pardbola, si se toma del
diametro de la pardbola una recta igual al diametro de un

25 segmento y desde el extremo de la recta tomada se traza una
recta perpendicular al didmetro, el segmento resultante serd
igual a cada uno de los segmentos.

Luego es evidente lo propuesto.

276 ‘ Prorosicion 4

Toda drea comprendida por una elipse guarda con el

5 circulo de didmetro igual al didmetro mayor de la elipse la

misma razén que su didmetro menor con el mayor o con el
didmetro del circulo.

Sea, pues, una elipse, en la que figuran A, B, T, A, y sea
su didmetro mayor en el que figuran A, T y su didmetro me-
10 nor en el que figuran B, A y sea un circulo de didmetro AI.
Se ha de demostrar que el area comprendida por la elip-
se guarda con el circulo la misma razén que BA con I'A, €s
decir, con EZ.
15 Guarde el circulo en el que figura ¥ con el circulo AEI'Z
la misma razén que BA con EZ.
Digo que el circulo ¥ es igual a la elipse.
Pues si el circulo ¥ no es igual al area comprendida por
la elipse, sea primero, si es posible, mayor.

3 Cf. Cuadratura de la pardbola 17y 24.
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Es posible inscribir en el circulo ¥ un poligono3® de 20
ndimero par de angulos mayor que el area ABT'A, Considérese
inscrito, e incribase en el circulo AEr'z una figura rectilinea
semejante a la inscrita en el circulo ¥, y desde sus d4ngulos®
tracense perpendiculares al didmetro AI, v tracense rectas 25
que unan los puntos en los que las perpendiculares cortan a 278
la elipse.

Entonces, habra una figura rectilinea inscrita en la elip-
se, y guardara con la figura rectilinea inscrita en el circulo
AEI'Z la misma razén que BA con EZ. Puesto que E®, KA son s
perpendiculares cortadas en la misma razén por los puntos
M, B, es evidente que el trapecio AE guarda con ¢l oM la

¥ «Equilteron o «regulam, se sobreentiende.
¥ Es decir, «desde los vértices de sus dngulosy.
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misma razén que ©E con BO. Por la misma razén, también
cada uno de los otros trapecios que hay en el circulo guarda
con cada uno de los trapecios que hay en la elipse la misma
razén que E© con Be. Y también los tridngulos situados en
A, T en el circulo guardan esa misma razon con los situa-
dos* en la elipse. Por tanto también toda la figura rectilinea
inscrita en el circulo AEr'Z guardara con toda la figura recti-
linea inscrita en la elipse la misma razén que Ez con BA. La
misma figura rectilinea guarda también con la inscrita en el
circulo ¥ la misma razon, puesto que también los circulos
guardaban esa razon [Elem. V 16]. Luego la figura rectili-
nea inscrita en el circulo ¥ es igual a la figura rectilinea ins-
crita en la elipse [Elem. V 9]. Lo cual es imposible, pues era
mayor que el irea entera comprendida por la elipse.

Pero sea, si es posible, menor.

De nuevo es posible inscribir en la elipse un poligono de
un mamero par de lados mayor que el circulo . Inscribase,
pues, y trazadas desde sus angulos*! perpendiculares a AT,
proldnguense hacia la circunferencia del circulo.

De nuevo habra en el circulo AE una figura rectilinea
inscrita que guardard con la figura inscrita en la elipse la
misma razén que EZ con BA. Una vez inscrita también en el
circulo ¥ una figura semejante a ella, se demostrard que la
figura inscrita en el circulo ¥ es igual a la inscrita en la elip-
se, lo cual es imposible. Por consiguiente, ¢l circulo ¥ tam-
poco es menor que el area comprendida por 1a elipse.

Asi que es evidente que el area indicada guarda con el
circulo AEI'Z la misma razén que BA con EZ.

40 Entiéndase «situados del mismo modo».
41 Bs decir, «desde los vértices de sus dngulosy».
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PROPOSICION 5

Toda drea contenida por una elipse guarda con todo

circulo la misma razon que el rectdngulo comprendido por

los diametros de la elipse con el cuadrado construido sobre 2

el diametro del circulo.

Sea un area comprendida por una elipse, en la que figura
X, y sean los didmetros de la elipse AT, BA, y sea AT el mayor,
y sea un circulo, en el que figura ¥, y sea su didmetro EZ.

Se ha de demostrar que
el area X guarda con el circu-
lo ¢ la misma razén que el
rectangulo comprendido por
AT, BA con el cuadrado de la-
do Ez.

Circunscribase un circulo
al didmetro Ar; el area X
guarda con el circulo cuyo
didmetro es Ar la misma ra-
z6n que el rectangulo com-
prendido por Ar, BA con el
cuadrado de lado Ar', pues se
ha demostrado que guarda la

A

z

razon de BA a AT [Prop. 4]. Y el circulo cuyo didmetro es AT
guarda con el circulo cuyo didmetro es Ez la misma razén
que el cuadrado de lado AT con el cuadrado de lado Ez

[Elem. XII 2].

Por tanto, es evidente que el area X guarda con el circulo
¥ la misma razén que el rectangulo comprendido por AL, BA

con el cuadrado de lado Ez [Elem. V 22].

25

282

5



276 ARQUIMEDES

PrOPOSICION 6

Las dreas comprendidas por elipses guardan entre si la
misma razon. que la que guardan entre si los rectangulos
10 comprendidos por los diametros de las elipses.

Sean dreas comprendidas por elipses aquéllas en las que

15 figura A, B y sea I'A el rectangulo comprendido por los dia-

metros de la elipse que comprende el drea A, y EZ el com-
prendido por los didmetros de la otra elipse.

Se ha de demostrar que

el area A guarda con el drea

B B la misma razén que I'A
N con EZ.

z Toémese un circulo, en
20 el que figura ¥, y sea KA el

% cuadrado construido sobre
su didmetro.
Entonces el area A guar-
¥

da con el circulo ¥ la mis-

ma razén que I'A con KA
[Prop. 5], y el circulo ¥
284 A guarda con el 4drea B la

misma razén que KA con EZ

r A

[Prop. 5; Elem. V 16].
Por tanto, es evidente que el 4rea A guarda con el 4rea B
la misma razoén que T'A con EZ [Elem. V 22].

COROLARIO

5 A partir de esto es evidente que las dreas comprendidas
por elipses semejantes guardan entre si la misma razén que
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guardan los cuadrados construidos sobre sus diametros ho-
mologos.

Prorosicion 7

Dada una elipse y alzada desde el centro de la elipse 10
una linea perpendicular al plano en que estd la elipse, es
posible hallar un cono que tenga por vértice el extremo de
la recta alzada en cuya superficie esté situada la elipse
dada.

—_

5

Sea dada una elipse y, alzada desde su centro, una linea
recta perpendicular al plano en que esta la elipse; y tricese 20
un plano que pase por la recta alzada y por el didmetro me-
nor, v estén en €l el didmetro menor, AB, el centro de la
elipse, A, y la recta I'A alzada desde el centro y su extrémo T,

y considérese que la elipse descrita en tomo al diametro AB 25
estd en un plano perpendicular a Ta, 286

Hay que hallar un co- r ’
no que tenga por vértice el
punto I, en cuya superfi-
cie esté situada la elipse. A A B

Prolénguense las rec- K\ oM
tas trazadas desde I hasta E
A, B, vy desde A tracese Az ~ : AX 5
de manera que el rectin- \
gulo comprendido por AE, z
Ez guarde con el cuadrado de lado Er la razén que guarda el
cuadrado construido sobre la mitad del diametro mayor con
el cuadrado de lado Al —es posible, puesto que la razén es 1o
mayor que la que guarda el rectangulo comprendido por Aa,

]

o]
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AB con el cuadrado de Ar*>—; a partir de la recta AZ cons-
trayase un plano perpendicular al plano en el que estan AT,
AZ y en ese plano tracese un circulo de didmetro Az, y sobre
ese circulo sea un cono que tenga por vértice el punto I'.

Se demostrara que la elipse estd en la superficie de ese
cono.

Pues si no estd en la superficie del cono, es necesario
que en la elipse haya un punto que no esté en la superficie
del cono.

Considérese tomado en la elipse un punto ® que no esta
en la superficie del cono, y desde © tracese oK perpendicular
a AB. Esta ser4 perpendicular al plano en el que estan AT, I'Z
[Elem. X1, def. 4]. Prolonguese la recta trazada desde I has-
ta K; corte ésta a la recta AZ en el punto A, y desde A tracese
AM perpendicular a ZA en el circulo de diametro Az, y sobre
su circunferencia considérese un punto M elevado, y tracen-
se también por el punto A la recta 20 y por el punto E la rec-
ta ITp, paralelas a AB.

Puesto que el rectangulo comprendido por EA, EZ guarda
con el cuadrado de lado Er la misma razén que el cuadrado
construido sobre la mitad del diametro mayor con el cua-
drado de lado Ar [por hip6t.], mientras que el cuadrado de
lado Er’ guarda con el rectdngulo comprendido por EIL, EP la
misma razén que el cuadrado de lado AI" con el rectangulo
comprendido por Aa, AB, {(entonces) el rectangulo AE, EZ
guarda con el rectangulo IIE, EP la misma razén que el
cuadrado construido sobre la mitad del diametro mayor con
el rectangulo AA, AB [Elem. V 22]. Y el rectangulo AE, EZ es
al rectAngulo EN, EP como el rectangulo AA, AZ al rectangulo
AZ, A0, y el cuadrado de la mitad del didmetro mayor es al

“ La veracidad de esta condicion fue demostrada por Nizze; cf.
ZeUTHEN, Die Lehre des Kegelschnitten im Altertum, pags. 411y ss. (nota
de Heiberg).
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rectangulo AA, AB como el cuadrado de lado ex al rectingu-
lo AK, kB [Cén. I 21]; por tanto el rectangulo AA, AZ guarda
con el rectangulo =A, AO la misma razén que ¢l cuadrado de
lado ex con el rectangulo AK, KB. Y el rectingulo =A, Ao
también guarda con el cuadrado de lado I'A la misma razoén
que el rectangulo AK, kB con el cuadrado de lado KI'. Luego
también el rectangulo AA, AZ guarda con el cuadrado de la-
do I'A la misma razén que el cuadrado de lado ©K con el
cuadrado de lado kI [Elem. V 22]. Y el cuadrado de lado
AM es igual al rectdngulo AA, AZ —pues AM se trazo per-
pendicular en el semicirculo de didmetro Az—, luego el
cuadrado de lado AM guarda con el cuadrado de lado AT la
misma razén que el cuadrado de lado K con el cuadrado de
lado xr. De manera que los puntos I', ®, M estan en linea
‘recta. Y la recta T™M est4 en la superficie del cono [Cdn. 1 1].
Luego es evidente que también el punto @ estara en la super-
ficie del cono. Y habiamos supuesto que no estaba.

Luego no hay ningin punto en la elipse que no esté en
la superficie del cono antedicho.

Luego toda la elipse estd en la superficie del mismo
cono.

PROPOSICION 8

Dada una elipse y una linea®, alzada desde el centro de
la elipse, que no sea perpendicular en un plano que ha sido
construido (pasando) por un didmetro y perpendicular al
plano en que estd la elipse, es posible hallar un cono que

43 Sobreentiéndase «rectay. Aunque no es demasiado frecuente, tam-
poco es excepcional, en contextos inequivocos, el uso del término gram-
md, «linea» en lugar de eutheia, «ectan.
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tenga por vértice el extremo de la recta alzada y en cuya

20 superficie esté la elipse dada.

Sea BA un didmetro de la elipse y A su centro, y esté al-
zada desde el centro la recta A" segun se ha dicho, y consi-
dérese la elipse de diametro AB en un plano perpendicular al

25 plano en que estan AB, TA.

Hay que hallar un cono que tenga por vértice el punto I
y en cuya superficie se encuentre la elipse.

292

prrr————
N

P

Las rectas AI, I'B no
son iguales, puesto que T'A
no es perpendicular al pla-
no en el que estd la elipse.
Sea Er igual a I'B, y sea la
recta N igual a la mitad del
otro didmetro, cuyo conju-
gado* es AB, y por el pun-
to A tricese ZH paralela a
EB, y a partir de EB cons-
triiyase un plano perpen-
dicular al plano en el que
estan Al I'B y en ese plano

tracese un circulo de diametro EB si el cuadrado de lado N es

10 igual al rectangulo comprendido por zA, AH; y si no es igual,

15 tricese una elipse tal que ¢l cuadrado que tenga por lado un

didmetro guarde con el cuadrado de lado EBR la misma razén

20 que guarda el cuadrado de lado N con el rectingulo com-

25 prendido por za, AH. Y tdmese un cono que tenga por vérti-

ce el punto I" en cuya superficie estaran el circulo o la elipse

294 de diametro EB. Eso es posible, puesto que la recta trazada

4 Aporonito, Cénicas 1, def. 6: «Llamo didmetros conjugados de una
linea curva y de dos lineas curvas a las rectas cada una de las cuales, sien-
do un didmetro, corta por la mitad a las paralelas a la otray.
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desde I hasta el punto medio de EB es perpendicular al pla-
no que pasa por EB.

La elipse de diametro AB esta también en esta superficie.

Pues si no esta en ella, habra un punto en la elipse que
no estard en la superficie del cono. Considérese tomado un
punto © que no esta en la superficie del cono, y desde @ tra-
cese ©K perpendicular a AB, y una vez trazada I'K prolén-
guese y corte a EB en el punto A, y por el punto A tracese en
el plano perpendicular correspondiente a EB la recta AM per-
pendicular a EB, y considérese el punto M elevado en la su-
perficie del cono, y por el punto A tracese [P paralela a AB.
Entonces el cuadrado de lado ~ es al rectangulo comprendi-
do por za, AH como el cuadrado de lado AM es al rectangulo
EA, AB, y el rectingulo zA, AH es al rectangulo AA, AB como
“el rectangulo EA, AB es al rectangulo IIA, AP. Por tanto, el
cuadrado de lado N serd al rectingulo comprendido por Aa,
AB como el cuadrado de lado AM es al rectangulo IA, AP
[Elem. V 22]. Y el cuadrado de lado N es al rectangulo
comprendido por AA, AB como el cuadrado de lado oK es al
rectangulo AK, KB, puesto que han sido trazadas perpendicu-
lares al diametro AB en la misma elipse [Con. I 21]. Luego
el cuadrado de lado AM guarda con el rectangulo 1A, AP la
misma razén que el cuadrado de lado ek con el rectangulo
AK, KB. Y también el rectangulo comprendido por 1A, AP
guarda con el cuadrado de lado I'A la misma razén que el
rectangulo AK, XB con el cuadrado- de lado KI'. Por tanto, el
cuadrado de lado AM guarda con el cuadrado de lado AT la
misma razén que el cuadrado de lado K con el cuadrado de
lado kr [Flem. V 22]. De modo que los puntos I, ©, M estan
en linea recta. Y la recta I'M estd en la superficie del cono
[Con. 1 11. Luego es evidente que también el punto e esta en
la superficie del cono; 'y se habia supuesto que no estaba.

Luego es evidente lo que habia que demostrar.

5
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PrOPOSICION 9

Dada una elipse y una linea®, levantada desde el cen-
tro de la elipse sin ser perpendicular en un plano que desde
uno de los didmetros se alza perpendicular al plano en el
que esta la elipse, es posible hallar un cilindro que tenga su
eje en linea recta con la linea alzada y en cuya superficie
esté la elipse dada.

Sea BA un diametro de la elipse dada y A su centro y sea
ra la linea alzada desde el centro como se ha indicado, y
considérese la elipse de didmetro AB en un plano perpendi-
cular al plano en el que estan AB, I'A.
Es preciso hallar un

z
A cilindro que tenga su eje
~ A en linea recta con rayen
e y cuya superficie esté la
elipse dada.
A - >/ B Tracense Az, BH des-

de los puntos A, B parale-
las a ra. Entonces el otro diametro de la elipse o bien es
igual a la distancia entre AZ, BH 0 es mayor 0 es menor.

Sea en primer lugar igual a zH, y sea zH perpendicular a
A, y a partir de zH construyase un plano perpendicular a I'a,
y en ese plano sea un circulo de didmetro zH, y a partir de
ese circulo sea un cilindro que tenga por eje TA.

La elipse esta en la superficie de ese cilindro.

Pues si no estd, habra un punto en la elipse que no esté
en la superficie del cilindro. Considérese tomado en la elip-
se un punto @ que no estd en la superficie del cilindro, y

4 (Rectan, se entiende.
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desde o tracese 6K perpendicular a AB; ésta serd perpendicu-
lar al plano en el que estan AB, I'a [Elem. X, def. 4]; y des- 15
de K tracese KA paralela ara, y desde A constrityase la recta
AM perpendicular a zH en el circulo de diametro zH, y con-
sidérese el punto M elevado en el arco del semicirculo de
diametro zH. El cuadrado construido sobre la perpendicular 20
oK guarda con el rectangulo comprendido por AX, XB la
misma razon que el cuadrado de lado zr" con el rectingulo
comprendido por A, AB, puesto que zH es igual al otro dia-
metro. El rectangulo comprendido por zA, AH guarda con el
comprendido por AK, KB la misma razén que el cuadrado de 25
lado zr con el cuadrado de lado AA. Por tanto, €l rectangulo
comprendido por ZA, AH es igual al cuadrado de lado oK. Y
también es igual al cuadrado de lado AM. Luego las perpen-
‘diculares @K, MA son iguales. Luego AK, M® son paralelas 300
[Elem. T 33]. De modo que también AT, M@ seran paralelas
[Elem. XI 9]. Y por tanto M esta en la superficie del cilin-
dro, puesto que ha sido trazada paralela al eje desde el punto
M, que esta en la superficie. Luego es evidente que también

© esta en su superficie. Y se habia supuesto que no estaba. s
Luego es evidente lo que habia que demostrar.

Y es evidente también
que el cilindro que 1a*® con-
tiene sera recto si un didme-
tro?” es igual a la distancia
entre las rectas trazadas des-
de los extremos del otro
diametro paralelas a la recta
alzada.

Sea ahora un didmetro mayor que ZH y sea IIZ igual al
otro diametro, y desde 1z constriyase un plano perpendicu-

10

% «A la elipse», se entiende.
7 «De 1a elipse», se entiende.
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15 lar al plano en el que estan AB, T'A; y sea en ese plano un cir-
culo de diametro 11z, y a partir de ese circulo sea un cilindro
que tenga por eje AP. ‘

Por los mismos razonamientos se demostrara que la
elipse esta en la superficie de ese cilindro.

20 Sea ahora un didmetro menor que ZH.

Sea el cuadrado de la-
do r's igual a la diferencia
en que es mayor el cua-
drado de lado zr que el
cuadrado construido sobre
la mitad de un didmetro, y
desde el punto = alcese
una linea igual a la mitad
‘ , del otro diametro y pet-

25 pendicular al plano en el que estdn AB, I'a, la linea =N, y
302 considérese el punto N elevado; entonces I'N es igual a I'z.
En el plano en que estan zH, I'N tracese un circulo de didme-
tro zH. Este pasara por el punto N. Y sobre el circulo sea un
cilindro de eje ra.
3 La elipse esta en la superficie de ese cilindro.
Pues si no estd, habra un punto en ella que no esté en la
superficie del cilindro. Témese en ella un punto @ y tracese
10 @K perpendicular a AB, y desde K sea KA paralela a I'A, y
desde A tracese AM perpendicular a zH en el semicirculo de
didmetro zH, y considérese M en la semicircunferencia del
semicirculo de didametro zH, y desde M tracese MO perpendi-
15 cular a la prolongacion de KA. Esta serd perpendicular al
plano en el que estin AB, I'A, puesto que KA es perpendicular
a ZH. Entonces el cuadrado de lado Mo es al cuadrado de la-
do MA como ¢l cuadrado de lado =N es al cuadrado de lado
20 NI'; y el cuadrado de lado MA es al rectangulo AK, KB como

A
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el cuadrado de lado I'N es al cuadrado de lado AA, puesto
que el cuadrado de lado MA es igual al rectangulo compren-
dido por Az, AH, mientras que el cuadrado de lado TN es
igual al cuadrado de lado rz. Luego el cuadrado de lado Mo
es al rectdngulo AK, KB como el cuadrado de lado &N es al 25
cuadrado de lado AA [Elem. V 22]. Y el cuadrado de lado
Ko es al rectangulo AK, KB como el cuadrado de lado =N es 304
al cuadrado de lado Aa [Cén. I 21], puesto que la recta =N
es igual a la mitad del otro didmetro [por const.]. Por tanto
es evidente que las perpendiculares MO, @K son iguales. De
modo que KO, ®M son paralelas [Elem. 1 33]. Puesto que Mo s
es paralela al eje del cilindro y el punto M esta en su super-
ficie, es de necesidad que también Me esté en la superficie
del citindro. Luego es evidente que también @ estd en su su-
“perficie. Pero no estaba [por hipét.].

Luego esta claro que es de necesidad que la elipse esté 10
en la superficie del cilindro.

ProrosicioN 10

- Que todo cono guarda con otro cono la razon compues-
ta de la razon de las bases y la de las alturas ha sido ya
demostrado por nuestros predecesores™®; la misma demos-
tracion se aplica a que todo tronco de cono guarda con to-
do tronco de cono la razén compuesta de la razén de las
bases y la de las alturas.

5

* o ok

48 Estos resultados, que se siguen de Elem. XII 11y 14, son menciona-
dos por Arquimedes también en Esf. y cil. I, Lema, 72, 25.
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Y {para la afirmacion de) que todo tronco de cilindro es
el triple del tronco de cono que tiene la misma base que el
tronco de cilindro y la misma altura, la misma demostra-
cion que (para la afirmacion de que) un cilindro es el triple
del cono que tiene la misma base que el cilindro y su misma
altura®.

Prorosicion 11

Si un paraboloide es cortado por un plano que pase por
el eje o sea paralelo al eje, la seccion serd una parabola, la
misma (pardbola) que comprende la figura®, y su didmetro
serd la seccion comun entre el plano secante de la figura y
el plano trazado pasando por el eje perpendicular al plano
secante.

Y si es cortado por un plano perpendicular al eje, la
seccion serd un circulo que tenga su centro en el eje.

ok ok

St un hiperboloide es cortado por un plano que pase por
el eje o sea paralelo al eje o pase por el vértice del cono
quie contiene al hiperboloide, la seccion serd una hipérbola;
si pasa por el eje, serd la propia (hipérbola) que comprende
la figura®'; si es paralelo al eje, serd semejante a ella, y si
pasa por el vértice del cono que comprende al hiperboloide,
entonces no serd semejante, pero el diametro de la seccién

4 Cf. Elem. X1I 10. En la Carta-dedicatoria a Dositeo que precede a
Esf. y cil. (4, 2 y ss.) Arquimedes atribuye a Eudoxo las demostraciones
que menciona.

30 Es decir, «sera igual a la paribola que genera el paraboloide».

51 Es decir, «sera igual a la hipérbola que genera el hiperboloidey.
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serd la seccion comun entre el plano secante de la figura y
el plano trazado por el eje perpendicular al plano secante. 20

St es cortado por un plano perpendicular al eje, la sec-
cion serd un circulo que tenga el centro en el eje.

% ok ok

Si cualquiera de las dos figuras elipsoides’* es cortada
por un plano que pase por el eje o sea paralelo al eje, la 25
seccion serda una elipse; si pasa por el eje, serd la propia
(elipse) que comprende la figura®; si es paralela al eje,
(una) semejante a ella; y el didmetro de la seccién serd la
seccion comun entre el plano que corta la figura y el plano 308
trazado por el eje perpendicular al plano secante.

Y si es cortada por un plano perpendicular al eje, la
-seccidn serd un circulo que tenga su centro en el eje. 5

* sk 3k

Y si cualquiera de las figuras mencionadas es cortada
por un plano que pase por el eje, las perpendiculares al
plano secante trazadas desde los puntos que estan en la su-
perficie de la figura pero no en la seccion caerdan dentro de 1
la seccién de la figura.

Las demostraciones de todas estas cosas son evidentes’*.

52 O sea, cualquiera de los dos tipos «alargados» y «aplastados» que
mencionaba y definia en la carta a Dositeo (252, 14 y ss.).

3 Como en los casos anteriores, «serd igual a la elipse que genera el
elipsoide».

3 Torelli, Comandino y otros comentaristas redactaron algunas de es-
tas demostraciones.
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PROPOSICION 12

Si un paraboloide es cortado por un plano que ni pase

15 por el eje ni sea paralelo al eje ni sea perpendicular al eje,

la seccion serd una elipse, y su diagmetro mayor serd la rec-

ta comprendida en el interior del paraboloide en la inter-

seccibn resultante entre el plano que corta la figura y el

plano trazado por el eje perpendicular al plano secante, y

20 el didmetro menor serd igual a la distancia entre las rectas

trazadas paralelas al eje> desde los extremos del didmetro
mayor.

Cortese el paraboloide
por un plano segun se ha
dicho, y una vez cortado

A A por otro plano que pase

25 por ¢l eje y sea perpendi-
‘ cular al plano secante, sea
ABT la seccion del parabo-
loide, y la recta ra la (in-
E A ONZ tersecciéon) con el plano
que corta la figura®®, y sea
r Ba el eje del paraboloide y

didmetro de la seccién [Prop. 11].

Se ha de demostrar que la seccién del paraboloide pro-
310 ducida por el plano correspondiente a AI' es una elipse, y
que AT es su didmetro mayor y que su didmetro menor es

55 Al eje «del segmentow, se entiende.
36 Entiéndase: «la interseccion del plano que corta la figura con el que
le es perpendicular y pasa por el eje del paraboloide».
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igual a AA, siendo I'A paralela a BA y siendo AA perpendicu-
lar aTA.

Considérese tomado un punto K en la seccion, y desde K
tracese Ko perpendicular a I'A; entonces Ko sera perpendicu-
lar al plano en el que esta la pardbola AT'B, puesto que tam-
bién el plano secante es perpendicular a ese mismo plano
[Elem. X1, def. 4]. Por el punto © tracese EZ que forme an-
gulos rectos con BA, y tracese un plano que pase por las rec-
tas EZ, K©; éste sera perpendicular a Ba; la figura paraboloi-
de habra sido cortada por un plano perpendicular al eje, de
modo que la seccidén sera un circulo, y su centro sera A
[Prop. 11]. Luego el cuadrado de lado Ke serd igual al rec-
tangulo comprendido por ze, ®E”’. Tracese tangente a la
seccion conica® la recta MN paralela a Ar', y sea tangente en
‘el punto N, y tricese BT paralela a Ez. El rectangulo com-
prendido por A®e, e guarda con el comprendido por Ee, 62
la misma razén que el cuadrado de lado NT con el cuadrado
de lado BT: eso ya se ha demostrado [Prop. 3]. La recta T™
es igual a la recta NT, puesto que BP es igual a BM. Por tanto,
el rectangulo comprendido por A®, eI guarda con el cua-
drado de lado Ko la misma razén que el cuadrado de lado
T™ con el cuadrado de lado TB. De manera que el cuadrado
que tiene por lado la perpendicular @K guarda con el rectan-
gulo comprendido por A@, er la misma razén que el cuadra-
do de lado BT con el cuadrado de lado ™ [Elem. V 7,
corol.]. Asi, puesto que los tridngulos I'AA, TMB son seme-
jantes, el cuadrado que tiene por lado la perpendicular ek
guarda con el rectangulo comprendido por Ae, er la mis-

57 [Puesto que en el semicirculo correspondiente a FZ la recta K6, que
es perpendicular, es media proporcional del rectingulo comprendido por
£0, 07].

38 Se refiere a la parabola ABT,

15

20

312
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s ma razdn que el cuadrado de lado AA con el cuadrado de la-
do Ar. ‘ '

Del mismo modo demostraremos también que los cua-
drados que tienen por lado las demas perpendiculares traza-
das desde la seccion hasta AT guardan con los rectangulos
comprendidos por los segmentos de AI' la misma razén que

10 el cuadrado de lado AA con el cuadrado de lado AT

Por tanto, es evidente que la seccidn es una elipse, y que
sus didmetros son el mayor A" y el menor igual a AA [Con.
121].

PropPOsICION 13

Si un hiperboloide de revolucion es corfado por un pla-

15 no concurrente con todas las gemeratrices del cono que

contiene al hiperboloide sin ser perpendicular a su eje, la

seccion serd una elipse y su didmetro mayor serd la recta

comprendida en el interior del hiperboloide en la intersec-

20 cidn resultante entre el plano que covta la figura y el plano
trazado por el efe perpendicular al plano secante.

Cértese el hiperboloide por un plano segin se ha dicho,
y cortado éste por otro plano que pase por el eje y perpendi-

25 cular al plano secante del hiperboloide, sea la seccion la

hipérbola ABr [Prop. 11], y la recta Al la (interseccion) con
el plano que corta la figura, y sea Ba.¢el ¢je del hiperboloide
y diametro de la seccion [Prop. 11].

314 Considérese tomado un punto K en la seccién y desde X
tracese Ko perpendicular a Ar. Esta serd perpendicular al
plano en el que se encuentra la seccion conica ABI [Elem.

s XI, def. 4]. Tracese Ez que pase por @ y.perpendicular a BA,
y por las rectas EZ, Ko tracese un plano que corte el hiperbo-
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loide. Quedara cortado por un plano perpendicular al eje, de
modo que la seccion serda un circulo y su centro serd A
[Prop. 11]. Luego el cuadrado de la perpendicular K@ serd
igual al rectangulo comprendido por Ee, ©z. De nuevo, tra-
cese MN paralela a AT y tangente a la seccidn conica en el
punto N, y BT paralela-a EZ. Entonces el rectangulo com-
prendido por Ee, 6z guarda con el rectangulo comprendido
por A®, O la misma razén que el cuadrado de lado BT con
el cuadrado de lado TN [Prop. 3]. De modo que el cuadrado
que tiene por lado la perpendicular K@ guarda con el rectan-
gulo comprendido por Ae, eI la misma razén que el cuadra-
do de lado BT con el cuadrado de lado TN,

BJ

De la misma manera se demostrard también que los
cuadrados construidos sobre las demas perpendiculares tra-
zadas desde la seccion hasta AI" guardan con los rectingulos
comprendidos por los segmentos de A’ que determinan las
perpendiculares la misma razon que el cuadrado de lado BT
con el cuadrado de lado TN. Y BT es menor que TN, ya que
MT es menor-'que TN. Y MB es menor que BP, pues esto es
una propiedad de las hipérbolas.

Luego es evidente que la seccioén.es una elipse y que su
didmetro mayor es AT,

3% [En la misma situacion, siendo NPuna perpendicular en la hipérbo-
la, A es su didmetro mayor].

15

316
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ProrosicionN 14

5 Si un elipsoide alargado es cortado por un plano no
perpendicular al efe, la seccion serd una elipse, su diametro
mayor serd la recta comprendida en el interior del elipsoide
en la seccion del plano que corta la figura con el plano tra-

10 zado por el eje perpendicular al plano secante.

Pues si fuera cortado por el eje o paralelamente al ¢je,
esta claro [Prop. 11].

134

H
B X A
A
M

P

Cértese por otro plano, y una vez cortado éste por un

plano que pase por el eje y perpendicular al plano secante,

15 sea la seccion del elipsoide la elipse ABra [Prop. 11], y sea

la recta T'A la (interseccion) con el plano secante, y sea Ba el

gje del elipsoide y diametro de la elipse, y sea X su centro y

20 TIP su didmetro menor. Tracese BT perpendicular a BA, y HN

318 paralela a AL y tangente a la elipse en el punto N, y tricese
también MA pasando por X y paralela a AT,

De modo semejante a las proposiciones anteriores se
demostrara que los cuadrados que tienen por lado las per-
pendiculares trazadas desde la seccion hasta AI" guardan con

5 los rectangulos comprendidos por los segmentos de Ar la
misma razon que el cuadrado de lado BT con el cuadrado de
lado TN,
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Que la seccidn es una elipse y T'A su didmetro es eviden-
te [Con. 1 21], pero que es el mayor ha de demostrarse.

El rectangulo comprendido por nX, Xp guarda con el
comprendido por MX, XA la misma razén que el cuadrado de 10
lado BT con el cuadrado de lado NT, puesto que P, MA son
paralelas a las tangentes [Prop. 3]. Y el rectangulo com-
prendido por X, XP es menor que el comprendido por MX,
XA, puesto que también XIT es menor que XA. Por tanto, el
cuadrado de lado BT es menor que el cuadrado de lado TN. 15
De manera que también los cuadrados construidos sobre las
perpendiculares trazadas desde la seccién hasta A" son me-
nores que los rectangulos comprendidos por los segmentos
de AT,

Por tanto es evidente que I'A es el didmetro mayor,

Y si un elipsoide achatado es cortado por un plano, lo 20
demas serd igual, pero de los diametros serd el menor el
comprendido en el interior del elipsoide®.

A partir de esto es evidente en todas estas figuras que, si
son cortadas por planos paralelos, sus secciones seran seme- 25
jantes, pues los cuadrados construidos sobre las perpendicu-
lares guardaran la misma razdn con los rectingulos com-
prendidos por sus segmentos.

0 «La recta comprendida en el interior del elipsoide» hemos de en-
tender que se refiere, como en el enunciado, a la «recta intersecciéon del
plano que corta la figura con el perpendicular al plano secante trazado por
el ejen.
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ProrosicioN 15

En el paraboloide, de las rectas trazadas paralelas al
eje desde cualquier punto de la superficie del conoide, las
trazadas hacia el lado convexo caeran fuera del paraboloi-
de y las trazadas hacia el otro lado, dentro.

Trazado un plano que pase por ¢l eje y por el punto por
el que se traza la paralela al eje, la seccion serd una parabola
[Prop. 11] y su diametro, el eje del conoide. En la pardbola,
si se trazan rectas paralelas al didmetro desde cualquier pun-
to de los de la seccidn, las trazadas hacia el lado convexo
caen fuera, y las trazadas hacia el otro lado caen dentro
[Con. T126].

Luego es evidente lo propuesto.

L

En el hiperboloide, de las rectas trazadas desde cual-
quier punto de su superficie paralelas a una recta que vaya
al hiperboloide pasando por el vértice del cono que contie-
ne al hiperboloide, las trazadas hacia el lado convexo cae-
rdn fuera del hiperboloide y las trazadas hacia el otro lado,
dentro.

Si se traza un plano que pase por la recta trazada en el
hiperboloide por el vértice del cono que contiene al hiper-
boloide y por el punto desde el cual se traza la recta que va
hacia é1°, la seccidn serd una hipérbola, y su didmetro sera
la recta trazada en el conoide desde el vértice del cono

81 Fg decir, «hacia el plano mencionado».
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[Prop. 11]. Y en la hipérbola, de las rectas trazadas desde
cualquier punto de los de la seccion paralelas a la recta tra-
zada de ese modo®?, las trazadas hacia el lado convexo caen
fuera y las trazadas hacia el otro lado, dentro [Cdn. T 26].

® sk ok

Si un plano es tangente a una figura conoide sin cortar
al conoide, le es tangente en un solo punto, y el plano tra-
zado pasando por el punto de contacto y el eje serd perpen-
dicular al plano tangente.

Sea tangente, si es posible, en varios puntos.

Si se toman dos puntos en los que el plano tangente toca
al conoide y se trazan desde cada uno de ellos rectas parale-

las al eje, al prolongar un plano desde las rectas trazadas pa-

ralelas al eje habra sido trazado por el eje o paralelo al eje.
De manera que producira una seccion cdnica como seccion
[Prop. 11], y los puntos estardn en la seccion conica, puesto
que estan en la superficie y en el plano. La recta que queda
entre estos puntos estara dentro de la seccién conica [Cdn. 1
10], de modo que también estara dentro de la superficie del
conoide, y esta recta estd en el plano tangente, puesto que
también lo estan los puntos. Por tanto, el plano tangente es-
tard en parte dentro del conoide. Lo cual es imposible, pues
se habia supuesto que no lo cortaba.

Luego le sera tangente en un solo punto.

Que el plano trazado por el punto de tangencia y el eje
serd perpendicular al plano tangente si éste le es tangente
en el vértice del conoide, es evidente.

62 Es decir, «trazada pasando por el vértice del cono que contiene al
hiperboloide».
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Pues trazados dos planos que pasen por el eje del conoi-
de, las secciones seran secciones cénicas que tengan por
didmetro al eje [Prop. 11], y las rectas tangentes a las sec-
ciones cdnicas en el extremo del didmetro pertenecerdn al
plano tangente. Y las rectas tangentes a las secciones coni-
cas en el extremo del didmetro forman &dngulos rectos con el
didmetro. Luego en el plano tangente habrd dos rectas per-
pendiculares al eje. Luego €l plano serd perpendicular al eje
[Elem. X1 4]. Luego también es perpendicular al plano tra-
zado por el eje [Elem. XI 18].

~ Ahora, ¢l plano tangente al conoide no lo sea en el
vértice.

Tracese un plano que
pase por el punto de tangen-
cia y por el gje, y sea la sec-

o cién del conoide la seccion
cénica ABT [Prop. 11], y sea
BA su eje y didmetro de la
seccidn, v sea la seccion del
plano tangente la recta EoZ,
A % tangente a la seccidn conica
en el punto e, y desde © tra-
cese 6K perpendicular a Ba, y constriiyase un plano perpen-
dicular al eje. Este producird como seccién un circulo cuyo
centro sera X [Prop. 11]. La interseccién de este plano y el
plano tangente sera tangente al circulo. Por tanto, formara
dngulos rectos con K [Elem. III 18]. De modo que sera
perpendicular al plano en el que estin K®, BA [Elem. XI,
def. 4].

Por tanto, es evidente que el plano tangente es perpendi-
cular a ese mismo plano, puesto que también lo son las rec-
tas que hay en él [Elem. X1 18].
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Prorosicion 16

S7 un plano es tangente a cualquiera de las dos figuras 25
elipsoides sin cortar la figura, le serd tangente en un solo
punto, y el plano trazado por el punto de contacto y por el
eje serd perpendicular al plano tangente.

Séale tangente en varios puntos. ‘ 326

Si se toman los puntos en los que el plano es tangente al
elipsoide y desde cada uno de ellos se trazan rectas paralelas
al eje y se traza un plano que pase por las rectas trazadas, la 5
seccion serd una elipse [Prop. 11] y los puntos estardn den-

tro de la seccién cénica [Cén. 1 10]. Por tanto, la recta tra-

zada entre los puntos estard dentro de la seccion cénica; de
modo que también estard dentro de la superficie del elipsoi-
de. Pero la recta esta en el plano tangente, puesto que tam- 10
bién lo estan los puntos. Luego una parte del plano tangente
estard dentro del elipsoide. Pero no lo estd, pues se habia
supuesto que no lo cortaba.

Luego es evidente que sdlo le sera tangente en un punto.
Que el plano trazado por el punto de contacto y por el
eje sera perpendicular al plano tangente {se demostrard) is

igual que en el caso del paraboloide y el hiperboloide.

# ok ok

Si un plano corta por el eje a cualquiera de las figuras
conoides o esferoides y se traza una recta tangente a la sec-
cion resultante y se construye un plano que pase por la tan- 2
gente y sea perpendicular al plano secante, es tangente® a

6 Entiéndase «el plano recién construidoy.
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la figura en el mismo punto en que la recta es tangente a la
seccion conica. :

Pues no le sera tangente en otro punto de su superficie.

25 Sino, la perpendicular trazada desde ese punto al plano se-

cante caera fuera de la seccidn cénica, pues caera en la tan-

gente, ya que los planos son perpendiculares entre si. Lo

cual es imposible, pues se habia demostrado que caera en su
interior [Prop. 11].

ok ok

328 St dos planos paralelos son tangentes a una de las figu-
ras elipsoides, la recta que une los puntos de tangencia pa-
sard por el centro del elipsoide.

5 Si los planos son perpendiculares al eje, es evidente.
Pero no sean perpendiculares.

El plano trazado pasando por el
eje y por uno de los puntos de con-
tacto serd perpendicular al plano tan-
gente [Prop. 16]; de manera que tam-
bién lo serd al que le es paralelo.

Luego es de necesidad que el plano trazado pasando por el
10 eje y por cada uno de los puntos de tangencia sea el mismo. -
Pues, si no, se habran trazado dos planos perpendiculares al
mismo plano pasando por la misma recta que no es perpen-
dicular al plano, pues se habia supuesto que el eje no era
perpendicular a los planos paralelos. Luego el eje y los pun-
15 tos de tangencia estaran en el mismo plano, y el elipsoide
habra sido cortado por el eje. Por tanto, la seccién serd una
elipse [Prop. 11] y las intersecciones con los planos tangen-
tes seran paralelas [Elem. XI 16] y tangentes a la elipse en
20 los puntos de tangencia de los planos. Y si dos rectas que
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“son paralelas son tangentes a una elipse, el centro de la elip-
se y los puntos de tangencia estaran en linea recta.

ProrosicioN 17

Si se trazan dos planos paralelos tangentes a cualquiera
de las figuras elipsoides, y se traza un plano que pase por el
centro del elipsoide paralelo a los tangentes, las rectas tra-
zadas por la seccion resultante® paralelas a la recta que
une los puntos de tangencia caerdn fuera del elipsoide.

Supdngase lo dicho y tomese un punto en la seccidn re-
sultante y tracese un plano por el punto tomado y por la rec-
ta que une los puntos de tangencia. Este cortard al elipsoide
y a los planos paralelos. Sea ABI'a 1a® seccion del elipsoide
y las rectas EZ, He las secciones con los planos tangentes, A
el punto tomado y sea BA la recta que une los puntos de tan-
gencia.

Esta pasara por el cen-  E K __T H
tro [Prop. 16]. La inter-
seccion del plano paralelo
a los planos tangentes sera P A
ra. Esta habra sido traza-
da pasando por el centro,
puesto que también lo ha
sido el plano. Puesto que ABI'A es o bien un circulo o bien
una elipse [Prop. 14], y las dos rectas Ez, H® le son tangen-
tes v AT ha sido trazada pasando por el centro paralela a

z A o

¢ Bs decir, «por la circunferencia del circulo o por la elipse que resul-
te como secciony.
5 [Elipse).

25
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ellas, es evidente que las rectas trazadas desde los puntos A,

20 T paralelas a BA son tangentes a la seccidn y caeran fuera del
elipsoide.

Pero si el plano paralelo a los planos tangentes no hubie-

ra sido trazado pasando por el centro, como KA, es evidente

25 que de las rectas trazadas a partir de la seccién unas, las que

estan hacia el lado del segmento menor, caeran fuera del

elipsoide, mientras que las que estan hacia el otro lado, dentro.

332 PrOPOSICION 18

Toda figura elipsoide cortada por un plano que pase
por el centro es cortada en dos partes iguales por el plano,
tanto ella misma como su superficie.

5 Cortese el elipsoide por un plano que pase por ¢l centro.
Habra sido cortado por el eje o perpendicularmente al eje o
no perpendicularmente al eje.

Si es cortado por el gje o perpendicularmente al eje, es

evidente que ha sido cortado, tanto é1 como su superficie, en

10 dos partes iguales. Pues estd claro que una de las partes
coincide con la otra y la superficie de una parte con la de la otra.

No sea cortado por el eje ni perpendicularmente al gje.

B Si se corta el elipsoide

por un plano perpendicular

al plano secante que pase

E
z
por el eje, sea la seccion de
w la figura Ia elipse ABrA, y
r N sea BA su didmetro y eje
H

del elipsoide [Prop. 11], y
© su centro, v sea la recta AT la interseccion con el plano se-
cante que pasa por el centro.

>

15

A
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Toémese también otro elipsoide igual v semejante a éste, 20
v una vez cortado por un plano que pase por ¢l eje, sea la
seccion la elipse EZHN, y sea EH su didmetro y eje del elip-
soide y K su centro, y por el punto K tracese la recta ZN que 25
forme el 4ngulo K igual al angulo o, y por la recta ZN cons-
triyase un plano perpendicular al plano en que estd la sec- 334
cién EZHN.

Entonces ABI'A, EZHN son dos elipses iguales y semejan-
tes entre si. Por tanto, si se pone EH sobre BA y ZN sobre AT,
coinciden. Luego también coincide el plano correspondiente 5
a NZ con el plano correspondiente a AT, puesto que ambos
son perpendiculares al mismo plano a partir de la misma
recta. Por tanto coincide también el segmento cortado del
elipsoide hacia el lado de E por el plano correspondiente a
NZ con el otro segmento, el cortado del otro elipsoide hacia 10
el lado de B por el plano correspondiente a AT, y el segmen-
to restante con el segmento restante, y las superficies de los
segmentos con las superficies. A la vez, también si se pone
EH sobre BA de manera que el punto E quede sobre A y el 15
punto H sobre B y la linea entre los puntos N, Z sobre la linea
entre los puntos A, T, es evidente que las elipses coincidiran
una con otra, y el punto Z caera sobre el punto I', y el punto 20
N sobre el punto A. E, igualmente, también el plano corres-
pondiente a NZ coincide con el plano correspondiente a AT,

y de los segmentos cortados por el plano correspondiente a
Nz, el {que estd) hacia la parte de H coincide con (la parte 25
que estd) hacia B del segmento cortado por el plano corres-
pondiente a AT, y el (que estd) hacia la parte de E con el
{que esta) hacia la parte de A. Puesto que el mismo segmen-
to coincide con cada uno de los otros dos segmentos, es evi-
dente que los segmentos son iguales. Por la misma razon,
también lo son sus superficies.
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136 Prorosicion 19

Dado un segmento de cualquiera de los dos tipos de co-
noide cortado por un plano perpendicular al eje, o un seg-
s mento no mayor que la mitad de un elipsoide de una u otra
clase cortado de manera semejante, es posible inscribir una
figura sélida y circunscribir otra compuesta de cilindros de
la misma altura de modo que la figura circunscrita exceda
a la inscrita en una magnitud menor que cualquier magni-
tud solida propuesta.

10 Sea dado un segmento, como ABT, y una vez cortado és-
te por un plano que pase por ¢l eje, sea la seccion del seg-
mento la seccidén conica ABI [Prop. 11], vy sea AT la (inter-
seccion) con el plano que ha cortado el segmento®, y sea BA
el eje del segmento y diametro de la seccidn.

15 Ya que se ha supuesto que el plano secante era perpen-
dicular al eje, la seccién es un circulo, y su didmetro TA
[Prop. 11]. A partir de ese circulo sea un cilindro que tenga
por eje BA. Su superficie, entonces, caerd fuera del segmen-
to, puesto que es un® paraboloide, un hiperboloide o un

20 elipsoide no mayor que la mitad del elipsoide [Props. 15,
17]. Cortando este cilindro sucesivamente por la mitad por
un plano perpendicular al eje, la parte restante llegara a ser
menor que la magnitud solida propuesta [Elem. X 1]. Sea
entonces la parte restante de éste®® un cilindro que tenga por

% Entiéndase «la interseccién del plano que pasa por el eje del seg-
mento con el plano que habia cortado el segmento objeto de estudior.

%7 Ha de entenderse «un segmento de...».

% Fs decir «del cilindro inicial».
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base el circulo de didmetro AL, por eje EA, ¥ que sea menor 25
que la magnitud sélida propuesta. Cortese Ba por los puntos

P, 0, 1, = en partes iguales a EA¥, y por los puntos de corte
tracense rectas paralelas a AI" hasta la seccidn del cono, y a
partir de las rectas trazadas constriyanse planos perpendicu- 338
lares a BA. Las secciones seran circulos que tengan su centro

B 1
M
© P
K [0} H
I A
E
A A r

en la recta BA [Prop. 11]. A partir de cada uno de los circu-
los constriuyanse repetidamente dos cilindros que tengan ca-
da uno su eje igual a EA, uno hacia el lado del circulo en ¢l 5
que estd a, otro, hacia el lado en que esta B. En el segmento
estard inscrita una figura sélida compuesta de los cilindros 10
construidos hacia el lado en que esta A, y otra circunscrita
compuesta de los.cilindros construidos hacia el lado en que
estd B.

% 1,a demostracion supone el requisito de que BE sea multiplo de Ea,
como sefiala Heiberg, pero Arquimedes no menciona ese punto —tam-
poco Heath ni Dijksterhuis—.
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Queda por demostrar que la figura circunscrita excede a
la inscrita en una magnitud menor que la magnitud sélida
propuesta.

15 Cada uno de los cilindros de la figura inscrita es igual al
cilindro construido sobre el mismo circulo hacia el lado de
B, como ©H es igual a @I, KA (igual) a KM y lo mismo los
otros. Y de los cilindros todos y cada uno son iguales a to-
dos y cada uno.

Por tanto, es evidente que la figura circunscrita excede a

20 la inscrita en el cilindro que tiene por base el circulo de
didmetro Al" y por altura EA. Y éste es menor que la magni-
tud sélida propuesta [por const.].

340 PRrOPOSICION 20

Dado un segmento cortado de un paraboloide o hiper-
boloide por un plano que no sea perpendicular al eje o de
5 uno cualquiera de los elipsoides, no mayor que la mitad del
elipsoide cortado de manera semejante, es posible inscribir
en el segmento una figura solida y circunscribir otra com-
puesta de troncos de cilindro que tengan igual altura, de
manera que la figura circunscrita exceda a la inscrita en
10 una magnitud menor queé cualquier magnitud sélida pro-
puesta.

Sea dado un segmento como se ha dicho, y una vez cor-
tada la figura por otro plano que pase por el eje y sea per-
pendicular al plano que cortaba el segmento dado, sca la
seccion de la figura la seccion conica ABI y sea la recta TA

15 la (interseccion) con el plano que cortaba el segmento. Dado
que se ha supuesto que el plano que cortaba el segmento no
era perpendicular al eje, la seccidn serd una elipse y su dia-
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metro Al [Prop. 11]. Sea @Y paralela a AT y tangente a la
seccion conica, y séale tangente en el punto B, y por la recta 20
oY constriyase un plano paralelo al plano correspondiente a
AT. Este sera tangente a la figura en el punto B [Prop. 16]. Y
si el segmento lo es de un paraboloide, desde B tricese BA
paralela al eje; si lo es de un hiperboloide, desde el vértice 25
del cono que contiene al hiperboloide prolonguese como BA
la recta trazada hasta B; y si lo es de un elipsoide, tomese el
segmento BA de la recta trazada hasta B”,

Y

A

Es evidente que la recta BA corta en dos partes iguales a
AT'; por tanto, B serd el vértice del segmento y la recta BA su 342
eje. Asi, hay una elipse de didmetro Al y una linea Ba alza-
da desde su centro en un plano perpendicular al plano en el
que esta la elipse, plano que pasa por el otro didmetro’'. Por s
tanto, es posible hallar un cilindro que tenga por eje BA en

70 Entiéndase «desde el centro del elipsoiden.
7! Entiéndase «por el otro didmetro de la elipsen.
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cuya superficie esté la elipse de diametro AT [Prop. 9]. Y su
superficie quedard fuera del segmento, puesto que es un
segmento de paraboloide o de hiperboloide o (un segmento)
de elipsoide no mayor que la mitad del elipsoide. Y habra
un tronco de cilindro que tenga por bases la elipse de didme-
tro AL y por eje BA. Si se corta por la mitad’ el tronco de ci-
lindro por planos paralelos al plano correspondiente a AT, la
parte restante llegara a ser menor que la magnitud solida
propuesta [Elem. X 1]. Sea el tronco de cilindro que tenga
por base la elipse de didmetro Al y por eje EA menor que la
magnitud sélida propuesta. Dividase AB en partes iguales a
AE™, y desde los puntos de corte trAcense rectas paralelas a
AT hasta la seccion conica, y a partir de las rectas trazadas
construyanse planos paralelos al plano correspondiente a
AT. Estos cortan a la superficie del segmento, y (las seccio-
nes) seran elipses semejantes a la elipse de didmetro AT,
puesto que los planos son paralelos [Prop. 14]. A partir de
cada una de las elipses constriyanse repetidamente dos
troncos de cilindro —uno hacia el lado de A de la elipse y
otro hacia el lado de B, que tengan sus ¢jes iguales a AE. Re-
sultardn unas figuras sdlidas, una inscrita en el segmento y
otra circunscrita, compuestas de troncos de cilindro que tie-
nen igual altura.

Queda por demostrar que la figura circunscrita excede a
la inscrita en una magnitud menor que la magnitud solida
propuesta.

De manera semejante a la proposicion anterior se de-
mostrard que la figura circunscrita excede a la inscrita en el
tronco de cilindro’™ que tiene por base la elipse de didmetro

2 Hay que entender «repetidamentey, y se aplica Elem. X 1.
7 Cf. més atras, n. 69 a la prop. 19.
7 Entiéndase «en una magnitud igual al tronco de cilindro...».
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A y por eje EA. Y €ste es menor que la figura sélida pro-
puesta [por const.].

PropPOSICION 21

Una vez escritas estas cuestiones previas, demostremos
lo propuesto sobre las figuras.

Todo segmento de paraboloide cortado por un plano
perpendicular al eje es una vez y media el cono que tiene la
misma base que el segmento y el mismo eje.

Sea un segmento de paraboloide cortado por un plano
‘perpendicular al eje, y una vez cortado éste por otro pla-
no que pase por el eje, sea la seccién de la superficie” la pa-
rabola ABL [Prop. 11], y la {interseccion) con el plano que
corta el segmento la recta I'a, y sea BA el eje del segmento,
y sea también un cono que tenga la misma base que el seg-
mento y el mismo eje, cuyo vértice sea B.

Se ha de demostrar que el segmento de paraboloide es
una vez y media ese cono.

5 En Ingares paralelos (prop. 20, 340, 13-14; prop. 22, 356, 1-2) apa-
rece «la seccidn de la figura (foil mén schématos tomd) frente al «la sec-
cién de la superficie» (tés mén epiphaneias tomd) que encontramos aqui.
Parece corrupcion textual, a la vista de la inexactitud de la expresién
«seccion de la superficie», pero la unanimidad de los manuscritos y la ca-
rencia de argumentos paleograficos hacen arriesgada la conjetura de ase-
mejar este texto a sus paralelos —mas atin teniendo en cuenta que supon-
dria recurrir a una perdida lectio facilior—. Aun asi hay que hacer notar lo
andémalo de la expresion. En cualquier caso, aqui el sentido es claramente
el de «la seccion de la superficie resultante del segundo cortex».

20
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Pongase el cono ¥ que sea una vez y media el cono cu-
va base es el circulo de diametro AT y su eje BA, y sea tam-
bién un cilindro que tenga por base el circulo de didmetro
ATy por eje BA. Entonces el cono ¥ sera la mitad del cilin-
dro™,

Digo que el segmento del pa-
raboloide es igual al cono ¥.
Pues si no es igual, sera ma-
¥ yOr 0 menor.
Sea primero, si es posible,
mayor.

Inscribase una figura sélida en el segmento y circunscri-
base otra, compuestas de cilindros que tengan igual altura,
de modo que la figura circunscrita exceda a la inscrita en
una magnitud menor que aquella en la que excede el seg-
mento del paraboloide al cono ¥ [Prop. 19], v de los cilin-
dros que componen la figura circunscrita sea el mayor el
que tenga por base el circulo de didmetro A"y por eje EA, y
sea el menor ¢l que tenga por base el circulo de didmetro =T
y por eje BL; v de los cilindros que componen la figura ins-
crita sea el mayor el que tenga por base el circulo de diame-
tro KA y por eje AE, v sea el menor el que tenga por base el
circulo de didmetro =T y por eje ©1, y prolonguense los pla-
nos de todos los cilindros hacia la superficie del cilindro que
tiene por base el circulo de didmetro AI' y por eje BA.

Asi, el cilindro entero quedard dividido en cilindros
iguales en nimero a los cilindros que hay en la figura cir-
cunscrita e iguales en magnitud al mayor de ellos”. Y pues-
to que la figura circunscrita al segmento excede a la figura

76 [Puesto que el cono ¥ es una vez y media el mismo conol; cf. Elem.
X1 10.

7 Es decir, «al mayor de los cilindros que hay en la figura circunscri-
tan.



SOBRE LOS CONOIDES Y ESFEROIDES 309

inscrita en una magnitud menor que el segmento al cono
[por const.], es evidente que también la figura inscrita en el 15
segmento es mayor que el cono ¥.

B

i

/

n

E

fx}

A A r

El primer cilindro de los que hay en el cilindro entero
-—el que tiene por eje AE— guarda con el primer cilindro de
los que hay en la figura inscrita —el que tiene por eje AE—
la misma razon que el cuadrado de AA con el cuadrado de 350
KE [Elem. XII 11 y XII 2]. Esa es la misma razén que guar-
dan BA con BE”® y la misma que la que guarda AA con EZ”.

De la misma manera se demostrard también que el se-
gundo cilindro de los del cilindro entero —el que tiene por
eje Ez— guarda con el segundo cilindro de los de la figura s
inscrita, la misma razon que IE —es decir, AA— con ZO, y
que cada uno de los otros cilindros de los del cilindro en-
tero que tienen su eje igual a AE guardard con cada uno de
los cilindros de la figura inscrita que tienen el mismo eje la 10

8 Este aserto figura como enunciado en Cuadr. par. 3; Arquimedes
omite la demostracién y debemos entender que remite a unos Elementos
de las cénicas —probablemente los de Euclides o Aristeo— que no han
llegado hasta nosotros.

™ Por semejanza de triangulos.
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misma razon que la mitad del didmetro de su base con el
segmento tomado de ella entre las rectas AB, BA.

Y la suma de todos los cilindros que hay en el cilindro
cuya base es el circulo de didmetro AI' y cuyo eje es la recta
(AB), guardara con la suma de todos los cilindros que hay en
la figura inscrita la misma razén que la suma de todos los
radios de los circulos que sirven de base a los cilindros di-
chos con la suma de todos los segmentos tomados de ellos®
entre las rectas AB, BA. Y la suma de los radios indicados es
mayor que el doble de los segmentos indicados sin AA; de
modo que la suma de todos los cilindros que hay en el cilin-
dro cuyo eje es (AB) es mayor que el doble de la figura ins-
crita. Luego el cilindro entero que tiene por eje AB es mucho
mayor que el doble de la figura inscrita. Y era el doble del
cono ¥. Luego la figura inscrita es menor que el cono ¥. Lo
cual es imposible, pues se habia demostrado que era mayor.

Luego el paraboloide no es mayor que el cono ¥.

E, igualmente, tampoco es menor.

Pues inscribase y circunscribase de nuevo la figura, de
modo que exceda® en una magnitud menor que aquélla en
la que el cono ¥ excede al paraboloide [Prop. 19], y lo de-
mas construyase igual que en lo anterior,

Entonces, puesto que la figura inscrita es menor que el
segmento y que la figura inscrita es inferior a la circunscrita
en una magnitud menor que el segmento al cono ¥*, estq
claro que la figura circunscrita es menor que el cono ¥. Y
de nuevo el primer cilindro de los del cilindro entero —el
que tiene por eje AE— guarda con el primer cilindro de los

8 Es decir, «tomados de los radios».

8! [Cada una]: 1a glosa es erronea.

82 Entiéndase: «...es inferior a la circunscrita en una magnitud menor
que aquélla en la que el segmento de paraboloide es inferior al cono ¥, ...».
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de 1a figura circunscrita —el que tiene el mismo eje EA— la
misma razon que el cuadrado de lado Aa consigo mismo, vy
el segundo cilindro de los del cilindro entero —el que tiene
por eje Ez— guarda con el segundo cilindro de los de la fi-
gura circunscrita —el que tiene por eje EzZ— la misma razon
que el cuadrado de AA con el cuadrado de KE. Y esa razén
es la misma que la que guarda BA con BE y la misma que la
que guarda AA con EE®. Y cada uno de los otros cilindros
del cilindro entero que tienen su eje igual a AE guardara con
cada uno de los cilindros de la figura circunscrita que tienen
el mismo eje, la misma razén que la mitad del didmetro de
su base con el segmento tomado de €% entre las rectas AB,
BA. Y entonces la suma de todos los cilindros del cilindro
entero cuyo eje es la recta BA guardara con la suma de todos
"los cilindros de la figura circunscrita la misma razén que la
suma de todas las rectas con la suma de todas las rectas®,
Pero la suma de todos los radios de los circulos que sirven
de base a los cilindros es inferior al doble de la suma de to-
dos los segmentos tomados de ellos® junto con AA. Por tan-
to, es evidente que la suma de todos los cilindros del cilin-
dro entero es menor que el doble de los cilindros de la
figura circunscrita. Luego el cilindro que tiene por base el
circulo de diametro A’ y por eje BA es menor que el doble
de la figura circunscrita. Pero no lo es, sino que es mayor
que el doble, pues es el doble del cono ¥ y se habia demos-
trado que la figura circunscrita era menor que el cono '¥.

8 Cf. en esta misma proposicién 350, [ y nota al pasaje.

8 Entiéndase: «...tomado de la mitad del didmetro de su base...».

85 Entiéndase: «...guardaran la misma razén que la suma de todos los
radios con la suma de los segmentos de los mismos tomados entre las rec-
tas AB, BA».

8 Entiéndase: «...tomados de ellos entre las rectas AB, BA...».
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Luego el segmento de paraboloide tampoco es menor
que el cono .
Y se habia demostrado que tampoco era mayor. Luego
20 es una vez y media el cono que tiene la misma base que el
segmento y el mismo ¢je.

Prorosicion 22

Y si el segmento del paraboloide fuera cortado por un

plano que no sea perpendicular al eje, igualmente serd una

25 vez y media el tronco de cono que tiene la misma base que
el segmento y el mismo eje.

Sea un segmento de paraboloide cortado segun se ha di-

356 cho, y una vez cortado por un plano que pase por el eje

perpendicular al plano que ha cortado el segmento, sea la

seccidn de la figura la pardbola ABI [Prop. 11], y sea la in-

terseccion con el plano que cortd el segmento la recta AL, y

5 sea la recta @Y paralela a AI" y tangente a la parabola en el

punto B, y tricese BA paralela al eje. Esta cortara por la mi-

tad a AT; por la recta @Y constrityase un plano paralelo al co-

rrespondiente a AA. Este serd tangente al paraboloide en el

10 punto B {Prop. 16], y el punto B sera el vértice del segmento
y su eje BA.

Puesto que el plano correspondiente a AT ha cortado al
paraboloide sin ser perpendicular al eje, la seccién es una
elipse y su eje mayor A [Prop. 12]. Si hay una elipse de eje

15 TA y una recta BA que ha sido alzada desde el centro de la
elipse en un plano construido pasando por el eje y perpendi-

358 cular al plano en el que esta la elipse, es posible hallar un ci-
lindro que tenga su eje en linea recta con BA y en cuya su-
perficie esté la elipse [Prop. 9].Y también es posible hallar
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un cono que tenga por vértice el punto B y en cuya superfi-
cie esté la elipse [Prop. 8]. De manera que habra un tronco
de cilindro que tenga por base la elipse de didmetro AT y por
eje BA, y un tronco de cono que tenga la misma base que el
tronco de cilindro y que el segmento y el mismo eje.

Se ha de demostrar que el segmento de paraboloide es
una vez y media este cono.

Sea el cono ¥ una vez y
media este tronco®. El tron-
co de cilindro que tenga la v
misma base que el segmento
y el mismo eje sera el doble
que el cono ¥*, pues éste es una vez y media el tronco de
cono que tiene la misma base que el segmento y el mismo

"eje, mientras que el tronco de cono mencionado es la tercera
parte del tronco de cilindro que tiene la misma base que el
segmento y el mismo eje [Prop. 10].

Luego es de necesidad que el segmento de paraboloide
sea igual al cono ¥.

Pues si no es igual, es mayor o menor,

Sea primero, si es posible, mayor.

Inscribase en el segmento una figura sélida y circunscri-
base otra compuestas de troncos de cilindro que tengan
igual altura, de manera que la figura circunscrita exceda a la
inscrita en una magnitud menor que aquélla en la que exce-
de el segmento de paraboloide al cono ¥ [Prop. 20], y tra-
cense los planos de los troncos® hasta la superficie del tron-

& Entiéndase: «...este tronco de conox.

8 Elem. XII 10. Heiberg considera sospechoso el texto desde «pues
éste es...» hasta «...el mismo eje» (358, 14-19) y no faltan razones —con-
sidérese la anémala verbosidad de la explicacion en 360, 3-14— para sos-
pechar alteraciones en ¢l texto de esta proposicion.

8 «Troncos de cilindroy, se entiende.

5
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co” que tiene por base la misma que el segmento y el mis-
360 mo ¢je. De nuevo, el primer tronco de los del tronco entero
—el que tiene por eje AE— guarda con el primer tronco de
los de la figura inscrita —el que tiene por eje AE— la misma

o}

r

5 razén que el cuadrado de lado AA con el cuadrado de lado
KE, pues los troncos que tienen la misma altura guardan en-
tre si la misma razén que sus bases [Prop. 10]; y sus bases,
puesto que son elipses semejantes [Prop. 14, corol.], guar-
dan la misma razén que los cuadrados de sus diametros
homologos [Prop. 6, corol.], y las rectas AA, KE son las mi-

10 tades de sus didmetros homodlogos. Y la razén que guardan
el cuadrado de AA con el cuadrado de KE es la razén que
guarda en longitud la recta BA con la recta BE [Cuadr. Par.
3], puesto que Ba es paralela al didmetro y AA, KE son para-
lelas a la tangente en el punto B. Y la razdn que guarda BA

15 con BE es la que guarda AA con E=. Por tanto, el primer

% «De cilindron, se entiende. En ese mismo sentido ha de interpretar-
se la mencion de los «troncosy a lo largo de todo este parrafo.
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tronco de los del tronco entero guardaréd con el primer tron-
co de los de la figura inscrita la misma razén que AA con EE.

Y cada uno de los otros troncos del tronco entero que tienen
su eje igual a AE guarda con cada uno de los troncos de la 20
figura inscrita que tienen el mismo eje la misma razén que
la mitad del diametro de sus bases con el segmento tomado
de éI°! entre las rectas AB, BA.

De la misma manera que en lo anterior se demostrara
que la figura inscrita es mayor que el cono ¥ y que el tronco
de cilindro que tiene la misma base que el segmento y el
mismo eje es mayor que el doble de la figura inscrita. De
modo que también serd mayor que el doble del cono ¥. Pero
no lo es, sino que es el doble. Luego el segmento de parabo- 362
loide no es mayor que el cono ¥.

Por los mismos razonamientos se demostrara que tam-
poco es menor.

Por tanto, es evidente que es igual. Luego el segmento
de paraboloide es una vez y media el tronco de cono que 5
tiene la misma base que el segmento y el mismo eje.

Prorosicion 23

Si de un paraboloide se cortan dos segmentos mediante
planos, el uno perpendicular al eje y el otro no perpendicu- 10
lar, y los ejes de los segmentos son iguales, los segmentos
seran iguales.

Cortense dos segmentos de un paraboloide segin se ha
dichio, y una vez cortado el paraboloide por un plano que

91 Es decir, «de ese mismo didmetro».
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15 pase por el eje’?, sea la seccién del paraboloide la pardbola
ABT [Prop. 11], BA su didmetro, y séanlo las rectas Az, EI" de
los planos® —kr, la del plano perpendicular al eje; za, la
del no perpendicular— y sean BO, KA los ejes, iguales entre

20 si, de los segmentos, y sean B, A los vértices.

Se ha de demostrar que el segmento de paraboloide cu-
yo vértice es B es igual al segmento de paraboloide cuyo
vértice es A.

X

Puesto que de la misma pardbola han sido quitados dos

25 segmentos, AAZ v EBI, y sus didmetros KA, Be son iguales,
el triangulo AAK es igual al E®B —pues se ha demostrado

364 que el triangulo AAZ es igual al triangulo EB[ [Prop. 3]. Tra-
cese la recta AX perpendicular a la prolongacién de KA. Y
puesto que B®, KA son iguales, también E®, AX son iguales
[Elem. VI 1]. En el segmento cuyo vértice es B sea un cono

5 inscrito que tenga la misma base que el segmento y el mis-

%2 [Y otro plano perpendicular al eje].
% Hay que sobreentender «las intersecciones con el plano que fo corta
pasando por el ejen,
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mo eje, v en el segmento cuyo vértice es A sea un tronco de
cono que tenga la misma base que el segmento y el mismo
eje, y desde A tricese AN perpendicular a AZ. Esta serd la al-
tura del tronco de cono cuyo vértice es A. El tronco de cono
cuyo vértice es A y el cono cuyo vértice es B guardan entre
si la razén compuesta de la razén de sus bases y la de sus al-
turas [Prop. 10]; por tanto guardan la razén compuesta de la
que guarda el area comprendida por la elipse de didametro
AZ con el circulo de didmetro EI y de la que guarda NA con
Be. Por otro lado, el area comprendida por la elipse guarda
con el mismo circulo®™ la misma razén que el rectangulo
comprendido por los diametros con el cuadrado de lado Er
[Prop. 51%°. Entonces el tronco de cono guardaria con el co-
no la razdn compuesta de la que guarda AK con AX —puesto
‘que AX es igual a Ee— y de la que guarda AN con Be. La
(razdn compuesta) de las razones mencionadas, la que guar-
da AK con AX, es la misma que la que guarda AK con AN.
Luego el segmento®® guarda con el cono la razén (compues-
ta de la) de AK a AN y la de AN con Be. Y Bo es igual a KA
[por hipét.]. Luego es evidente que el tronco de cono cuyo
vértice es A es igual al cono cuyo vértice es B.

Por tanto estd claro que los segmentos® son iguales,
puesto que uno de ellos es una vez y media el cono [Prop. 21]

% El circulo de didmetro ET.

95 [Y el tronco de cono cuyo vértice es A guarda con el cono cuyo vér-
tice es B la razon compuesta de la que guarda KA con E0y la que guarda
NA con Be, puesto que KA es la mitad del didmetro de la base del tronco
de cono cuyo vértice es A, mientras que £@ es la mitad del didmetro de la
base del cono y AN, Bo son sus alturas. AN guarda con Be la misma razon
que con KA, puesto que Bo es igual a KA. Y AN guarda también con KA la
razon de XA con AK].

% «Segmento de conoy, se entiende.

7 «Los segmentos del paraboloide», se entiende.
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y el otro es una vez y media el tronco de cono [Prop 221,
que son iguales.

20 ProrosicioN 24

Si de un paraboloide se cortan dos segmentos por pla-
nos trazados de cualquier manera, los segmentos guarda-
ran entre si la misma razon que los cuadrados construidos
sobre sus ejes.

368 Cortense de un paraboloide dos segmentos al azar y sea
K igual al eje de uno de los segmentos, y A igual al del otro.
Se ha de demostrar que los segmentos guardan entre si

5 la misma razén que los cuadrados de lado K, A.

/
A

A

K

Una vez cortado el paraboloide por un plano que pase
por el eje, sea la seccion del segmento la pardbola ABr
[Prop. 11] v su eje BA, y tomese Ba igual a K, y por A trace-

10 se un plano perpendicular al eje. El segmento del paraboloi-
de que tiene por base el circulo de didmetro AI' y por eje BA
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es igual al segmento que tiene su eje igual a K [Prop. 23].
Por tanto, si también K es igual a A, esta claro que también
los segmentos seran iguales entre si, pues cada uno de ellos
es igual a lo mismo; y también los cuadrados de lado K, A
son iguales. De manera que los segmentos guardaran la
misma razén que los cuadrados construidos sobre sus ejes.

Pero si A no es igual a K, sea A igual a Be, y por @ trace-
se un plano perpendicular al eje. El segmento que tiene por 20
base el circulo de didmetro EZ y por eje Be es igual al seg-
mento que tiene su eje igual a A. Inscribanse conos que ten-
gan por base los circulos de didmetro AT, EZ y por vértice el 25
punto B.

El cono que tiene por eje BA guarda con el cono que tie-
ne por eje BO la razéon compuesta de la que guarda el cua- 3m
"drado de lado AA con el cuadrado de lado ©E y de la razon
que guarda AB con Be en longitud [Prop. 10]. Y la razén que
guarda el cuadrado de AA con el cuadrado de @E es la
que guarda BA con Be en longitud [Cuadr. Parab. 3]. Luego
el cono que tiene por eje BA guarda con el cono que tiene
por ¢je Be la razén compuesta de la que guarda AB con ©B y
la que guarda AB con Be. Esa razon es la misma que la que
guarda el cuadrado de lado AB con el cuadrado de lado @B. 10
Y la razon que guarda el cono que tiene por eje Ba con el
cono que tiene por eje ©B, esa razon guarda el segmento de
paraboloide que tiene por eje AB con el segmento que tiene
por eje ©B%, Y el segmento de paraboloide que tiene su eje
igual a X es igual al segmento que tiene por eje BA, mientras
que el segmento de paraboloide que tiene su eje igual a A es
igual al segmento que tiene por eje ®B, y K es igual aBA y A
es igual a ©B.

—

5

w

—

5

%8 [Pues cada uno es una vez y media] [Prop. 21].
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20 Luego es evidente que el segmento de paraboloide que
tiene su eje igual a K guarda con el segmento de paraboloide
que tiene su eje igual a A la misma razén que el cuadrado de
lado X con el cuadrado de lado A.

PROPOSICION 25

25 Todo segmento de hiperboloide cortado por un plano
perpendicular al eje guarda con el cono que tiene la misma
base que el segmento e igual altura la misma razon que

sn guarda la recta igual a la suma del eje del segmento mds el
triple de la afiadida al eje® con la recta igual a la suma del
egje del segmento mds el doble de la ariadida al eje.

5 Sea un segmento de hiperboloide cortado por un plano
perpendicular al eje, y una vez cortado por otro plano que
pase por el eje, sea la seccion del propio hiperboloide Ila
hipérbola ABr [Prop. 11], y (la interseccién) con el plano

10 secante la recta A, y sea Ba ¢l eje del segmento y sea Bo la
afiadida al eje y sean Ze y ZH iguales a Be.

Se ha de demostrar que el segmento guarda con el cono
que tiene la misma base que el segmento y el mismo eje la
15 misma razon que HA con ZA.

9 La definicién de esta expresion figura en la Carta-dedicatoria de es-
te tratado (250, 6 y ss.).
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Sea un cilindro que tenga la misma base que el segmen-
to y el mismo eje, y sean ®A, 'Y generatrices, y sea también
un cono, en el que figura ¥, y guarde con el cono que tiene

la misma base que el segmento y por eje la recta Ba la mis- 20

ma razon que la que guarda HA con AZ.

Afirmo que el segmento de hiperboloide es igual al
cono .

Pues si no es igual, o bien es mayor o menor.

Sea primero, si es posible, mayor.

N
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Inscribase en el segmento una figura sélida y circuns-
cribase otra compuestas de cilindros que tengan la misma
altura, de tal modo que la figura circunscrita exceda a la
inscrita en una magnitud menor que aquella en la que exce-
de el segmento de hiperboloide al cono ¥ [Prop. 19], y pro-
I6nguense los planos de todos los cilindros hasta la superfi-
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cie del cilindro que tiene por base el circulo de didmetro AT
y por eje BA. El cilindro entero habrd sido dividido-en cilin-
dros iguales en numero a los cilindros que hay en la figura
circunscrita e iguales en magnitud al mayor de ellos.

Y puesto que la figura circunscrita excede a la inscrita
en una magnitud menor que el segmento al cono ¥ y la figu-
ra circunscrita es mayor que el segmento, es evidente tam-
bién que la figura inscrita es mayor que el cono ¥. Sea BP la
tercera parte de BA. Entonces HA sera el triple de @P. Y pues-
to que el cilindro que tiene por base el circulo de diametro
AT y por eje BA guarda con el cono que tiene la misma base
y el mismo eje la misma razén que HA con @P y que, por otra
parte, ¢l cono mencionado guarda con el cono ¥ la misma
razon que ZA con HA, entonces el cilindro mencionado guar-
dard con el cono ¥ la misma razon que Za con ©p [Elem. V
23], dado que hay tres magnitudes en proporcién perturbada
[Elem. V, def. 18].

DispoOnganse unas rectas, en las que figura =, iguales en
nimero a los segmentos que hay en la recta Ba, e iguales
cada una en magnitud a zB, y apliquese a cada una de ellas
un 4rea excedente en la figura de un cuadrado, y sea la ma-
yor igual al rectangulo zAB y la menor igual al zIB, y
excédanse los lados de las areas excedentes unos a otros en
lo mismo'®, y sea el lado del 4rea excedente mayor —en la
que figura N— igual a BA, y el lado del area excedente me-
nor igual a B, y haya también otras 4reas —en las que figu-
ra Q— iguales en nimero a éstas, v en magnitud igual cada
una al area mayor, la comprendida por zaB. El cilindro que
tiene por base el circulo de didmetro AI' y por eje AE guarda

100 [Pues las que son iguales a ellas que estdn en la recta BA también
exceden unas de otras en lo mismo]. Arquimedes no hace constar que los
excesos en que se exceden las areas deban ser, ademas de iguales entre si,
iguales a BA, pero se deduce de las conclusiones.
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con el cilindro que tiene por base el circulo de didmetro KA
y por eje AE la misma razén que el cuadrado de AA con el
cuadrado de KE [Elem. XII 11, XII 2]. Y ésa es la misma ra-
z6n que guarda el rectangulo comprendido por zA, BA con el
rectangulo comprendido por ZE, BE, pues eso ocurre en toda
hipérbola'®!. Y el area &N es igual al rectangulo comprendi-
do por zA, BA mientras que el area =M es igual al rectangulo
comprendido por ZE, BE, pues E es igual a ZB, M es igual a
BE y N es igual a BA. Luego el cilindro que tiene por base el
circulo de didmetro A’ y por eje AE guardard con el cilindro
que tiene por base el circulo de diametro KA y por eje AE la
misma razén que el area Q con el drea =M.

Del mismo modo se demostrara también que cada uno
de los demas cilindros del cilindro entero que tienen por eje

" la recta igual a AE guarda con el cilindro de 1a figura inscrita
que tiene el mismo eje!® la misma razén que la que guarda
el area Q con el area correspondiente de las aplicadas a = y
que excedian en un cuadrado.

Y entonces hay algunas magnitudes —Ilos cilindros del
cilindro entero cada uno de los cuales tiene el eje igual a
AE— y otras magnitudes —las areas en las que figura O—,
iguales a ellas en nmumero, que guardan la misma razéon to-
madas de dos en dos, puesto que los cilindros son iguales
entre si y las areas Q son iguales entre si, y algunos de los
cilindros guardan razon con otros cilindros, los que estan en
la figura inscrita, pero el Gltimo no guarda razén con ningu-
na figura; y las areas en las que figura Q estin en razén con

' TOue el doble de la afiadida al eje, es decir, el doble de la recta
trazada desde el centro, es el lado transverso de la figura]. El caracter de
glosa de la frase se evidencia por el uso de terminologia creada por Apo-
lonio.

102 Se entiende «el mismo eje que el cilindro correspondiente de los
del cilindro entero».
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otras areas —las aplicadas a £ y que son excedentes en una
figura de cuadrado—, en la misma razon las que se corres-
ponden, mientras que la ultima no guarda razén con ningu-
na. Luego es evidente que la suma de todos los cilindros del
cilindro entero guardara con la suma de todos los cilindros
de la figura inscrita la misma razén que la suma de todas las
areas O con la suma de todas las areas aplicadas excepto la
mayor [Prop. 1]. Y se ha demostrado que la suma de todas
las areas Q guarda con la suma de todas las areas aplicadas
excepto la mayor una razén mayor que la que guarda N= con
la recta igual a la suma de la mitad de = y la tercera parte de
N [Prop. 2]. De modo que también el cilindro entero guarda
con la figura inscrita una razén mayor que la que guarda zA
con @P. Que es la que se habia demostrado que guardaba el
cilindro entero con el cono ¥. Luego el cilindro entero
guarda con la figura inscrita una razén mayor que con el
cono ¥. De modo que el cono ¥ es mayor que la figura ins-
crita [Elem. V 8]: lo cual es imposible, pues se habia de-
mostrado que la figura inscrita era mayor que el cono ¥.

Luego el segmento de hiperboloide no es mayor que el
cono ¥,

Ni tampoco menor. Pero sea, si es posible, menor.

Inscribase de nuevo en el segmento una figura sélida y
circunscribase otra compuesta de cilindros que tengan la
misma altura, de tal modo que la figura circunscrita exceda
a la inscrita en una magnitud menor que aquélla en la que
excede el cono al segmento, y lo demdis constrayase del
mismo modo. ~

Puesto que la figura inscrita es menor que el segmento y
la figura circunscrita excede a la inscrita en una magnitud
menor que el cono ¥ al segmento, es evidente que también
la figura circunscrita es menor que el cono ¥. Y de nuevo el
primer cilindro de los del cilindro entero, el que tiene por
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eje AE, guarda con el primer cilindro de los de la figura cir-
cunscrita, el que tiene por eje AE, la misma razén que el area 25
@ con la suma de =, N'®, y cada uno de los otros cilindros
del cilindro entero que tienen por eje una recta igual a AE
guarda con el cilindro de la figura circunscrita —con el que
le corresponde y tiene el mismo eje— la misma razon que el 332
area (2 con la suma del area correspondiente de las aplicadas
a £ mds el exceso, por ser cada uno de los {cilindros) cir-
cunscritos salvo el mayor igual a cada uno de los inscritos
incluido el mayor. Asi, el cilindro entero guardara con la fi- 5
gura circunscrita la misma razén que la suma de todas las
areas  con la suma de las 4reas aplicadas mas los excesos
[Prop. 1].

De nuevo se ha demostrado que la suma de todas las
" areas @ guarda con la suma de todas las otras una razén me-
nor que la que guarda la suma de =, N con la recta igual a la 10
suma de la mitad de = mas la tercera parte de N [Prop. 2].
De modo que también el cilindro entero guardard con la fi-
gura circunscrita una razén menor que la de ZA con ep. Pero
ZA es a @ como el cilindro entero al cono ¥. Luego el pro- 15
pio cilindro guarda con la figura circunscrita una razéon me-
nor que con el cono ¥. De manera que la figura circunscrita
es mayor que el cono ¥ [Elem. V 8]. Lo cual es imposible.
Pues se habia demostrado que la figura circunscrita era me-
‘nor que el cono ¥.

Luego el segmento de hiperboloide no es menor que el 2
cono ¥.

Puesto que no es ni mayor ni menot, queda demostrado
lo propuesto.

193 [Pues cada uno es igual al otro).
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PROPOSICION 26

E incluso si el segmento de hiperboloide es cortado por
un plano no perpendicular a su eje, guardard con el seg-
mento de cono que tenga la misma base que el segmento y
el mismo eje la misma vazon que una recta igual a la suma
del eje del segmento mas el triple de la afiadida al eje con
la recta igual a la suma del eje mds el doble de la afiadida
al eje.

Sea un segmento de hiperboloide cortado por un plano
segun se ha dicho, y una vez cortada la figura por otro plano
que pase por el eje y perpendicular al plano que cortd el
segmento, sea la seccion de la figura la hipérbola ABI [Prop.
11] y la interseccidon con el plano que corté el segmento la
recta I'A, v sea el vértice del cono que contiene al hiperbo-
loide el punto @, y tracese por el punto B y paralela a Al" 1a
recta @Y tangente a la hipérbola, y séale tangente en el punto
By prolénguese la recta trazada desde o hasta B. Esta corta-
r4 por la mitad a AT, y el punto B serd el vértice del segmen-
to, BA su €je y BO la afiadida al eje. Sean ©Z y ZH iguales a
BO, y desde @Y constrityase un plano paralelo al correspon-
diente a AI': serd tangente al hiperboloide en el punto B
[Prop. 16]. Y puesto que el plano correspondiente a AI" corta
al hiperboloide sin ser perpendicular al eje, la seccién serd
una elipse, y su eje mayor A [Prop. 13]. Habiendo una elip-
se de diametro Al y una recta BA alzada desde el centro en
un plano construido a partir del didmetro'® que es perpendi-
cular al plano en que esta la elipse, es posible hallar un ci-

104 «Desde el didmetro de la elipse», se entiende.
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lindro que tenga su eje en linea recta con BA y en cuya su-
petficie esté la elipse de didmetro AU [Prop. 9]. Una vez 336
hallado, habra un tronco de cilindro que tenga la misma ba-
se que el segmento y el mismo eje, y cuya otra base esté en
el plano correspondiente a @Y. A la vez, es posible también s
hallar un cono que tenga por vértice el punto B y en cuya
superficie esté la elipse de diametro Ar [Prop. 8]. Una vez
hallado, habra también un tronco de cono que tenga la mis-
ma base que el tronco de cilindro y que el segmento, y el
mismo gje. 10
Se ha de demostrar que el segmento de hiperboloide
guarda con el segmento de cono indicado la misma razon
que HA con AZ.

Guarde el cono ¥ con el tronco de cono la misma razén
que HA con AZ. Entonces, si el segmento de hiperboloide no 1s
es igual al cono ¥, sea, si es posible, mayor,

Inscribase en el segmento de hiperboloide una figura sé-
lida y circunscribase otra compuesta de troncos de cilindro
que tengan igual altura, de tal manera que la figura circuns-
crita exceda a la inscrita en una magnitud menor que aquélla 20
en la que excede el segmento de hiperboloide al cono ¥ 388
[Prop. 20]. Puesto que la figura circunscrita, siendo mayor
que el segmento, excede a la figura inscrita en una magnitud
menor que el segmento al cono ¥, es evidente que la figura
inscrita es mayor que el cono ¥. Prolénguense los planos de s



10

328 ARQUIMEDES

todos los troncos de cilindro'® inscritos en el segmento has-
ta la superficie del tronco de cilindro que tiene la misma ba-

se que el segmento y el mismo eje, y sea BP la tercera parte
de BA, y lo demds constriiyase como en las proposiciones
anteriores.

105 Qe refiere a los planos de las bases de los troncos de cilindro, como
en proposiciones anteriores. También como en las proposiciones anterio-
res, las menciones que en lo sucesivo se hagan a lo largo de la proposicion
a los «troncos» hay que entenderlas referidas a estos «troncos de cilindroy»
de que se componen las figuras inscrita y circunscrita.
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De nuevo, el primer tronco de los del tronco entero —el
que tiene por eje AE— guarda con el primer tronco de los de
la figura inscrita —el que tiene por eje AE— la misma razén
que el cuadrado de lado AA con el cuadrado de lado KE,
pues los troncos de cilindro que tienen la misma altura
guardan entre sf la misma razon que sus bases [Prop. 10]; y
sus bases, puesto que son elipses semejantes [Prop. 14, co-
rol.], guardan entre si la misma razén que los cuadrados
construidos sobre sus ejes correspondientes [Prop. 6 corol.].
Y la razon que guarda el cuadrado de lado AA con el cua-
drado de lado KE es la que guarda el rectingulo ZAB con el
rectangulo ZEB, puesto que Za ha sido trazada pasando por
@, punto en el que se cortan las asintotas'®, y las rectas Aa,
KE son paralelas a la tangente en el punto B. Por otro lado,
" el rectangulo ZAB es igual al area Q, y el ZEB es igual a la
suma de las areas £, M. Luego el primer tronco de los del
tronco entero —el que tiene por eje AE— guarda con el pri-
mer tronco de los de la figura inscrita —el que tiene por eje
AF— la misma razén que el drea Q con la suma de las areas
E, M. Y cada uno de los otros troncos de los del cilindro en-
tero que tienen su eje igual a AE guardan con el tronco co-
rrespondiente de los de la figura inscrita que tienen su eje
igual a AE la misma razén que el drea Q con la correspon-
diente (4rea) de las aplicadas a = y excedentes en la forma
de un cuadrado. :

De nuevo tenemos ciertas magnitudes —los troncos de
cilindro del tronco entero— y otras magnitudes —las areas
en las que figura Q— iguales en nimero a los troncos y que
guardan con ellos de dos en dos la misma razon; y los tron-
cos guardan razon con otros troncos que hay en la figura
inscrita, pero el ltimo tronco no guarda razén con ninguno,

196 Gr. hai éngista euthefai; cf. Introduccion, pag. 48.

15

20

25

390

w



15

20

25

392

w

330 ARQUIMEDES

y las areas @ guardan razon con otras dreas —las aplicadas a
z, que exceden en figuras de cuadrado— en la misma razén
las homologas, pero la tltima no guarda razén con ninguna.
Es evidente que la suma de todos los troncos'®” guardara
con la suma de todos'® la misma razén que la suma de to-
das las areas © con la suma de todas las areas aplicadas ex-
cepto la mayor [Prop. 1]. Y la suma de todas las areas @
guarda con la suma de todas las areas aplicadas excepto la
mayor una razon mayor que la que guarda la suma de =, N
con la recta igual a la suma de la mitad de = con la tercera
parte de N [Prop. 2]. Luego el tronco entero guarda con la
figura inscrita una razon mayor que la que guarda la suma
de =, N con la recta igual a la suma de la mitad de = con la
tercera parte de N; de modo que también es mayor que la ra-
zon que guarda ZA con @p, Luego el tronco entero guarda
con la figura inscrita una razdén mayor que con el cono ¥.
Lo cual es imposible, pues se habia demostrado que la figu-
ra inscrita era mayor que el cono ¥

Luego el segmento de hiperboloide no es mayor que el
cono ¥.

Y si el segmento de hiperboloide es menor que el cono
y, tras inscribir en el segmento una figura soélida y circuns-
cribir otra compuesta de troncos de cilindro que tengan la
misma altura, de manera que la figura circunscrita exceda a
la inscrita en una magnitud menor que aquélla en la que ex-
cede el cono ¥ al segmento, de nuevo se demostrara de ma-
nera semejante que la figura circunscrita es menor que el
cono ¥ y que ¢l tronco de cilindro que tiene la misma base
que el segmento y el mismo eje guarda con la figura cir-
cunscrita una razén menor que con el cono ¥. Lo cual es

197 Entiéndase «del tronco enterow.

108 Entiéndase: «de todos los troncos de la figura inscritay.
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imposible; por tanto, el segmento de hiperboloide tampoco
es menor que el cono v.
Luego es evidente lo propuesto.

PrOPOSICION 27

En todo elipsoide cortado por un plano que pase por el
centro, perpendicular al eje, la mitad del elipsoide es el do-
ble del cono que tiene la misma base que el segmento y el
mismo eje.

Sea una figura elipsoide cortada por un plano que pase
por el centro perpendicular al eje, y una vez cortada por otro
" plano que pase por el eje, sea la seccidn de la figura la elip-
se ABTA [Prop. 11], sea Ba su diametro y eje del elipsoide, y
@ su centro. No habra ninguna diferencia si BA es el diame-
tro mayor de la elipse o el menor. Sea la interseccion con el
plano que ha cortado la figura la recta I'A. Esta recta pasard
por @ y formara angulos rectos con Ba, dado que se ha su-
puesto que el plano habia sido trazado pasando por el centro
y que era perpendicular al eje [Elem. X1 18; X1, def. 4].

Se ha de demostrar que la mitad del elipsoide, el seg-
mento que tiene por base el circulo de didmetro AI' y por
vértice el punto B, es el doble del cono que tiene la misma
base que el segmento y el mismo eje.

Sea un cono —en el que figura ¥—, doble del cono que
tiene la misma base que el segmento y el mismo ¢je, ©B.

Digo que la mitad del elipsoide esigual al cono ¥.

Pues si la mitad del elipsoide no es igual al cono ¥, sea
primero, si es posible, mayor.

Inscribase en el segmento que es la mitad del elipsoide
una figura solida, y circunscribase otra, compuestas de ci-
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lindros que tengan igual altura, de modo que la figura cir-
cunscrita exceda a la inscrita en una magnitud menor que
aquélla en la que excede la mitad del elipsoide al cono ¥
20 [Prop. 19]. Puesto que la figura circunscrita es mayor que la
mitad del elipsoide, excede a la figura inscrita en una mag-
nitud menor que aquélla en la que excede la mitad del elip-
soide al cono ¥; por tanto es evidente que la figura inscrita
en el segmento que es la mitad del elipsoide es también ma-

25 yor que el cono .
H B M
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Sea un cilindro que tenga por base el circulo de didme-

39 tro AT, y por eje Be. Puesto que este cilindro es el triple del

cono que tiene la misma base que el segmento y la misma

altura [Elem. X1I 10; cf. prop. 10] y el cono ¥ es el doble

del mismo cono, es evidente que el cilindro es una vez y
media el cono .
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Prolénguense los planos de todos los cilindros de los
que se compone la figura inscrita hasta la superficie del ci-
lindro que tiene la misma base que el segmento y el mismo
eje. Entonces el cilindro entero habra sido dividido en cilin-
dros iguales en numero a los cilindros de la figura circuns-
crita, e iguales en magnitud al mayor de ellos. Dispénganse
lineas —en las que figura = iguales en nimero a los seg-
mentos de la recta Be e igual cada una en tamafio a B®, y
constriyase sobre cada una un cuadrado y quitese del ulti-
mo cuadrado un gnomon'®” de anchura igual a BI. Este sera
igual al rectangulo comprendido por BI, IA; del cuadrado
inmediato a éste quitese un gnomon que tenga de anchura el
doble de BI. Este sera igual al rectangulo comprendido por
BX, XA. Y, sucesivamente, quitese del cuadrado inmediato
" un gnomon cuya anchura sea mayor en un segmento que la
anchura del gnomon quitado antes que é1. Cada uno de ellos
sera igual al rectangulo comprendido por los segmentos de
BA, segmentos de los cuales uno es igual a la anchura del
gnomon. Y resultard que el cuadrado restante del segundo
cuadrado tendra el lado igual a ®E. Y el primer cilindro —el
que tiene por eje ©— de los del cilindro entero, guarda con
el primer cilindro —el que tiene el mismo eje @E— de los
de la figura inscrita, la misma razén que el cuadrado de lado
A®© con el cuadrado de lado KE [Elem. XII 11; XII 2], de
manera que también la (misma que guarda) el rectangulo
comprendido por Be, ®A con el rectangulo comprendido por
BE, EA [Con. I 21]. Y entonces el cilindro guarda con el ci-
lindro la misma razon que el primer cuadrado con el gno-
mon quitado del segundo cuadrado. De modo semejante,
también cada uno de los otros cilindros que tienen el eje
igual a ©E guarda con el cilindro que hay en la figura inscri-

109 Para la definicién de gnomon, v. nota 82 a Esf. cil. 1, 16.
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ta y que tiene el mismo eje la misma razdn que el cuadrado
dispuesto de manera semejante a €l con el gnomon quitado
del cuadrado siguiente.

Y hay unas magnitudes, los cilindros del cilindro entero,
y otras, los cuadrados construidos sobre las lineas = =, igua-
les en ntimero a los cilindros que guardan de dos en dos la
misma razén; y los cilindros guardan razén con otras magni-
tudes —los cilindros de la figura inscrita— y el tltimo no
guarda razén con ninguno; y los cuadrados guardan razén
con otras magnitudes —los {gnémones) quitados de los cua-
drados— guardando los homologos la misma razdén, pero el
tltimo cuadrado no guarda razén con ninguno. Asi pues, la
suma de todos los cilindros que hay en el cilindro entero
guardard con la suma de todos los otros cilindros la misma
razéon que la suma de todos los cuadrados con la suma de
todos los gndomones quitados de ellos [Prop. 1]. Por tanto, el
cilindro que tiene la misma base que el segmento y el mis-
mo eje guarda con la figura inscrita la misma razén que la
suma de los cuadrados con la suma de todos los gnéomones
quitados de ellos. Y la suma de los cuadrados es mayor que
una vez y media la suma de todos los gnémones quitados de
ellos. Y se han dispuesto unas lineas =P, =5, =T, =Y, =¢'°
que se exceden unas a otras en la misma magnitud, y la me-
nor es igual al exceso; y hay otras lineas —en las que figu-
ran las dos = =— iguales en nimero a éstas, y en magnitud
igual cada una a la mayor. Asi, la suma de los cuadrados
que tienen por lado todas las rectas que son iguales cada una
a la mayor es menor que el triple de la suma de todos los
cuadrados que tienen por lado las rectas que se exceden en-
tre si en lo mismo, pero mayor que el triple de la suma de
los restantes excepto el que tiene por lado la recta mayor

0 =y z0).
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—es0 estd demostrado en los libros publicados Sobre las
espirales''’. Puesto que la suma de todos los cuadrados es 20
menor que el triple de los otros cuadrados —los que han si-
do quitados de ellos—, es evidente que es mayor que una
vez y media los restantes; luego son mayores que una vez y
media los gnémones. De manera que también el cilindro
que tiene la misma base que el segmento y el mismo eje es 25
mayor que una vez y media la figura inscrita. Lo cual es
imposible, pues es una vez y media el cono ¥, y se habia
demostrado que la figura inscrita era mayor que el cono .

Luego la mitad del elipsoide no es mayor que el cono ¥.

Y tampoco es menor. 402

Pues sea, si es posible, menor.

Inscribase de nuevo en la mitad del elipsoide una figura
sélida y circunscribase otra compuesta de cilindros que ten-
gan igual altura, de forma que la figura circunscrita exceda a 5
la inscrita en una magnitud menor que aquélla en la que ex-
cede el cono ¥ a la mitad del elipsoide, y dispongase lo de-
mas igual que en lo anterior.

Puesto que la figura inscrita es menor que el segmento,
es evidente que también la figura circunscrita es menor que
el cono ¥. De nuevo el primer cilindro de los del cilindro
entero —el que tiene por eje ©E-—, guarda con el primer ci-
lindro de los de la figura circunscrita —el que tiene por eje
©E— la misma razén que el primer cuadrado consigo mis-
mo, y el segundo cilindro de los del cilindro entero —el que 15
tiene por eje EIt—, guarda con el segundo cilindro de los de
la figura circunscrita —el que tiene por eje EIl— la misma
razén que el segundo cuadrado con el gnomon quitado de
él. Y cada uno de los otros cilindros de los del cilindro ente- 20
ro, que tienen por eje una recta igual a F, guarda con el ci-

—

0

1E Espirales, prop. 10, corolario.
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lindro correspondiente de los de la figura circunscrita y que
tiene el mismo eje la razoén que guarda el cuadrado dispues-
to de forma semejante a él con el gnomon quitado de é1''%,
Asi pues, la suma de todos los cilindros del cilindro entero
guardara con la suma de todos los cilindros de la figura cir-
cunscrita la misma razén que la suma de todos los cuadra-
dos con un 4rea igual a la suma del primer cuadrado mas los
gnomones quitados de los restantes cuadrados [Prop. 1]. Y
la suma de todos los cuadrados es menor que una vez y me-
dia un 4rea igual a la suma del primer cuadrado mas los
gnémones quitados de los cuadrados restantes, puesto que
es mayor que el triple de los cuadrados que tienen por lado
las rectas que se exceden entre si en lo mismo salvo el cua-
drado que tiene por lado la mayor. Luego el cilindro que
tiene la misma base que el segmento y el mismo eje es me-
nor que una vez y media la figura circunscrita. Lo cual es
imposible, puesto que es una vez y media el cono ¥, y se
habia demostrado que la figura circunscrita es menor que el
cono V.

Luego la mitad del elipsoide no es menor que ei cono .

Y puesto que no es mayor ni menor, es igual.

ProPOSICION 28

E incluso si el elipsoide es cortado por un plano que pa-
se por el centro no perpendicular al eje, igualmente la mi-
tad del elipsoide sera el doble del tronco de cono que tenga
la misma base que el segmento y el mismo eje.

112 s decir, «del cuadrado en cuestiény.
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Cortese una figura de elipsoide, y una vez cortada por
otro plano que pase por el eje perpendicular al plano secan-
te, sea la seccion de la figura la elipse ABI'A [Prop. 111y su
centro @ y sea (la interseccion) con el plano que ha cortado 25

N NN
[V NN ]
W [ NIV
—\J
N ‘a——
% \il
M N

la figura la recta AT Esta habré sido trazada pasando por e,
dado que se habfa supuesto que el plano habia sido trazado
pasando por el centro. Entonces habra una elipse de diame-
tro AI', ya que se habia supuesto que el plano secante no 406
habia sido trazado perpendicular al eje [Prop. 14]. Tracense
unas rectas KA, MN paralelas a AT’ tangentes a la elipse en
los puntos B, A, y a partir de KA, MN constriyanse planos pa-
ralelos al correspondiente a AL Estos son tangentes al elip-
soide en los puntos B, A [Prop. 16], y la recta que une BA pa-
sard por © [Prop. 16] y los puntos B, A seran los vértices de
los segmentos, y sus ejes'" serdn Bo, ®A. Y es posible hallar
un cilindro que tenga por eje B® en cuya superficie esté la
elipse de diametro A" [Prop. 9], y una vez hallado habra un
tronco de cilindro que tenga la misma base que la mitad del
elipsoide y el mismo eje. A la vez, también es posible hallar
un cono que tenga por vértice el punto B en cuya superficie

—

0

W

113 Los «ejes de los segmentosy, se entiende.
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esté la elipse de didmetro A '**. 'Y una vez hallado habra un
tronco de cono que tenga la misma base que el segmento y
el mismo e¢je.

Digo que la mitad del elipsoide es el doble de ese cono.

Sea el cono ¥ el doble del tronco de cono. Si la mitad
del elipsoide no es igual al cono ¥, sea primero, si es posi-
ble, mayor.

He inscrito en la mitad del elipseide una figura soélida y
he circunscrito otra compuesta de troncos de cilindro que
tienen igual altura, de modo que la figura circunscrita exce-
da a la inscrita en una magnitud menor que aquélla en la que
excede la mitad del elipsoide al cono ¥ [Prop. 20].

De modo semejante a las proposiciones anteriores se
demostrara que la figura inscrita en la mitad del elipsoide es
mayor que el cono ¥ y que, al ser el tronco de cilindro que
tiene la misma base que el segmento y el mismo eje una vez
y media el cono ¥, es mayor que una vez y media la figura
inscrita en la mitad del elipsoide. Lo cual es imposible.
Luego la mitad del elipsoide no sera mayor que el cono .

Y si la mitad del elipsoide es menor que el cono ¥, ins-
cribase en la mitad del elipsoide una figura solida y circuns-
cribase otra compuesta de troncos de cilindro que tengan
igual altura de tal manera que la figura circunscrita exceda a
la inscrita en una magnitud menor que aquélla en la que ex-
cede el cono ¥ a la mitad del elipsoide [Prop. 20].

De nuevo, de manera semejante a las proposiciones an-
teriores se demostrard que la figura circunscrita es menor
que el cono ¥ y que, al ser el tronco de cilindro que tiene la
misma base que el segmento y el mismo eje una vez y me-
dia el cono ¥, es menor que una vez y media la figura cir-

114 Cf, prop. 8.
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cunscrita. Lo cual es imposible. Luego la mitad del elipsoi-
de tampoco serd menor que el cono ¥.

Puesto que no es ni mayor ni menor, es igual. Luego es
evidente lo que habia que demostrar.

ProrosicioN 29

El segmento menor de toda figura elipsoide cortada por
un plano que no pase por el centro perpendicular al eje
guarda con el cono que tiene la misma base que el segmen-
to y la misma altura la misma razon que la suma de la mi-
tad del eje del elipsoide mds el eje del segmento mayor con
el eje del segmento mayor.

Sea un segmento de figura elipsoide cortado por un pla-
no perpendicular al eje que no pase por el centro, y una vez
cortado éste por otro plano que pase por el eje, sea la elipse
ABI la seccion de la figura [Prop. 11], y sea el didmetro de
la seccidn y eje del elipsoide la recta BZ y ¢l centro @ y
sea la interseccion con el plano que habia cortado el seg-
mento la recta Al Esta formara dngulos rectos con Bz, dado
que se habia supuesto que el plano era perpendicular al eje
[Elem. X1 18; XI def. 4]. Sea el segmento cortado, cuyo vér-
tice es el punto B, menor que la mitad de la figura elipsoide,
y sea ZH igual a Be.

Se ha de demostrar que el segmento cuyo vértice es el
punto B guarda con el cono que tiene la misma base que el
segmento y el mismo ¢je la misma razdn que AH con AZ.

Sea un cilindro que tenga la misma base que el segmen-
to menor y el mismo eje, y sea un cono —en el que figura
w— que guarde con ¢l cono que tiene la misma base la
misma razén que guarda AH con AZ.
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Digo que el cono ¥ es igual al segmento que tiene por
vértice el punto B. .

Pues si no es igual, sea primero, si es posible, menor.

He inscrito en el segmento una figura sélida y he cir-
cunscrito otra compuesta de cilindros que tienen la misma
altura, de manera que la figura circunscrita exceda a la ins-
crita en una magnitud menor que aquélla en la que el seg-
mento del elipsoide es mayor que el cono ¥ [Prop. 19].

Puesto que, siendo mayor la figura circunscrita que el
segmento, excede a la figura inscrita en una magnitud me-
nor que el segmento al cono, es evidente que la figura ins-
crita es mayor que el cono ¥. Sea BP la tercera parte de BA.
Puesto que BH es el triple de Bo y Ba el de BP, es evidente
que AH es el triple de ep; y el cilindro que tiene la misma
base que el segmento y por eje BA guarda con el cono que
tiene la misma base y el mismo eje la misma razén que guar-
da AH con P [Elem. X11 10]. Y el cono indicado guarda con
¢l cono ¥ la misma razon que AZ con AH. Asi pues, tratan-
dose de proporciones perturbadas'®, el cilindro que tiene la
misma base que el segmento y el mismo eje guardara con el
cono ¥ la misma razon que Az con ep [Elem. V 23].

Dispénganse lineas —en las que figuran =, N— iguales
en numero a los segmentos que hay en BA, y en magnitud
igual cada una a za, y sea también cada una de las lineas 20
igual a BA; asi, cada una de las lineas NO sera el doble de @A.

U5 Elem. V, def. 18: «Una proporcion perturbada se da cuando, ha-
biendo tres magnitudes y otras iguales a ellas en numero, el antecedente
es al consecuente en las primeras magnitudes como el antecedente es al
consecuente en las segundas magnitudes y en las primeras magnitudes el
consecuente es a otra magnitud como en las segundas magnitudes otra
magnitud es al antecedentey. Cf. el apartado «La teoria de proporciones»
en Introduccion, pag. 53. La expresion empleada aqui por Arquimedes
(anomolios ton logon tetagméndn échein) difiere de la euclidiana (fetag-
méne analogia).
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Apliquese a cada una de ellas un area que tenga una anchura
igual a BA, de manera que cada una de las figuras que tienen
esos didmetros''® sea un cuadrado. Quitese del primero un
gnomon que tenga una anchura igual a BE; del segundo, uno
que tenga una anchura igual a BX, y del mismo modo quite-
se de cada una de las areas siguientes un gnomon que tenga

N 4 N 3 N 2 N 1 N

O O O 0 O

— = = = f=1

una anchura inferior en un segmento a la anchura del gno-
mon quitado del (4rea) anterior a ella. El gnomon quitado de
la primera 4rea serd igual al rectangulo comprendido por BE,
EZ, y el 4rea restante estara aplicada a NO, serd excedente en
la figura de un cuadrado y tendra el lado del exceso igual a
AE; el gnomon quitado de la segunda area sera igual al rec-
tangulo comprendido por zX, XB, y el area restante estara
aplicada a NO, serd excedente en la figura de un cuadrado, y
las figuras restantes seran semejantes a éstas.

Tracense los planos de todos los cilindros de los que se
compone la figura inscrita en el segmento hacia la superficie
del cilindro que tiene la misma base que el segmento y el
mismo eje. El cilindro entero habra quedado dividido en ci-
lindros iguales en numero a los de la figura circunscrita e
iguales en magnitud al mayor de ellos. El primer cilindro de
los del cilindro entero —el que tiene por eje AE— guarda
con el primer cilindro de los de la figura inscrita —el que
tiene por eje AE— la misma razén que el cuadrado de lado

116 Se refiere a los didmetros =0.

10

15

20

25
416



20

25

342

ARQUIMEDES

Al con el cuadrado de lado KE [Elem. XII 11; X1I 2]. Y esta
razén es la misma que la que guarda el rectdngulo compren-
dido por BA, AZ con el comprendido por BE, EZ [Con. I 21].
15 Por tanto, el cilindro guarda con el cilindro la misma razén

que la primera area
con el gnomon quitado
de ella. De manera se-
mejante, también cada
uno de los otros cilin-
dros de los del cilindro
entero, .que tienen por
¢je una recta igual a
AE, guardara con el ci-
lindro correspondiente
de los que hay en la
figura inscrita que tie-
ne el mismo eje la mis-
ma razéon que el drea
colocada de modo se-
mejante a él con el gno-
mon quitado de ella.
Por tanto, hay cier-
tas magnitudes —los
cilindros del cilindro
entero— y otras mag-
nitudes —las areas apli-
cadas a =N que tienen
por anchura una recta
igual a BA—, iguales

en nimero a los cilindros y que guardan de dos en dos la
misma razon; y los cilindros guardan razén con otros cilin-
dros, los de la figura inscrita, y el altimo no guarda razon
con ninguno; y las dreas guardan razén con otras areas —los
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(gnémones) quitados de ellas, en la misma razon las que se 418
corresponden, y la ultima area no guarda razon con ningu-
na. Es evidente, por tanto, que la suma de todos los cilindros
guardara con la suma de todos los otros {cilindros) 1a misma
razon que la suma de todas las areas con la suma de todos
los gnémones [Prop. 1].

Luego el cilindro que tiene la misma base que ¢l seg-
mento y el mismo eje guardara con la figura inscrita en el
segmento la misma razén que la suma de todas las 4reas con
la suma de todos los gnémones. Y dado que se han dispues-
to ciertas lineas iguales —en las que figura N, 0— y a cada 1o
una se le ha aplicado un area excedente en la figura de un
cuadrado y los lados de los excesos se exceden entre si en lo
mismo, y el exceso es igual a la menor, y que hay otras
‘areas aplicadas a 2N, que tienen por anchura rectas iguales a s
Ba, iguales en niimero a las anteriores, e iguales en magni-
tud cada una a la mayor, es evidente que la suma de todas
las areas cada una de las cuales es igual a la mayor, guarda
con la suma de todas las otras areas una razén menor que la
que guarda =N con una recta igual a la suma de la mitad de 20
NO maés la tercera parte de 20 [Prop. 2]. Luego es evidente
que la suma de esas mismas areas guardard con la suma de
todos los gndomones una razoén mayor que la que guarda =N
con una recta igual a la suma de la mitad de NO mas las dos
terceras partes de £0. Luego el cilindro que tiene por base la 25
misma que el segmento y el mismo eje guarda con la figura
inscrita en el segmento una razon mayor que la que guarda
EN con una recta igual a la suma de la mitad de NO mas dos
tercios de 20. Y AZ es igual a EN, y A® es igual a la mitad de
NO, y AP es los dos tercios de 20. Luego el cilindro entero 420
guarda con la figura inscrita en el segmento una razén ma-
yor que la que guarda AZ con ©P. Y se habia demostrado que
la razén que guarda AZ con @p era la que guardaba con el s
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cono ¥ ese mismo cilindro. Por tanto, guardara una razén
mayor con la figura inscrita que con el cono ¥; lo cual es
imposible, pues se habia demostrado que la figura inscrita
era mayor que el cono .

Luego el segmento de elipsoide no es mayor que el
cono .

Pues sea, si es posible, menor.

De nuevo inscribase en el segmento una figura solida y
circunscribase otra, compuesta de cilindros que tienen la
misma altura, de manera que la figura circunscrita exceda a
la inscrita en una magnitud menor que aquélla en la que es
mayor el cono ¥ que el segmento [Prop. 19], y dispongase
lo demaés igual que en lo anterior.

Puesto que la figura inscrita es menor que el segmento y
puesto que la figura circunscrita la excede en una magnitud
menor que ¢l cono ¥ al segmento, es evidente que la figura
circunscrita es menor que el cono ¥. Y de nuevo el primer
cilindro de los del cilindro entero —el que tiene por eje
AE— guarda con el primer cilindro —el que tiene el mismo
eje— de los de la figura circunscrita la misma razén que la
nltima area de las aplicadas a =N que tienen la anchura igual
a BA consigo misma. Pues ambas figuras son iguales. Y el
segundo cilindro de los del cilindro entero —que tiene el eje
igual a AE— guarda con el cilindro que le corresponde de
los de la figura circunscrita la misma razén que la primera
area de las aplicadas a 2N, que tienen la anchura igual a Ba,
con el gnomon quitado de ella; y cada uno de los otros ci-
lindros del cilindro entero y que tienen el eje igual a AE
guardan con el cilindro correspondiente de los de la figura
circunscrita la misma razén que el area correspondiente a
&1 de las aplicadas a EN con el gnomon quitado de ella,

117 Es decir, «al cilindro de los del cilindro entero».
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considerando que la ultima area es la primera. Por tanto, la
suma de todos los cilindros del cilindro entero guardara con
la suma de todos los cilindros de la figura circunscrita la 10
misma razon que la suma de todas las areas aplicadas a N
con {un areay igual a la suma del 4rea situada la ultima mas
los gnémones quitados de las otras areas, por la misma ra-
z6n que en lo anterior [Prop. 1].

Puesto que se ha demostrado que la suma de todas las 15
areas aplicadas a N guarda con la suma de todas las areas
aplicadas a NO —excepto la mayor— y que tienen un exce-
so en forma de un cuadrado una razdén mayor que la que
guarda EN con una recta igual a la suma de la mitad de NO y
la tercera parte de 0 [Prop. 2], es evidente que esas mismas 20
areas guardan con las restantes, que son iguales a la suma
“del area situada la ultima mas los gnémones quitados de las
restantes, una razon menor que la que guarda EN con una
recta igual a la suma de la mitad de NO mas dos tercios de 25
=0. Es evidente, por tanto, que el cilindro que tiene la mis-
ma base que el segmento y el mismo eje guarda con la figu-
ra circunscrita una razén menor que la que guarda ZA con
@p, Pero la razén que guarda AZ con @P es la que guarda el 424
cilindro mencionado con el cono ¥. Luego el mismo cilin-
dro guarda una razén menor con la figura circunscrita que
con el cono ¥. Lo cual es imposible, pues se habia demos-
trado que la figura circunscrita era menor que el cono ¥. s
Luego no es menor que el cono.

Puesto que no es ni mayor ni menor, entonces es igual.

ProrosicioN 30

Y también si el elipsoide es cortado por (un plano) que
no sea perpendicular al eje ni pase por el centro, su seg- 10
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mento menor guardard con el segmento de cono que tenga
la misma base que el segmento {del elipsoide) y el mismo
eje la misma razon que una vecta igual a la suma de la mi-
tad de la recta que une los vértices de los segmentos resul-

15 tantes mas el eje del segmento mayor con el eje del segmen-
to mayor.

Cortese, pues, una figura elipsoide como se ha dicho vy,
una vez cortada la misma por un plano que pase por el eje y
20 perpendicular al plano secante, sea la elipse ABI" la seccion

de la figura [Prop. 11] y la recta I'A la interseccion con el
plano que corta la figura; y paralelas a AI' tricense 1P, =T
tangentes a la elipse en los puntos B, Z y constriiyanse a par-
tir de ellas planos paralelos al correspondiente a Ar. Estos
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seran tangentes al elipsoide en los puntos B, Z [Prop. 16], y
los puntos B, Z seran los vértices de los segmentos. Tracese
la linea que une los vértices de los segmentos, y sea BZ; ésta
pasara por el centro [Prop. 16]. Y sea el punto © el centro
del elipsoide y de la elipse.

Dado que se habia supuesto que la figura habia sido cor-
tada por un plano no perpendicular al ¢je, la seccidén es una
elipse y su diametro A [Prop. 14]. Témese pues el cilindro
que tiene su eje en linea recta con BA, en cuya supetficie es-
tara la elipse de diametro AT [Prop. 9] y témese el cono que
tiene por vértice el punto B, en cuya superficie estara la elip-
se de didmetro Al [Prop. 8]. Habra un tronco de cilindro que
tenga la misma base que el segmento y el mismo eje y un
tronco de cono que tenga la misma base que el segmento y
‘el mismo eje.

Se ha de demostrar que el segmento del elipsoide cuyo
vértice es B guardara con el segmento de cono que tiene la
misma base que el segmento y el mismo eje la misma razén
que AH con AZ. Por otro lado, sea 2H igual a ©Z.

Toémese un cono -—en el que figura ¥— que guarde con
el tronco de cono que tiene la misma base que el segmento y
el mismo eje la misma razon que guarda AH con AZ.

Si el segmento del elipsoide no es igual al cono ¥, sea
primero, si es posible, mayor.

He inscrito en el segmento de elipsoide una figura s6lida
y he circunscrito otra compuesta de troncos de cilindro que
tienen igual altura, de modo que la figura circunscrita exce-
da a la inscrita en una magnitud menor que aquélla en la que
el segmento de elipsoide excede al cono ¥ [Prop. 201

De modo semejante a la proposiciéon anterior se demos-
trard que la figura inscrita es mayor que el cono ¥ y que el
tronco de cilindro que tiene la misma base que el segmento
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y el mismo eje guarda con la figura inscrita una razén ma-
yor que con el cono . Lo cual es imposible.

Por tanto, el segmento de elipsoide no serd mayor que el
cono .

Pues sea, si es posible, menor.

Inscribase de nuevo en el segmento una figura sélida y
circunscribase otra compuestas de troncos de cilindro que
tengan igual altura, de manera que la figura circunscrita ex-
ceda a la inscrita en una magnitud menor que aquélla en la
que excede el cono ¥ al segmento [Prop. 20].

De nuevo, por los mismos (razonamientos) se demostra-
ra que la figura circunscrita es menor que el cono ¥ y que el
tronco de cilindro que tiene la misma base que el segmento
y el mismo eje guarda con la figura circunscrita una razon
menor que con el cono ¥. Lo cual es imposible.

Por tanto, el segmento tampoco sera menor que el cono.

Luego es evidente lo que habia que demostrar,

ProposiciON 31

El segmento mayor de toda figura elipsoide cortada por
un plano perpendicular al eje que no pase por el centro
guarda con el cono que tiene la misma base que el segmen-
to y el mismo eje la misma razon que una recta igual a la
suma de la mitad del eje del elipsoide mds el eje del seg-
mento menor con el eje del segmento menor.

Cortese un elipsoide segtin se ha dicho, y una vez corta-
do por otro plano que pase por el eje perpendicular al plano
secante, sea la elipse ABI la seccion de la figura [Prop. 11],
y sea su diametro y eje de la figura la recta BA y sea (la in-
terseccion) con el plano secante la recta I'A, Esta sera per-
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pendicular a BA [Prop. 17, 394, 1-4]. De los segmentos, sea
mayor aquél cuyo vértice es B y sea © el vértice del elipsoi-
de. Aftddanse''® la recta AH igual a A@ y la recta BZ igual a la
misma.

K

Se ha de demostrar que el segmento de elipsoide cuyo
vértice es B guarda con el cono que tiene la misma base que
el segmento y el mismo eje la misma razén que guarda EH
con EA,

Cértese el elipsoide por un plano que pase por el centro
perpendicular al eje y con base en el circulo resultante
[Prop. 11] sea un cono que tenga por vértice el punto A, El
elipsoide entero es el doble del segmento que tiene por base
el circulo de didmetro KA y por vértice el punto A [Prop.
18], y el segmento dicho es el doble del cono que tiene la
misma base que el segmento y el mismo eje —eso estd de-
mostrado [Prop. 27]—. Por tanto, el elipsoide entero es el
cuadruple del cono indicado. Y ese cono guarda con el cono
que tiene por base el circulo de didmetro AT y por vértice el
punto A Ia razén compuesta de la que guarda @A con EA y de

18 «Como prolongacién de BA», se entiende.
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la que guarda el cuadrado de lado Ke con el cuadrado de la-
do EA'. Y la razén que guarda el cuadrado de lado Ke con
el cuadrado de lado EA es la misma que la que guarda el rec-
tangulo Be, @4 con el rectangulo BE, EA [Con. I 21]. Guarde
EA con @A la razoén que guarda @A con EA [Elem. VI 11]. Por
tanto, también el rectingulo comprendido por =A, Be guar-
dara con el comprendido por Be, A la razén que guarda Ae
con AE. Y la razon compuesta de la que guarda el rectangulo
comprendido por =4, ©B con el comprendido por Bea y de la
que guarda Be, @A con el rectdngulo BE, EA es la misma que
la que guarda el rectangulo comprendido por 2A, Be con el
comprendido por BE, EA. Por tanto, el cono que tiene por
base el circulo de didmetro KA y por vértice el punto A
guarda con el cono que tiene por base el circulo de diametro
AT y por vértice el punto A la misma razén que el rectangulo
comprendido por EA, Be con el comprendido por BE, EA. Y
el cono que tiene por base el circulo de didmetro AI' y por
vértice el punto A guarda con el segmento de elipsoide que
tiene por base la misma que él y el mismo eje la misma ra-
z6n que guarda el rectangulo comprendido por BE, EA con el
comprendido por ZE, EA'%,

Luego el cono que hay en la mitad del elipsoide guarda
con el segmento de elipsoide menor que su mitad la misma
razon que el rectangulo comprendido por =aA, Be con el

19 Cf. Prop. 10y Elem. X112,

120 [Es decir, la razén de BE a EZ; pues se ha demostrado que el (seg-
mento) menor que la mitad del elipsoide guarda con el cono que tiene la
misma base que el segmento y el mismo eje la misma razén que la recta
igual a la suma de la mitad del efe del elipsoide mas el eje del segmento
mayor con el eje del segmento menor, y ésa es la razon que guarda ZE con
BE]. El pasaje secluido repite la tesis de la prop. 29 y la repeticion es ma-
nifiestamente innecesaria.
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comprendido por ZE, EA [Elem. V 22]. Puesto que el elip-
soide entero guarda con el cono de la mitad del elipsoide la
misma razén que el rectdngulo comprendido por ZH, ZA con
el comprendido por Be, 2A'?, el cono que hay en la mitad
del elipsoide guarda con el segmento menor que la mi-
tad del elipsoide la misma razén que el rectangulo com-
prendido por =4, Be con ¢l comprendido por ZE, EA, y en-
tonces el elipsoide entero guardaria con su segmento menor
la misma razén que el rectingulo comprendido por ZH, =A
con el comprendido por ZEA [Elem. V 22]. De modo que
también el segmento mayor del elipsoide guarda con el me-
nor la misma razén que el exceso en que excede el rectan-
gulo comprendido por zH, A al comprendido por ZEA con
el rectangulo comprendido por ZE, EA [Elem. V 17]. Y el
‘rectangulo comprendido por zH, 2a excede al comprendido
por ZE, EA en el rectangulo comprendido por A, EH mas el
comprendido por ZE, =E. Luego el segmento mayor del elip-
soide guarda con el menor la misma razén que la suma del
rectangulo comprendido por ZA, EH mas el comprendido por
ZE, 2E con el rectangulo comprendido por ZE, EA. Y el seg-
mento menor del elipsoide guarda con el cono que tiene la
misma base que ¢l y el mismo eje la misma razén que el
rectangulo comprendido por ZE, EA con el rectangulo com-
prendido por BEA!?*, y el cono que hay en el segmento me-
nor guarda con el cono que hay en el segmento mayor la
misma razon que el rectangulo comprendido por BE, EA con
el cuadrado de lado BE; pues los conos guardan la razén de
sus alturas, ya que tienen la misma base [Elem. XI1 14]. Por
tanto, el segmento mayor del elipsoide guardaria con el co-
no inscrito en él la misma razén que la suma del rectangulo

12V [Pues cada uno es el cuddruple).
122 [Pues guarda la misma razon que ZE con BE].
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comprendido por =4, EH mas el rectdngulo comprendido por
ZE, ZE con el cuadrado de lado BE [Elem. V 22]. Y ésa ra-
zén es la misma que la que guarda EH con EA. Pues el rec-
tangulo comprendido por A, EH guarda con el comprendido
por =A, EA la misma razdn que EH con EA, y el rectangulo
comprendido por EE, ZE guarda con el rectangulo compren-
dido por ZE, ©E la misma razén que EH con EA; pues EE
guarda con eF la misma razon que EH con EA por estar en
proporcion =A, @A, AE y ser 04 igual a Ha. Y el rectingulo
igual a la suma del rectangulo comprendido por 24, EH mas
el comprendido por ZE, =E guarda con el rectingulo igual a
la suma de =4, EA mas el comprendido por ZE, €E la misma
razon que EH con EA. Y el cuadrado de lado EB es igual a la
suma del rectangulo comprendido por =A, EA mas el com-
prendido por ZE, ©E; pues el cuadrado de lado Be es igual al
rectangulo comprendido por =A, EA, mientras que el exceso
en que es mayor el cuadrado de lado BE que el cuadrado de
lado Bo es igual al rectangulo comprendido por ZE, @E,
puesto que BO, BZ son iguales.

Por tanto, es evidente que el segmento mayor del elip-
soide guarda con el cono que tiene la misma base que el
segmento y el mismo eje la misma razén que EH con EA,

ProrosicionN 32

Y también si el elipsoide es cortado por un plano que no
sea perpendicular al eje ni pase por el centro, su segmento
mayor guarda con el tronco de cono que tiene la misma ba-
se que el segmento y el mismo eje la misma razon que la
recta igual a la suma de la mitad de la recta que une los
vértices de los segmentos resultantes mas el eje del segmen-
to menor con el eje del segmento menor.
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Cértese el elipsoide por un plano segun se ha dicho, y
una vez cortado por otro plano que pase por el eje y perpen-
dicular al plano secante, sea la seccion de la figura la elipse
ABIA [Prop. 11], y (sea la interseccion) con el plano que ha
cortado la figura la recta I'A, y tracense ITP, £T paralelas a AT 25440
y tangentes a la elipse en los puntos B, A, y constriyanse a
partir de ellas planos paralelos al correspondiente a AT, Es-
tos seran tangentes al elipsoide en los puntos B, A [Prop. 16], s
y B, A seran los vértices de los segmentos. Tracese pues la
recta BA que una los vértices de los segmentos resultantes.
Esta pasara por el centro [Prop. 16]. Y sea el centro @ y sea
el segmento cuyo vértice es B mayor que la mitad del elip-
soide, y afiadanse'” la recta AH igual a A® y la recta BZ igual 10
a la misma.

b
K
v A%
/2
B
. E/e =
%
r A T

P

Se ha de demostrar que el segmento mayor del elipsoide
guarda con el tronco de cono que tiene la misma base que el
segmento y el mismo eje la misma razon que EH con EA.

123 Como en la proposicién anterior, debemos entender «como prolon-
gacion de Ba».
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Cortese el elipsoide por un plano que pase por el centro
paralelo al plano correspondiente a AT, e inscribase en la
mitad del elipsoide un tronco de cono que tenga por vértice
el punto A y guarde =A con @A la razén que guarda A© con
EA. De modo semejante a la demostracion anterior se de-
mostrara que el tronco de cono inscrito en la mitad del elip-
soide guarda con el tronco de cono inscrito en el {(segmento)
menor la misma razén que el rectdngulo comprendido por
EA, Be con el comprendido por BE, EA, y que el tronco de
cono inscrito en el segmento menor guarda con el segmento
en que est inscrito la misma razén que el rectangulo com-
prendido por BE, EA con el comprendido por ZE, EA. Por tan-
to, el tronco de cono inscrito en la mitad del elipsoide guar-
dard con el segmento menor del elipsoide la misma razén
que el rectangulo comprendido por =A, Be con el compren-
dido por ZE, Ea [Elem. V 22]. Por tanto, el elipsoide entero
guardara con el tronco de cono inscrito en la mitad del elip-
soide la misma razoén que el rectdngulo comprendido por
ZH, =A con el comprendido por Be, =A —pues cada uno serd
el cuadruple de cada uno—. Y el tronco de cono indicado
guarda con el segmento menor del elipsoide la misma razén
que el rectangulo comprendido por.Ea, Be con el compren-
dido por ZE, EA. Por tanto el elipsoide entero guardara con
su segmento menor'** la misma razén que el rectdngulo
comprendido por ZH, EA con el comprendido por ZE, EA
[Elem. V 22]. Y el propio segmento mayor guarda con el
menor la misma razén que el exceso en que excede el rec-
tangulo comprendido por ZH, 24 al comprendido por ZE, EA
con el rectangulo comprendido por ZE, EA [Elem. V 17]. Y
el segmento menor guarda con el tronco de cono inscrito en
é1 la misma razon que el rectangulo comprendido por ZE, EA

124 [Del propio elipsoide).
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con el comprendido por BE, EA!®. Y el tronco de cono ins-
crito en el segmento menor guarda con el tronco de cono
inscrito en el segmento mayor la misma razén que el rec-
tangulo comprendido por BE, EA con el cuadrado de lado BE.
Pues los mencionados troncos de cono guardan la razdén de
sus alturas, pues tienen la misma base [Prop. 10], y sus altu-
ras guardan la misma razén que AE con EB. Por tanto, tam-
bién el segmento mayor del elipsoide guarda con el tronco
de cono inscrito en ¢l la misma razén que el exceso en que
excede el rectdngulo comprendido por HZ, 2A al comprendi-
do por ZEA con el cuadrado de 1ado BE.

Y de modo semejante a lo anterior se demostraria que
esta razén es la misma que la que guarda EH con EA,

125 [Pues ya se ha demostrado que guarda la razon de zF con BE]. La
indicaci6n se encuentra en lugar improcedente.
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A LA SINTESIS DE LA PROPOSICION 1 11154 2¢

Tras asumir esto, una vez que avanzoé en el problema me-
diante el anilisis, y concluyendo el anilisis en la necesidad de
hallar, dadas dos magnitudes, dos medias proporcionales en
proporcion continua, dice en la sintesis: «Hallense». Pero no 3056

- encontramos por parte alguna la solucion escrita por él; ahora
bien, nos hemos topado con escritos de muchos hombres fa-
mosos que exponen este problema, entre los cuales rechaza-
mos el escrito de Eudoxo de Cnido, puesto que en el proemio 5
afirma haberlo descubierto mediante lineas curvas mientras
que en la demostracion no sélo no ha usado las lineas curvas
sino que, ademas, tras hallar una proporcion discreta, la usa
como si fuera continua, cosa que no era de sospechar no digo
ya en Eudoxo, sino en cualquiera de los medianamente versa- 10
dos en geometria. Y para que quede clara la idea de los escri-
tos que nos han llegado de estos hombres escribiré aqui tam-
bién el modo de resolucion de cada uno.

SEGUN PLATON

Dadas dos rectas, hallar (entre ellas) dos medias pro-
porcionales en proporcion continua. 15
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Sean AB, BI' las dos rectas dadas, perpendiculares entre si,
entre las cuales hay que hallar dos medias proporcionales.

Prolonguense en linea rec-
ta hasta A, E y construyase el
20 angulo recto ZHe, y por un ca-
teto, por ejemplo ZH, muévase
la regla KA, que estd en una
ranura ZH, de manera que
25 permanezca paralela aHe. Es-
B to ocurrira si se considera otra
reglilla @M, paralela a zH, fi-
jada a 6H.

Una vez hechas unas ra-
nuras en las caras superiores
58 de ZH, ®M con muescas acanaladas y dispuestos unos pasado-

res fijados a KA en las ranuras mencionadas, el movimiento
de KA sera siempre paralelo a He.

A

A

, Tras esta preparacion, pon-
i / ; gase uno cualquiera de los
z M catetos del 4ngulo, He, en
contacto con I y trasladense

s [H[x SHES D el angulo y la regla KA hasta
que el punto H esté sobre la
recta BA —manteniéndose el
H 4 7 contacto del cateto He con
— y hasta que la regla KA
esté en contacto con la recta BE por el lado de K y con A por
el otro extremo, de manera que, como figura en el dibujo, el

! Gr. pelekinoeidésin; «en forma de pico de pelicano», es
decir, «en forma de coneavidad alargada». Se trata de un en-
caje semejante al tipo «cola de milano».
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angulo recto tenga su posicion en AE y la regla KA tenga la
posicion de EA.

Una vez hecho esto, tendremos lo propuesto, pues sien-
do angulos rectos los de vértice en A y E, I'B sera a BA como
AB a BE y como EB a BA [Elem. VI 8, corol.].

SEGUN HERON EN LA INTRODUCCION A L4 MECANICA
Y EN LA FABRICACION DE INGENIOS DE TIRO?

Sean AB, BI" dos rectas dadas para las que hay que hallar
dos medias proporcionales.

Dispénganse de manera H
- que comprendan un angulo
recto de vértice en B y com-
plétese el paralelogramo BA y

tracense ALY, BA. [Es evidente B A
que, siendo iguales, se cortan E I
mutuamente por la mitad, pues Z , A
el circulo descrito con una de r o

ellas como diametro pasard también por los extremos de la
otra por ser rectangular el paralelogramo (Elem. III 22)]. Pro-

2 Eutocio toma el texto de la Fabricacién de ingenios de tiro (Belo-
poeikd), afiadiendo algunas aclaraciones que Heiberg secluye marcédndolas
entre corchetes cuadrados. En general, en estos casos, Heiberg no traduce
esa parte del texto en su version latina y nosotros soliamos ofrecer esos
pasajes en nota y en cursiva; en este caso, sin embargo, consideramos mas
conveniente conservarlos entre corchetes cuadrados, puesto que nuestra
traduccion debe responder al Comentario de Eutocio, no a la restitucion
del original de Herdn. Esto, ademas, permitird al lector hacerse una idea
de cuan libremente «citabany los antiguos, y hara ver al filologo con cuan-
a precaucion se han de tomar estas «citas». Papo también recoge la solu-
cién dada a este problema por Heron, pero con la versidén que aparece en
la Introduccion a la Mecanica (Méchanikal Eisagogai).
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longuense AL, AA [hacia los puntos Z, H] y considérese una re-
glilla ZBH que se mueve en torno a un pasador que permanece
en B, y muévase hasta que corte rectas iguales a partir del
punto E, es decir, EH, EZ; y considérese que ya las ha cortado
y que tiene la posicién de ZBH, siendo iguales, como se ha di-
cho, EH, EZ. [Desde E tracese E@ perpendicular a TA. Es evi-
dente que corta por la mitad a 'A. Puesto que I'a ha sido cor-
tada por la mitad por el punto @ y se le ha afiadido 1z,
entonces la suma del rectdngulo AzT" mas el cuadrado de lado
re es igual al cuadrado de lado ez (Elem. 11 6). Afiddase a
ambos el cuadrado de lado Ee. Entonces la suma del rectan-
gulo AZI" mas los cuadrados de lado Ie, ©E es igual a la suma
de los cuadrados de lado ze, 6E. Y el cuadrado de lado I'E es
igual a la suma de los cuadrados de lados re, ek, y el cuadra-
do de lado EZ es igual a la suma de los cuadrados de lados ze,
©E (Elem. 1 47)]. Entonces la suma del rectangulo Azl més el
cuadrado de lado TE es igual al cuadrado de lado EZ.

De la misma manera se demostrard también que la suma
del rectangulo comprendido por AHA mas el cuadrado de la-
do AE es igual al cuadrado de lado EH. Y AE es igual a EI, y
HE igual a EZ. Por tanto el rectangulo AZI" es igual al AHA,
[Y si el rectangulo comprendido por los extremos es igual al
comprendido por los medios, las cuatro rectas estan en pro-
porcion (Elem. VI 16)]. Luego ZA es a AH como AH es a I'Z.
Pero zZA es a AH como ZI' es a I'B 'y como BA a AH. [Pues I'B
ha sido trazada paralela a un lado, AH, del tridngulo zaH y -
AB paralela a AZ]. Luego BA es a AH como AH es a I'Z y cO-
moIZarB.

Luego AH, Iz son medias proporcionales entre AB, BL.
[Que es lo que habia que hallar].
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SEGUN FILON DE BIZANCIO

Sean AB, BI" las dos rectas dadas entre las cuales hay que 30
hallar dos medias proporcionales.

, B r
%
A

A ©

Disponganse de manera que comprendan un angulo recto 62
de vértice en B y una vez trazada Ar', describase en torno a
ella el semicirculo ABEL y tracense AA perpendicular a BA y
rZ perpendicular a BI, y apliquese en B una regla movil que 3
corte a AA y I'Z y muévase en torno a B hasta que la recta que
va de B a A sea igual que la que va de E a z, es decir, que sea
igual a la recta situada entre la circunferencia del circulo y I'z.
Considérese entonces que la reglilla tiene la posicion que tie-
ne ABEZ, siendo igual, como se ha dicho, AB a EZ, 10

Digo que Aa, I'Z son medias proporcionales entre AB, BI.

Considérese que AA, zI', han sido prolongadas y se cor-
tan en el punto 6. Es evidente que, al ser paralelas Ba, Ze, el
angulo de vértice en @ es recto y que el circulo AET, una vez 15
completado, pasara también por @ [Elem. 111 31]. Puesto que
AB es igual a EZ, también el rectangulo EAB es igual al BZE.
Pero el rectingulo EAB es igual al ®@aA, pues cada uno de 20
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ellos es igual al cuadrado construido sobre la tangente desde
A [Elem. 111 36]. Y, por otro lado, el rectingulo BZE es igual
al ezr, pues cada uno de ellos, igualmente, es igual al cua-
drado construido sobre la tangente desde z. De manera que
también el rectangulo @AA es igual al ©Zr; y por esa razén |
A® €5 a ©Z como I'Z a AA [Elem. VI 16]. Pero @a es a 6Z co-
mo BI' a I'Z y cOmo AA €S a AB, puesto que en el triangulo
aeZ ha sido trazada BI" paralela al lado A@ y Ba paralela al
lado ez.

Luego BI' es a I'Z como I'Z €s a AA ¥ COmoO AA €S a AB,
Que es lo que se habia propuesto demostrar.

Se ha de saber que esta construccién es casi la misma
que hay en Herdn. Pues el paralelogramo Be es el mismo
que se toma en la construccion de Heron, y también los la-
dos prolongados @A, er" y la regla moévil fijada en B. Difiere
s6lo en una cosa, en que alli moviamos la regla en torno a B
hasta que la regla hiciera iguales las rectas KA, XZ (que van)
desde el punto medio de Al —es decir, desde K— hasta cor-
tarse con @A, ©Z, mientras que aqui ¢(habia que moverla) has-
ta que AB fuera igual a EzZ. De ambas construcciones se si-
gue lo mismo, pero la que acabamos de mencionar es mas
conveniente para el uso, puesto que cabe mantener iguales
4B, Ez dividiendo la regla Az en partes iguales y, por consi-
guiente, es mucho mas facil que intentar hacer iguales me-
diante el compés las rectas que van desde el punto K hasta A
y Z°.

* Los compases utilizados en la Antigliedad se cerraban automética-
mente al levantar las puntas de la superficie en que se apoyaban, y por eso
no eran Wtiles para transportar medidas.
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SEGUN APOLONIO*

Sean las dos rectas dadas entre las cuales hay que hallar
dos medias proporcionales BA, AT, que comprenden un angu-
lo recto de vértice en A, y con centro en B y radio AI' tricese
el arco K@A y, de nuevo, con centro en I' y radio AB tracese
el arco MGN y corte este ultimo al arco KeA en el punto @ y
tricense ©A, @B, 6I'. Entonces BI" es un paralelogramo y ©A su
diagonal.

Cortese por la mi-
tad ®A por el punto =,
-y con centro en = tra- K
cese un circulo que
corte las prolongacio-

nes de AB, Al en los B o

puntos A, E, de mane- =

ra que A, E estén en N
linea recta con ©. Lo M A

cual se conseguird mo- A r E

viendo en torno a @ una reglilla que corte a AA v AE y des-
plazandola hasta que resulten iguales las rectas que van des-
de = hasta A, E.

Una vez hecho esto tendremos lo buscado, pues esta
misma construccion es la descrita por Heron y Filon y es
evidente que valdra la misma demostracion.

* No sabemos en qué obra de Apolonio podia estar incluida esta de-
mostracion. Paro (III 21) menciona otra solucién, mediante conicas, dada
por Apolonio a este mismo problema; cf. Apollonii quae graece exstant,
ed. HEBERG, 1I 104 y ss.

25
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SEGUN DIOCLES EN LOS ESPEJOS USTORIOS

En un circulo tracense dos didmetros perpendiculares
10 AB, I'A y tomense dos arcos iguales, uno a cada lado de B,
los EB, BZ y por ¢l punto z tracese ZH paralela a AB y tra-
cese AE.
Digo que zH, Ha son dos medias proporcionales entre
I'H, HO.

B

15 Por el punto E tracese EK paralela a AB. Entonces EK es
igual a ZH y KT igual a HA. Esto sera evidente una vez traza- -
das rectas desde A hasta E, Z, pues los angulos comprendi-
dos por I'AE, ZAA son iguales [Elem. 111 26], y los de vértice
en K, H son rectos. Luego todos® son iguales a todos [Elem.
1 26] por ser AE igual a AZ. Y entonces también la recta res-

20 tante I'K es igual a HA. Y puesto que AK es a KE como AH
es a Ho mientras que AK es a KE como EK a KI' —pues FK es

5 Es decir, «los lados y los 4ngulos de los tridngulos KEA y HZA».
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media proporcional de AK, KI'— entonces AK es a KEy EK a
KI' como AH es a H®. Y AK es igual a I'H, KE igual a ZH y KT
igual a HA. Entonces I'H es a HZ, como ZH es a HA y como 25
AH a He, Y si por cada lado de B se toman los arcos iguales
MB, BN y por el punto N se traza N= paralela a AB y se traza 68
AM, de nuevo N=, ZA seran medias proporcionales entre I'S,
£0. De este modo, si se trazan mas paralelas sucesivas entre
B, A y se ponen desde B hasta I' arcos iguales a los arcos s
comprendidos por ellas®, y desde  se trazan rectas hasta los
puntos resultantes —semejantes a AE, AM——, las paralelas
entre B y A quedaran cortadas en algunos puntos —los pun-
tos 0, ® en la figura propuesta— y trazando rectas entre 10
ellos mediante 1a aplicacion de una regla, tendremos descri-
ta en el circulo una linea en la cual, si tomamos un punto al
azar y por él trazamos una paralela a AB, la recta trazada y
la comprendida por ella desde el didmetro hasta A seran me- 15
dias proporcionales entre la recta comprendida por ella des-
de el diametro hasta el punto I' y la parte de ella que va des-
de el punto en la linea hasta el didmetro I'A.
Una vez preparada esta
construceidn, sean A, B las dos
rectas dadas para las cuales 20
hay que hallar dos medias
proporcionales, y sea un circu- T A
lo en el que tenemos dos dia-
metros, T'A, EZ, perpendicula- A K™Yo
res entre si, y tracese en €l la B
linea A®Z mediante puntos su- z M =
cesivos, como se ha indicado,
y sea I'H a HK como A a B, y una vez trazada I'K y prolonga- 25
da, corte a dicha linea en el punto @, y por el punto e tracese
AM paralela a EZ.

m

% Es decir, «por las paralelas que se han ido trazando entre B y A».



368 EUTOCIO

Por lo indicado mas arriba, MA, AA son medias propor-
70 cionales entre I'A, A®. Y puesto que I'A es a A® como I'fl a
HK y que, por otro lado, I'H es a HK como A a B, si introdu-
cimos N, E entre A, B en la misma proporcién que existe en-
tre TA, AM, AA, A®, habremos tomado N, £ como medias

5 proporcionales entre A, B. Que es lo que habia que hallar.

SEGUN PAPO EN LA INTRODUCCION A LA MECANICA

Papo propuso hallar un cubo que guardara una razén
dada con un cubo dado, y su demostracion avanza de acuer-
10 do con esa proposicion; y es evidente que, hallado esto,
también se ha hallado lo propuesto: pues si, dadas dos rec-
tas, se halla la segunda’ de las medias requeridas, también
vendra dada de inmediato la tercera.
A

E
H<
o

N B K

15 Tréacese, como dice ¢l literalmente, el semicirculo ABI, y
desde el centro A tricese perpendicularmente AB, y muévase

7 Es decir, el segundo término en la proporcién continua.
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una reglilla en torno al punto A de manera que un extremo su-
yo quede fijo en un pequefio vastago situado en el punto A 'y
la otra parte se mueva entre By I con el vastago como centro.

Construido esto, requiérase hallar dos cubos. que guar-
den entre si la razon dada.

Tracese Ba que guarde esa razon con AE y, una vez tra-
zada I'E, prolonguese hasta z. Desplacese la reglilla entre B,
I hasta que la parte de ella comprendida entre las rectas ZE,
EB sea igual a la que queda entre la recta BE y el arco BKI.
Si hacemos pruebas moviendo la regla lo conseguiremos
con facilidad. Hagase y tenga la posicion de AK, de modo
que HO, OK sean iguales.

Digo que el cubo de arista BA guarda con el cubo de
arista A® la razon requerida, es decir, la de BA a AE.

Considérese completado el circulo y, una vez trazada
KA, prolonguese hasta A y tracese AH. Es paralela a BA por
ser iguales K® a HO y KA a AA. Tricense AA y AT. Puesto que
el angulo correspondiente a AAT es recto —pues estd en un
semicirculo— y AM es un cateto, entonces el cuadrado de
lado AM es al de lado MA —es decir, I'M es a MA— como el
cuadrado de lado AM al cuadrado de lado MH. Afiddase en
comin la razén de AM a MH. Entonces la raz6n compuesta
de la de 'M a MA y la de AM a MH —es decir, la razén de I'™M
a MH— es la misma que la razon compuesta de la del cua-
drado de lado aM al de lado MH y la de AM a MH. Pero la ra-
z6n compuesta de la del cuadrado de lado AM al de lado MH
y la de AM a MH es la misma razén que guarda el cubo de
arista AM con el de arista MH. Y entonces la razén que guar-
da I'M con MH es la misma razon que la que guarda el cubo
de arista AM con el cubo de arista MH. Pero I'M es a MH como
[A a AE y, por otro lado, AM es a MH como AA a A@. Y, por
tanto, la razén de BA a AE —es decir, la razon dada— es la
del cubo de arista Ba al cubo de arista A®.

10
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Luego de las dos medias proporcionales que habia que
hallar entre BA, AE, el segundo término es A® [Elem. V def.
11]. Y si hacemos ahora que @A sea a otra recta como BA a
A®, se habra hallado también el tercero.

Hay que fijarse también en que esta construccién es la
misma que la indicada por Diocles, difiriendo de ella s6lo
en que aquél traza una linea mediante puntos sucesivos en-
tre A, B, sobre la cual se tomaba el punto H después de pro-
longar I'E y de que ésta cortara la linea dicha, mientras que
aqui se consigue el punto H al mover la regla AK en torno a
A. Nos daremos cuenta de que el punto H es el mismo tanto
si se toma como aqui, mediante la regla, como si se hace
como dice Diocles por lo siguiente: una vez prolongada MH
hasta N, tricese KN. Puesto que Ko es igual a ©H y HN para-
lela a @B, también K= es igual a EN [Elem. VI 2]. Y =B es
comun y forma angulos rectos, pues KN es cortada por la
mitad y perpendicularmente por la recta que pasa por el cen-
tro [Elem. 111 3]; y entonces la base es igual a la base [Elem.
1 4], y por eso también el arco KB es igual al arco BN [Elem. 11T
281.

Por tanto, el punto H es el que estd en la linea de Dio-
cles, y la demostracion es la misma. Pues Diocles decia que
I'M es a MN como MN a MA y como AM a MH®. Por otro lado,
NM es igual a MA, pues el didmetro la corta perpendicular-
mente [Elem. 111 3]. Entonces I'M s a MA como AM a MA ¥
como AM es a MH. Por tanto, AM, MA son medias proporcio-
nales entre I'M, MH. Pero por un lado I'M es a MH como I'A a
AE, y por otro, I'M es a MA como AM a MH, es decir, como I'A

% Eutocio acomoda la proporcién mencionada por Diocrss (68, 27) a
Ia figura de Papo.
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a A@. Y entonces de las dos medias entre I'A, AE, la segunda
es A@’, que es también la que obtuvo Papo.

SEGUN ESPORO

Sean AB, BI" las dos rectas desiguales dadas. Hay que
hallar dos medias proporcionales entre AB y BI' en propor-
cién continua.

Desde B tracese ABE per- Ak
pendicular a AB, y con centro 7 G'
en B y radio BA tricese el 4
semicirculo AAE y, una vez r
-trazada una recta que una E E
con T, proléonguese hasta z, y A B M

desde A tricese una recta tal
que HO sea igual a @K —pues es posible—° Y desde H, K
tracense HA, KNM perpendiculares a AE,

Y puesto que KO es a ©H como MB a BA y, por otro lado,
Ko es igual a eH, entonces también MB es igual a BA. De
manera que también la restante, ME, es igual a AA. Y, por
tanto, toda la recta AM es igual a AE y por €50 MA €5 a AA
como AE a EM. Pero MA es a AA como KM a HA y, por otra
parte, AE es a EM como HA a NM. A la vez, dado que AM es a
MK como KM es a ME [Elem. V def. 10], entonces AM es a
ME como el cuadrado de lado AM al cuadrado de lado MK, es
decir, como el cuadrado de lado aB es al cuadrado de lado
BO; es decir, como el cuadrado de lado AB al de lado Be,
pues AB es igual a BA. A la vez, puesto que MA €s a AB como
AE a EB, mientras que MA es a AB como KM a ©B y, por otro

? Es decir, el segundo término en la proporcidn continua.
0 Con ayuda de una regla, como en los casos anteriores.
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lado, AE es a EB como HA a I'B, entonces KM es a ®B como
HA a I'B. Y tomando la proporcién en alternancia, KM es a
HA como ©B ¢s a I'B. Pero KM es a HA como MA a AA, es de-
cir, como AM a ME; es decir, como el cuadrado de lado AB es
al cuadrado de lado @B. Y por tanto, el cuadrado de lado AB
es al cuadrado de lado ©B como B® a BI'. Tomese E, media
proporcional entre ©B, BI'. Entonces, puesto que ¢l cuadrado
de lado AB es al cuadrado de lado Be como B a BI' mientras
que el cuadrado de lado AB guarda con ¢l cuadrado de lado
Be una razdn que es el cuadrado de la que guarda AB con BO
y, por otro lado, ©B guarda con Bl una razén que es el cua-
drado de la que guarda B con = [Elem. V def. 10], entonces
AB €s a B® como BO a E; pero 6B es a = como = es a Bl y
por tanto, AB €s 4 B® como @B €s a £y como = es a BI'.

Es evidente que ésta es la misma que la redactada por
Papo y Diocles.

SEGUN MENECMO

Sean A, E las dos rectas dadas; hay que hallar dos me-
dias proporcionales entre A, E.

Dése por hecho y sean B, I', y tricese en una posicién
determinada la recta AH con un extremo en A y desde A tra-
cese AZ igual a I' y tricese perpendicularmente Z@ y sea z@
igual a B. Puesto que A, B, I son proporcionales, el rectangu-
lo comprendido por A, " es igual al cuadrado de lado B. Por
tanto, el rectangulo comprendido por la recta dada A y por I
—es decir, por AZ— es igual al cuadrado de lado B, es decir,
al cuadrado de lado ze. Entonces el punto © esta en una pa-
rébola trazada!! pasando por A [Cén. 1 11]. Tracense las pa-

Y Cf 1a glosa a! final de la segunda demostracién atribuida a MENEC-
Mo (84, 8-11).
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ralelas ©K, AK. Y puesto que ha sido dado el rectangulo so
comprendido por B, I' —pues es igual al comprendido por A,
E— entonces también ha sido dado el rectdngulo Kez.
Entonces © estd en una hipérbola de asintotas Ka, AZ [Cén.

II 12]. Luego el punto © ha sido dado; de manera que tam-
bien ha sido dado z.

La sintesis sera del modo siguiente:

Sean A, E las rectas dadas, 5
y AH una recta dada en deter- ————— B
minada posicién con un extre- — — p
mo en A, y trdcese una parabo-
la que pase por A, cuyo eje sea
AH y A su pardmetro; v sean los K o
cuadrados de las ordenadas per-
‘pendiculares a AH iguales a las
areas aplicadas a A que tengan
por anchura las abscisas corta- 7
das por ellas desde A [Con. 1 A
52]. Tricese y sea A®' y sea AK perpendicular®® y con
asintotas KA, AZ tracese una hipérbola en la cual las rectas
que se tracen paralelas a KA, AZ formen un area igual al rec-
tangulo comprendido por A, E [Con. 1T 5].

Cortard ' a la pardbola; cértela en el punto @, y tracense 15
las perpendiculares ©K, ©Z. Puesto que el cuadrado de lado
Zo es igual al rectangulo comprendido por A, AZ [Cén. 1 11],
entonces A €s a Z@ como Z0 es a ZA. A la vez, puesto que el
rectangulo comprendido por A, E es igual al ©Z4, entonces A
es a Ze como ZA es a E. Pero A es a Z© como ZO es a ZA, Y
por tanto A es a Z@ como Z6 es a ZA y como ZA es a E. Cons- 20

H 10

12 Entiéndase «la parébola descrita».
3 «Perpendicular al eje AH», se entiende.
14 Entiéndase «la hipérbola trazaday.



82

wn

374 EUTOCIO

triyase entonces B igual a ©Z y I' igual a AZ. Entonces Aes a
BcomoBesalycomor esak. :

Luego A, B, T, E estin en proporcion continua. Que es lo
que habia que hallar.

DE OTRA MANERA

Sean AB, BT las dos rectas dadas perpendiculares entre si
y sean las medias entre ellas AB, BE de manera que I'B sea a
BA como BA a BE y como BE a BA, y tricense perpendicula-
res {entre si) AZ, EZ.

Puesto que ['B es a BA como AB a BE, entonces el rectan-
gulo I'BE —es decir, el comprendido por la recta dada'® y
BE— es igual al cuadrado de lado Ba, es decir, al cuadrado
de lado EZ. Puesto que el rectangulo comprendido por la
recta dada'® y BE es igual al cuadrado de lado EZ, entonces
Z toca'” a la parabola de eje BE. A la vez, puesto que AB es a
BE como BE a BA, entonces el rectangulo comprendido por
ABA —es decir, el comprendido por la recta dada'® y BA—
es igual al cuadrado de lado EB —es decir, al cuadrado de
lado AZ—. Por tanto, Z toca a la parabola de eje Ba; y tam-
bién toca a otra pardbola dada de eje BE. Luego el punto z
ha sido dado. Y zA, ZE son perpendiculares. Luego los pun-
tos A, E han sido dados.

La sintesis serd del modo siguiente:

15 Una de las rectas dadas en el enunciado, es decir, I'B.

16 Como antes, se refiere a la recta I'B.

17 1La terminologia actual preferirfa decir que el punto «esté en la paré-
bola» o que «pertenece a la pardbolax.

'8 Se refiere a la recta dada AB.
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Sean AB, BT las dos rectas dadas perpendiculares entre si,
y prolonguense indefinidamente a partir de B y tracese una
pardbola de eje BE de manera que el cuadrado de las
ordenadas hasta BE sea igual a las areas aplicadas a Br'°. Y
de nuevo tracese una pardbola de eje AB de manera que el
cuadrado de las ordenadas® sea igual a las aplicadas a AB.
Las parabolas se cortarin
entre si. Cortense en el punto
Z y desde z tracense las per-
pendiculares zA, ZE. Puesto
que ZE —esto €S, AB— €8
una ordenada de la parabola,
entonces el rectangulo BE es
igual al cuadrado de lado BA
"[Cén. 1 11]. Por tanto, I'B es
a BA como AB a BE. A la vez,
puesto que ZA —esto es, EB— es una ordenada de la
parébola, entonces el rectangulo ABA es igual al cuadrado de
lado EB. Por tanto AB es a BE como BE a BA. Pero AB es a BE
como I'B a BA.
Luego I'B es a BA como BA a BE y como EB es a BA. Que
es lo que habia que hallar.

E Z

T4

[La parabola se traza mediante el compds inventado por
Isidoro de Mileto el Mecanico, nuestro maestro, descrito
por €l en el Comentario que prepard para el Sobre los
hornos de Herén]?'.

19 Es decir, que BT sea el parametro.

2 Fs decir, «hasta el eje AB».

2 Heiberg, y con él los comentaristas posteriores, consideran un afia-
dido el pasaje entre corchetes. Suele identificarse al Isidoro de Mileto
mencionado con el famoso arquitecto de Santa Sofia. Cf. Introduccion,
pags. 74-75.
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SOLUCION DE ARQUITAS,

SEGUN LO TRANSMITE EUDEMO

Sean AA, T las dos rectas dadas. Hay que hallar dos me-
dias proporcionales entre AA, T

z o

15 Trdcese el circulo ABAZ con la recta mayor A, A coto
diametro y apliquese la linea AB igual a I** y al prolongarla
corte en el punto IT a la tangente al circulo en el punto A, y
tracese BEZ paralela a ITAO y considérese un semicilindro

20 recto con base en el semicirculo ABA y sobre la linea AA un
semicirculo perpendicular® situado en el paralelogramo del

22 Aunque la expresién no es clara, el sentido se hace evidente a la
vista de la figura,
%3 Entiéndase «perpendicular al plano del circulo».
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semicilindro. Al desplazarse este semicirculo partiendo de a
hacia B mientras el extremo A del didmetro permanece fijo,
en su desplazamiento cortara la superficie cilindrica y traza-
ra en ella una linea. A la vez, por otro lado, si permanecien-
do fija AA se hace girar el triangulo AIA con un movimiento
contrario al del semicirculo, producira una superficie cOnica
mediante la recta Ar; la cual®, al haber girado, coincidira
con la superficie cilindrica en algiin punto. A la vez, tam-
bién el punto B describira un semicirculo en la superficie del
cono. Tenga el semicirculo transportado una posicién AKA
en el lugar de corte de las lineas y tenga el tridngulo
transportado en sentido opuesto la posicion AAA, v sea K el
punto del corte indicado, y sea BMZ el semicirculo trazado
pasando por B, y sea BZ la seccién comun entre éste y el
“ circulo BAZA y desde el punto K tracese una perpendicular al
plano del semicirculo BaA. Caerd sobre la circunferencia del
circulo por tratarse de un cilindro recto. Caiga, y sea K1, y
una vez trazada una recta desde I hasta A, llegue a cortar a la
recta BZ en el punto ©, y corte AA al semicirculo BMZ en ¢l
punto M, y tracense las rectas KA, MI, M@.

Puesto que cada uno de los semicirculos AKA, BMZ es
perpendicular al plano propuesto, entonces también su sec-
cién comun Me es perpendicular al plano del circulo. De ma-
nera que MO también es perpendicular a BZ. Luego el
rectangulo Bez —es decir, el comprendido por Ael— es
igual al cuadrado de lado Me. Luego el tridngulo AMI es
semejante a cada uno de los tridngulos MI®, Mae, y el
angulo correspondiente a IMA es recto. Y también el corres-
pondiente a AKA es recto. Luego las rectas KA, Ml son para-
lelas, y AA es a AK en proporcion —es decir, KA es a Al—
como 1A es a AM por la semejanza de triangulos. Por tanto,

2* Es decir, la recta All actuando como generatriz,
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las cuatro rectas AA, AK, Al, AM estan en proporcién conti-
nua. Y AM es igual a I, puesto que también es igual a AB.

Luego dadas dos rectas AA, I', han sido halladas dos
medias proporcionales AK, AL

SEGUN ERATOSTENES

Eratdstenes al rey Ptolomeo, salud.

Cuentan que uno de los poetas tragicos antiguos puso en
escena a Minos que estaba haciendo construir un sepulcro
para Glauco, y al enterarse de que media cien pies por todos
lados, decia:

Escaso recinto sefialaste para una tumba real;
que sea el doble y, sin que pierda en belleza,
al punto duplica cada miembro del sepulcro.

Pero parecié que se habia equivocado, pues al duplicar
los lados la planta se vuelve el cuadruple y el volumen ocho
veces mas. Y se anduvo buscando entre los gedmetras de
qué manera seria alguien capaz de duplicar un volumen
dado manteniendo la misma forma, y a tal problema se le
dio el nombre de «duplicacion del cubo», pues intentaban
duplicarlo tomando un cubo como hipétesis. Durante mucho
tiempo estuvieron todos sin saber qué camino tomar, ¢ Hi-
pécerates de Quios fue el primero al que se le ocurrid que si
se hallaba el medio de tomar dos medias proporcionales en
proporcidn continua entre dos lineas rectas, de las cuales la
mayor fuera el doble de la menor, el cubo quedaria duplica-~
do, de modo que una dificultad se convirti6 en otra dificul-
tad no menor.
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Y cuentan que, un tiempo después, unos delios que ha- 9
bian recibido del oraculo la orden de duplicar uno de los
altares, fueron a dar en la misma dificultad, y pensaron que
si mandaban traer a los gedmetras de la Academia de Platon
ellos les hallarian lo buscado. Estos se entregaron con inte-
rés a la tarea e investigaron como tomar dos medias propor- s
cionales entre dos rectas dadas, y se dice que Arquitas de
Tarento las hallé recurriendo a los semicilindros, y Eudoxo
recurriendo a las llamadas lineas curvas.

Mas a todos les ocurrid que lo escribieron al modo cien-
tifico, pero no fueron capaces de ponerlo por obra y llevarlo
al uso, excepto Menecmo en pequefla medida y con dificul-
tades. Pero a uno de nosotros®® se le ha ocurrido un medio
instrumental sencillo gracias al cual hallaremos no sélo dos
‘medias proporcionales entre dos rectas dadas, sino cuantas
sean requeridas. Tras este hallazgo, podremos cubicar en 1
general cualquier solido dado contenido por paralelogramos
o pasar de una forma a otra y hacer una figura semejante y
aumentarla conservando la semejanza® y hacerlo también
con altares y templos. Y podremos también cubicar las me-
didas de liquidos y s6lidos —me refiero a medidas como el
metreta o el medimno?— y calcular, mediante la arista, 2
cuanto alcanza su capacidad. La idea sera util también para
quienes quieran hacer mayores las catapultas o los ingenios
para lanzar proyectiles. Porque es preciso agrandarlo todo
en proporcion: los grosores y los tamatfios y los orificios y 2

—

% Indefinido y plural de modestia: en realidad quiere decir «a mi».

% Habfa sido. un problema tradicional desde los pitagoricos el de
construir figuras iguales en superficie a otra figura dada y semejantes en
su forma a otra también dada. Los ejemplos para las figuras planas pueden
verse en BucrLiDEs, Elementos 144 y 45.

2" Medidas de capacidad, equivalente la primera a algo méas de 39
litros y la segunda a algo menos de 52.

0
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las tuercas y las correas que van insertadas, si se quiere
aumentar el proyectil en proporcioén, 'y esto no es posible
hacerlo sin el descubrimiento de las medias proporcionales:
La demostracién y la construccion del instrumento dicho te
la he puesto por escrito.

30 Sean dadas dos rectas desiguales AE, A®, entre las cuales
hay que hallar dos medias proporcionales en proporcion
continua.

A A 1
LA
E z H ®
B
r
A
K
E z H e

92 Tracese AE perpendicularmente a una recta cualquiéra
E® y constriyanse sobre E@ tres paralelogramos AZ, Zi, 1©
uno a continuacion del otro y tracense en ellos las dia-

s gonales AZ, AH, 10, Estas serdn paralelas. Permaneciendo fijo
el paralelogramo de en medio ZI, pliéguese AZ sobre el de
enmedio y 10 por debajo, como en la segunda figura, hasta
que los puntos A, B, T, A estén en linea recta, y por los pun-

10 tos A, B, I, A tracese una recta, y corte en K a la prolonga-
cién de Ee,
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Y AK sera a KB, entre las paralelas AE, ZB, como EK a
KZ y, entre las paralelas AZ, BH, como zK a KH. Por tanto
AK serd a KB como EK a KZ y como KZ a KH. A la vez,
puesto que BK es a KI', entre las paralelas Bz, I'H, como ZK a
KH y, entre las paralelas BH, ['®, como HK a K®, entonces BK
es a KI' como ZK a KH y como HK es a K@. Pero ZK es a KH
como EX a KZ. Y por tanto EK es a KZ como ZK es a KH y
como HK es a K@. Pero EK es a KZ como AE a BZ, y ZK €s a
KH como BZ a I'H, y HK es a K@ como I'H a A®. Por tanto AE
es a BZ como BZ aT'H y como I'H a A@.

Luego han sido halladas BZ y I'tl, dos medias proporcio-
nales de AE, A6.

Por consiguiente, esto ha quedado demostrado para el
caso de las superficies geométricas; para que podamos tam-
bién tomar las dos medias instrumentalmente se fija una
estructura de madera o de marfil o de bronce que tenga tres
tablillas iguales lo més finas posible, de las cuales la del
centro esté encajada y las otras dos puedan correr por enta-
lladuras; de tamafio y proporciones, como cada uno consi-
dere conveniente, puesto que la demostracion se llevara a
cabo del mismo modo. Para obtener las lineas con la sufi-
ciente precision hay que tener cuidado de que al mover las
tablillas permanezcan todas paralelas y bien fijadas y
sujetas uniformemente entre si*,

En la ofrenda votiva el instrumento es de bronce y estd
fijado bajo la propia corona de la estela sujeto mediante
plomo fundido, y debajo de él estd la demostracién explica-
da brevemente y la figura, y a continuacion de ella un epi-
grama. Que te lo escriban también para que lo tengas como

28 Mas adelante, en la solucién de Nicomedes, también éste manifiesta
que lo tiene por impracticable.
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en la ofrenda. De las dos figuras, la segunda esta inscrita en
la estela®.

Dadas dos rectas, hallar dos medias proporcionales en
proporcién continua.

Dense las rectas AE, A®. Muevo las tablillas del instru-
mento hasta que los puntos A, B, I', A estén en linea recta.
Considérese que es como esta en la segunda figura. Enton-
ces AK es a KB, entre las paralelas AFE, BZ, como EK a KZ Y,
entre las paralelas Az, BH, como ZK a KH. Por tanto, EK es a
KZ como KZ a KH, y éstas son entre si como AE es a BZ y
como BZ a IH. Del mismo modo demostraremos que ZB es a
I'H como I'H a A®. Por tanto, AE, BZ, I'H, A@ estan en pro-
porcion, Por tanto se han hallado las dos medias de las dos
rectas dadas.

Y si las rectas dadas no fueran iguales a AE, A®, hacien-
do que AE, a® sean proporcionales a ellas tomaremos las
medias y las trasladaremos a aquéllas, y habremos llevado a
cabo lo requerido. Y si se pide hallar mas medias, dispon-
dremos siempre en el instrumento una tablilla mas que las
medias que hay que tomar, La demostracién es ésta®’:

Esto tienes a mano, amigo, si de un cubo pequesio con-
[seguir
pretendes el doble, o transformarlo en otra cualquier figura
[sélida,

y también si midieras de este modo un recinto o un silo
o la concava cavidad de un pozo cuando tomes las concu-
[rrencias medias

% Figura a continuacién la descripcién de la construccién y-uso del
instrumento que Papo (Synagdgé I 21) designa con el nombre. de me-
sélabo, «tomamedias».

% Lo que sigue es el epigrama en disticos elegiacos considerado frag-
mento auténtico de Eratdstenes.
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entre los limites extremos dentro de canones dobles.
Y no intentes comprender las intrincadas tareas de los cilin-
[dros

de Arquitas ni los triples cortes del cono de Menecmo

ni lo que en sus lineas describe la curva figura del divino
[Eudoxo,

pues en estas tablillas hallards facilmente miles de medias

aun partiendo de pobre inicio.

jPadre feliz, Ptolomeo, porque con tu hijo disfrutas de la

Todo cuanto agrada a las Musas y a los reyes [edad!

i mismo a tu hijo regalaste. Y lo de después, Uranio Zeus,

ojala lo guie el cetro de tu mano.

Esto, asi suceda, y al ver la ofrenda, que alguien diga:

esto es obra del cireneo Eratdstenes.

SEGUN NICOMEDES EN LAS LINEAS CONCOIDES

Describe Nicomedes en el tratado que tituld Sobre las
lineas concoides la construccion de un instrumento que cum-
ple el mismo fin, del cual se precia mucho el autor, ha-
ciendo gran mofa de los hallazgos de Eratdstenes, que tiene
al tiempo por impracticables y por carentes de valor geo-
métrico. De lo que ha quedado de sus trabajos sobre el pro-
blema afiadimos en lo posible a lo ya escrito, para su com-
paracion con Eratostenes, lo que €l describi6 asi:

Hay que considerar dos reglas unidas entre si perpen-
dicularmente de tal manera que nos ofrezcan una superficie,
como estan las reglas AB, T'A, y que en AB haya una muesca
acanalada por la que pueda correr una cabecilla, y en I'A por
la parte de A y de la recta que corta por la mitad su anchura,
un cilindro pequefio que forma cuerpo con la regla y que
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sobresale un poco de la cara superior de la regla, y otra regla
EZ que presente a lo largo, a poca distancia del extremo Z,
un corte de arriba a abajo He capaz de abrazar el cilindro
pequefio de A, y en E un orificio redondo que queda dentro
de la muesca acanalada que hay en la regla AB al que pueda

ir a parar un vastago que forma cuerpo con la cabecilla que
puede correr. Una vez encajada la regla EZ por un lado en el
corte alargado He, en el cilindrito de A, y por otro en el
orificio E mediante el vastago que forma cuerpo con la
cabecilla, si uno toma el extremo K de la regla y lo mueve
hacia la parte de A y luego hacia la de B, el punto E se
desplazara siempre por la regla AB, y el corte alargado He se
movera siempre sobre el cilindro de A, considerando que la
recta que hay en medio de la regla EZ pasara siempre en su
movimiento por el eje del cilindro de A y que el exceso EK
de la regla permanece siempre igual. Si consideramos en-
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tonces fijado en K un estilete que toca el suelo, éste des-
cribird una linea AMN a la que Nicomedes llama la primera
linea concoide, y llama radio®' de la linea a la magnitud EK
de 1a regla, y al punto A, polo.

Demuestra que es propiedad de esta linea el transcurrir
cada vez mas cerca de la regla AB, y que si entre la linea y la
regla AB se traza una recta, ésta, en cualquier caso, corta la
linea.

H
1
e @
z
MK
A M E AN
r

La primera de estas propiedades es facilmente compren-
sible en otro dibujo: considerando la regla AB, el punto " el
polo, AE el radio, y ZEH una linea concoide, tracense desde I
las dos rectas I'e, I'Z, siendo, naturalmente, iguales Ko, AZ.

Digo que la perpendicular ZM es menor que la perpendi-
cular N,

Siendo mayor el angulo correspondiente a MAI' que el
correspondiente a NKI', entonces el dngulo restante que falta
para los dos rectos, el correspondiente a MAZ, es menor que
el restante, el correspondiente a NK®, y por esa razon, sien-
do rectos los dngulos de vértice en M, N, serd mayor el de
vértice en Z que el de vértice en @. Y si construimos el an-
gulo Mz= igual al de vértice en ©, entonces K@ —es decir,
AZ— guardard con 6N la misma razén que £Z con zZM; de

3\ En griego, didstéma, lit. «distancia», que se emplea a veces para
designar el radio de una circunferencia.
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manera que ZA guarda con ©N una razon menor que con ZM,
v por esa razén N es mayor que ZM. .

La segunda propiedad era que la recta trazada entre AB y
s la linea corta a la linea. Y eso se hace comprensible asi:
La recta trazada es paralela a AB 0 no.

/ﬂ\
N
z 5
H
A AN
r
Sea primero paralela, como ZH®, y hdgase AH a HI' como
10 AE a otra recta K y con centro en I' y radio K, corte el arco
trazado a la linea ZH en el punto z, y tricese I'Z. Entonces
15 AH €s a HI' como AZ a ZI'. Pero AH es a HI como AE a K —es
decir, a rZ—. Por tanto AE es igual a AZ. Lo cual es
imposible. Luego el punto Z estd en la linea.
20 Y ahora, no sea paralela la recta trazada, y sea MHN, y

tracese ZH paralela a AB por el punto H. Entonces ZH cortard
a la linea. De modo que mucho maés lo hard MN.

B

Siendo estos los resultados obtenidos mediante el ins-
25 trumento, su utilidad para el fin propuesto se demuestra asi:

A
E H zZ

r

De nuevo, dado el dngulo A y un punto exterior I', (haya
que) prolongar 'H y hacer KH igual a la recta dada.
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Tracese desde el punto I" 1a recta r'e perpendicular a AB
y prolonguese, vy sea Ae igual a la recta dada y con I' como
polo, la recta dada A® como radio y la regla AB, tricese una
linea concoide primera, EAZ.

Por o demostrado anteriormente, AH la corta: cortela en
el punto H y tricese I'l; entonces KH serd igual a la recta
dada.

Demostrado esto*, dense M
las dos rectas I'A, AA per-
pendiculares entre si entre
las cuales hay que hallar dos A N
medias proporcionales en pro-
porcidn continua, y complé- A
_tese el paralelogramo ABT'A,
y cortense por la mitad cada ¥~ B| E |r $

una de las rectas AB, BI" por
los puntos A, E y una vez
trazada AA prolonguese y
corte a la prolongacion de I'B en el punto H y (tricese) EZ
perpendicular a Br' y tracese I'Z que sea igual a AA, y tracese
ZH y paralela a ella e y siendo KI'@ un dngulo, constriiyase
ZOeK en un punto dado z, haciendo €K igual a AA 0 a I'Z
—que esto es posible se demostrd mediante la concoide—. Y
una vez trazada, prolonguese KA y corte a la prolongacion
de AB en el punto M.

Digo que I'A es a KI' como KI" es 2 MA y como MA es a
AA.

Puesto que BI" ha sido cortada en dos partes iguales por
el punto E y a esa recta se le ha afladido la Kr, entonces el

z

32 La solucién de Nicomedes que sigue nos ha sido transmitida
también, con muy pocas variantes textuales, por Paro, 111 24, 58-64 y 111
42,246-250.
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rectangulo BKI' mas el cuadrado de lado I'E es igual al
cuadrado de lado EK. Afiddase a ambos el cuadrado de lado
EZ. Entonces la suma del rectangulo BKI' mas los cuadrados
de lado T'E, EZ —es decir, el cuadrado de lado rz— es igual
a los cuadrados de lado KE, EZ —es decir, al cuadrado de
lado KZ—. Y puesto que MA es a AB como MA a AK y, por
otro lado, MA es a AK como BI' a I'K, entonces MA es a AB
como Bl a I'K. Y AA es la mitad de AB, y I'Hl el doble de BI'
—puesto que AI' es también el doble de AB—. Entonces
también MA serd a AA como HI" a KI". Pero HI" es a TK como
ze a 6K [Elem. VI 2}, por ser HZ, I'e paralelas. Y entonces
por composicion [Elem. VI 18] Ma es a AA como ZK a Ke.
Pero se ha supuesto que AA es igual a ©K, puesto que AA
también es igual a I'z. Entonces también Ma es igual a ZK.
Por tanto el cuadrado de lado MA también es igual al cua-
drado de lado zK. Y la suma del rectangulo BMA mas el
cuadrado de lado Aa es igual al cuadrado de lado Ma [Elem.
II 6]; y se habia demostrado que era igual al cuadrado de
lado zK 1a suma del rectingulo BKI™ mas el cuadrado de lado
Iz, ya que el cuadrado de lado AA es igual al cuadrado de
lado Tz —pues se ha supuesto que AA es igual a rz—. Por
tanto el rectangulo BMA es igual al rectdngulo BKT. Por tanto
MB es a BK como KI' €s a AM; pero BM es a BK como I'A €s a
['K; por tanto, AT es a 'K como KI™ a AM, y también AL’ es a
'K como MA a AA [Elem. VI 4]; luego AT es aI'K comoT'K a
AM Y COMO AM a AA.



- EUTOCIO
UNA RESOLUCION DE LA ECUACION
DE TERCER GRADO

(DEL COMENTARIO AL LIBRO II DE
«SOBRE LA ESFERA Y EL CILINDRO»)



En efecto, se ha de cortar la recta dada AZ por el punto m1303

Xy hacer que XZ sea a la recta dada —esto es, a Zo— como s
la magnitud dada —esto es, el cuadrado de lado BA— es al
cuadrado de lado Ax.
Enunciado de modo absoluto exige un diorismo, pero si
se afiaden las condiciones que tenemos aqui —esto es, que
4B sea el doble de BZ 'y que BZ sea mayor que Z6, como en 10
el andlisis—, no requiere diorismo. Y el problema serd el
siguiente: Dadas dos rectas AB, BZy siendo doble AB que Bz
y dado un punto e en la recta Bz, cortar AB por el punto Xy
hacer que el cuadrado de lado AR sea al cuadrado de lado 15
AX como XZ es a z@. De cada una de estas cuestiones se da-
ran al final el andlisis y la sintesis'.

Prometi6 que demostraria lo recién indicado al final, pe-
ro no es posible hallar lo prometido en ninguno de los ma-
nuscritos. De ahi que hayamos encontrado que Dionisodoro,
no pudiendo dar con la resolucion, incapaz de aplicarse al 20
lema que falta, llevd el problema entero por otro camino que
expondremos a continuacién., También Diocles, en el libro
que compuso sobre los Espejos ustorios, considerando que
Arquimedes lo habia prometido pero no habfa cumplido su
promesa, intentd suplirlo él mismo, y expondremos a conti- 25

L El texto comentado aqui por Eutocio pertenece a Esf y cil. 11 4
(Heiberg, vol. I, 190, 22-192, 6).
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nuacién su intento, pues tampoco tiene nada que ver con lo
que se omite, sino que, igual que Dionisodoro, plante6 el
problema mediante otra demostracion.

Y también en un libro antiguo —pues en mucho tiempo
no abandoné la investigacion— me topé con unos teoremas
escritos con no poca falta de claridad por causa de las inco-
rrecciones v con muy variados errores en las figuras, pero
que contenian el fundamento de lo que se investigaba y que,
por otro lado, conservaban en parte el dialecto dorio habi- ’
tual en Arquimedes y estaban escritos con la terminologia
usual de la Antigiiedad, llamando a la parébola «seccion de
un cono rectangulo» y a la hipérbola «secciéon de un cono
obtusangulo», de lo que nacio la sospecha de que podria ser
lo mismo que se habia prometido escribir al final. Por ello,
leyéndolo con mucha atencién y hallando dificil el propio
texto tal y como esta escrito por causa, como se ha dicho, de
la cantidad de faltas, extrayendo poco a poco las ideas, lo
escribo en un lenguaje mas corriente y mas claro en la me-
dida de lo posible.

Escribiré completo el primer teorema para que quede
claro lo que en él se dice sobre las determinaciones, pues
luego se aplicara también en el problema en la parte del ana-
lisis.

(ANALISIS)?

Dada una recta ABy otra Ay un drea 4, propongase
tomar un punto E en la recta AB de manera que AE sea a AI’
como el area 4 al cuadrado de lado EB.

2 1os subtitulos entre corchetes no figuran en los mss. ni en la edicién
de Heiberg, sino que son adicién nuestra.
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Dese por hecho, y tracese A perpendicular a AB, y una
vez trazada T'E dividase por la mitad por el punto z, y por el
punto I' tracese TH paralela a AB, y por el punto B y paralela
a AT tracese ZBH que corte a cada una de las rectas T'E, I'H y
complétese el paralelogramo He, y por el punto E tracese
KEA paralela a cualquiera de las rectas I'e, HZ, y sea el rec-
tangulo I'uM igual a A.

Puesto que EA es a AT o K z
como A al cuadrado de lado
EB y, por otro lado, EA es a
Al como I'H a HZ y, por otra
parte, TH es a HZ como el
cuadrado de lado I'H al rec- A
tangulo r'HZ, entonces el cua-
" drado de lado I'H es al rec-
tangulo rHZ como A al cua- E B
drado de lado EB, es decir, al
cuadrado de lado Kz. Y to-
mando la proporcion en al-
ternancia [Elem. V 16], el cuadrado de lado r'H es a A —es
decir, al rectangulo THM— como el rectdngulo I'HZ al cua-
drado de lado zK. Pero el cuadrado de lado I'H es al rectan-
gulo I'M como TH a HM; y por tanto I'H es a HM como el
rectangulo 'HZ al cuadrado de lado zK. Pero si tomamos HZ
como altura comun, ' es a HM como el rectangulo THZ es
al rectangulo MHZ; luego el rectangulo I'HZ es al rectangulo
MHZ como el rectangulo I'HZ al cuadrado de lado zK; por
tanto, el rectingulo MHZ es igual al cuadrado de lado ZK.
Por tanto, si se traza una parabola de eje ZH y que pase por
H de manera que el cuadrado de las ordenadas equivalga al
rectangulo aplicado a HM?, pasard también por K y habra si-

T A M

% Es decir, «de manera que HM sea su parametroy.
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15 do dada en posicion por haber sido dada en magnitud HM
[Datos 57] que junto con la recta dada HI" contiene la super-
ficie dada A. Entonces el punto K es tangente a la parabola
dada en posicion. Tricese pues* segin se ha dicho, y sea
HK.

A la vez, puesto que el area ©A es igual al area I'B [Elem. [

20 43], es decir, el rectangulo ©KA al rectangulo ABH, si por el
punto B se traza una hipérbola de asintotas er, I't, pasara por
el punto K segtn la reciproca del teorema 8 del libro II de los
Elementos de las cénicas de Apolonio®, y habra sido dada en

25 posicion por haber sido dada también la posicion de cada una
de las rectas er, I'H y haber sido dado también en posicién el
punto B. Tracese® segiin se ha dicho y sea KB.

Entonces el punto K en posicion serd tangente a la hipér-
bola dada en posicion; y también era tangente a la parabola
dada en posicién. Luego el punto K ha sido dado [Datos 25].

136 Y de él parte la recta KE, perpendicular a la recta AB dada en
posicién. Luego el punto E ha sido dado [Datos 30]. Asi,
puesto que la recta EA es a la recta dada A’ como el area dada
A al cuadrado de lado EB, dos solidos, cuyas bases son el cua-

s drado de lado EB y el area A y cuyas alturas son EA, AT, tienen
las bases inversamente proporcionales a las alturas; de modo
que los sélidos son iguales [Elem. XI 34].

Luego el sélido construido sobre el cuadrado de lado EB
con altura EA es igual al construido sobre el drea dada A con
la altura dada rA.

Pero el sélido construido sobre el drea BE con altura EA
es el mayor de todos los que se pueden construir semejantes

10 a él con altura BA cuando BE sea el doble de EA, seglin se

* «La paribolan, se entiende.
® En nuestros mss. y ediciones, IT 12.
$ «La hipérbola», hay que entender.
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demostrara’, Por consiguiente es preciso que el sélido cons-
truido sobre la superficic dada y con la altura dada no sea
mayor que el de base BE y altura EA.

(SINTESIS)

La sintesis procedera del modo siguiente:

Sea AB la recta dada y AI" otra recta dada y A el area da- 15
da y sea necesario cortar AB de manera que uno de sus seg-
mentos sea a la recta dada A" como el area dada a al cua-
drado construido sobre el segmento restante.

®@ K\WM H
P = z
N
A
A E
o B
r A I Z

Témese AE que sea la tercera parte de AB; entonces el 20
sélido de base A y altura AI" o bien es mayor, o igual, 0 me-
nor que el de base en el cuadrado de BE y altura EA.

Asi, si es mayor, no serd posible la sintesis del proble-
ma, como quedé demostrado en el analisis®; si es igual, el
punto E resolvera el problema, pues al ser iguales los s6li- 25

7 Ver mas adelante el Lema al andlisis, 141, 21 y sS.
8 En el Lema al andlisis, para ser precisos.
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dos, las bases son inversamente proporcionales a las alturas,
y EA es a Al como el 4rea A al cuadrado de lado BE.

Y si el solido de base A y altura Al es menor que el de
base en el cuadrado de lado BE y altura Ea, la sintesis pro-
cederd asi:

Tracese AI" perpendicular a AB, y por el punto I trdcese
I'Z paralela a AB, y por el punto B y paralela a AT tricese BZ,
y corte ésta a la prolongacién de I'E en el punto H y complé-
tese el paralelogramo ze y tracese KEA paralela a ZH por el
punto E.

Puesto que el solido de base A y altura AT es menor que el
de base en el cuadrado de BE y altura EA, entonces EA es a AT
como A a un drea menot que el cuadrado de lado BE, es decir,
menor que el cuadrado de lado HK. Sea pues EA a AT como A al
cuadrado de lado HM, y sea el rectingulo I'ZN igual a A. Enton-
ces, puesto que EA es a AI' como A —es decir, el rectangulo
I'ZN— al cuadrado de lado HM, mientras que EA es a AI' como
I'Z a ZH y, por otro lado, I'Z es a ZH como el cuadrado de
lado 'z es al rectangulo I'ZH, entonces también el cuadra-
do de lado Iz es al rectangulo I'zH como el rectingulo I'ZN es al
cuadrado de lado HM. Y lo mismo tomando la proposicién en
alternancia [Elem. V 16]: el cuadrado de lado I'Z es al rectangu-
lo rzN como el rectangulo rzH al cuadrado de lado HM. Pero el
cuadrado de lado 'z es al rectdngulo I'ZN como I'Z a ZN 'y, por
otro lado, I'Z es a ZN, tomando ZH como altura comtin, como el
rectangulo I'zH al rectdngulo NzH; y, por tanto, el rectangulo
I'ZH es al rectangulo NZH como el rectangulo rzH al cuadrado
de lado HM. Luego el cuadrado de lado M es igual al rectiangu-
lo HZN. Por tanto, si trazamos por el punto Z una paréabola de eje
ZH de manera que el cuadrado de las ordenadas equivalga al
rectangulo aplicado a ZN°, pasara por el punto M [Con. 1 11].

? Es decir, «de pardmetro ZN».
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Tracese y sea MEZ. Y puesto que el rectangulo de dia-
gonal ©A es igual al rectangulo de diagonal AZ [Elem. 1 43]
—es decir, el rectangulo @KA igual al rectangulo ABZ—, si
por el punto B y con asintotas er, 'z trazamos una hipérbo-
la, pasaré por el punto K segin la reciproca del teorema 8§ de 30
los Elementos de las cénicas de Apolonio'. Tracese y sea 140
BK que corte a la parébola en el punto =, y desde el punto =
tracese =011 perpendicular a AB, y tracese P=L paralela a AB
por el punto =.

Puesto que B=EK es una hipérbola y er, rz sus asintotas, s
y que PE, 20 han sido trazadas paralelas a AB, BZ, entonces
el rectdngulo P=M es igual al rectdngulo ABZ [Con. II 12].
De manera que el cuadrado PO es igual al rectangulo 0z. Por
tanto, si se traza una recta desde I' hasta £, pasard por o
[Elem. 1 43, recip.]. Pase, y sea I'Ox. Puesto que OA es a AI' 10
como OB a B [Elem. VI 4] —es decir, como I'z a Zs— v,
por otro lado I'Z es a Zz, si se toma ZN como altura comun,
como el rectangulo rzN al rectangulo =zN, también, por tan-
to, OA serd a AI' como el rectangulo I'ZN al rectangulo £ZN. 15
Y por un lado, el area A es igual al rectangulo I'’ZN y, por
otro, el cuadrado de lado £= —es decir, el cuadrado de lado
BO— es igual al rectangulo =ZN, por la pardbola [Con. I 11].
Entonces OA es a A" como el area A al cuadrado de lado Bo.

Luego se ha tomado el punto 0 que resuelve el problema. 20

(LEMA AL ANALISIS)

Que si BE es el doble de EA4 el sélido con base en el cua-
drado de BE'y altura EA es el mayor de todos los que se pue-
den tomar semejantes a él con altura BA se demostrard asi:

19 En nuestros mss. y ediciones, 1T 12.
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25 Sea de nuevo, como en el analisis, dada una recta AT per-
pendicular a AB, y una vez trazada I'E proloénguese y corte en
N el punto Z a la paralela a Ar" trazada
por ¢l punto B; y por los puntos I', Z
tracense ©Z, I'H paralelas a AB y pro-
30 longuese I'A hasta © y, paralela a ésta
por el punto E, tricese KEA, Yy sea EA
32141 a A" como el rectdngulo rHM al cua-
P drado de lado EB.
Entonces el solido con base en el
cuadrado de lado BE y altura EA es
igual al sélido con
® Z  base en el rectangu-
lo I'HM y altura Ar,
FAN puesto que las bases
de los dos solidos
estan en proporcion
inversa a sus alturas.
5 A B Digo que el s6-
lido con base en el

Q M
r : :

rectangulo T'HM y al-
tura AT es el mayor
142 de todos los que se
pueden construir se~
mejantes a €l con al-
tura BA.

Tracese por el
punto H y con eje
ZH una parabola de
5 manera que el cuadrado de las ordenadas equivalga al rec-

tangulo aplicado a HM. Pasara por K, como se ha demostrado

1
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en el analisis, y al prolongarla cortara a la recta e que es
paralela al diametro de la seccion'! por la proposicion 27
del libro I de los Elementos de las conicas de Apolonio ',
Prolénguese, y cortense en el punto N, y por ¢l punto B y
con asintotas NI', I'H tracese una hipérbola. Como se ha di-
cho en el analisis, pasara por el punto K. Pase como BK, y
constrilyase HZ como prolongacion de zH e igual a ella®®, y
tracese =K y prolonguese hasta o.

Entonces es evidente que es tangente a la parabola por la
reciproca de la proposicioén 14 del libro I de los Elementos de las
cénicas de Apolonio'. Puesto que BE es el doble de EA, pues
asi se ha supuesto —es decir, ZK el doble de Ke—, y que el
tridngulo OeK es semejante al tridngulo 2K, entonces también
=K es el doble de KO; v por otro lado, K es el doble de KnI
porque también =7 es el doble de =H y porque ITH es paralela a
Kz; por tanto, OK es igual a KIT; por tanto OKII, al ser tangente
a la hipérbola y estar entre las asintotas, es cortada por la mi-
tad; luego es tangente a la hipérbola por la reciproca de la pro-
posicion 3 del libro 11 de los Elementos de las conicas de Apo-
lonio. Y también era tangente a la pardbola en el mismo punto
K; luego la parabola es tangente a la hipérbola en el punto K.

Asi pues, considérese también la hipérbola prolongada
hasta P, y tdbmese en la recta AB un punto al azar %, y por el
punto ¥ tracese TEY paralela a KA y corte'® a la hipérbola en
el punto T, y por el punto T tracese ®TX paralela a 'H.

Puesto que el rectangulo @Y es igual al I'B por la hipér-
bola y las asintotas [Cén. II 12], si les restamos en comuin el
rectangulo 'z, el rectangulo @ es igual al =H, y por esa ra-
zOn, la recta trazada desde I" hasta X pasara por el punto z.
Pase y sea I'zX. Y puesto que el cuadrado de lado ¥X es

!l Entiéndase: «paralela al eje de la pardbola

12 En nuestros mss. y ediciones, I 26.

13 Traduzco libremente el texto transmitido por los manuscritos en el
sentido de la correccién propuesta por Heiberg.

4 En nuestros mss. y ediciones, I 33.

15 Entiéndase: «corte TEY».
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igual al rectangulo XHM por la pardbola [Con. T 11], el cua-
drado de lado 'TX es menor que el rectangulo XHM.
20 N Sea entonces el rectangulo XHQ igual al cua-
drado de lado Tx.
o Entonces, puesto que TA es a AT como ' a
HX, mientras que 'l es a HX, si tomamos como
altura comun HQ, como el rectingulo I'HQ al
rectangulo XHQ y como

r P g al cuadrado de lado XT,

A que es igual a él —es

K decir, al cuadrado de

s © 2 lado Bz— entonces el

solido de base en el
cuadrado de lado Bx y
altura 3A es igual al s6-
lido de base en el rec-

A c . B tangulo rHQ vy altura
\ I'a. Y el solido de base
r G A ¥ H a M

en el rectangulo THQ y
altura TA es menor que
el solido de base en el
rectangulo I'M y altura

TA.
Luego el sélido de
=  base en el cuadrado de
lado Bx y altura *A es menor que el sélido de base en el

cuadrado de lado BE y altura Ea.

30 De la misma manera se demostrara también para todos los

puntos tomados entre E, B.

146 Pero tdmese ahora entre E, A un punto ¢,
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Digo que también asi el sdlido de base en el cuadrado
de lado BE y altura EA es mayor que el sélido de base en el
cuadrado de lado B¢ y altura ¢A.

Con las mismas construcciones, tricese por el punto ¢ la
recta P paralela a KA, y corte a la hipérbola por el punto p
—la cortara por ser paralela a la asintota [Cén. 1 13]— vy
una vez trazada por el punto P la recta A’PB’ paralela a AB,
corte a la prolongacion de HZ en el punto B,

Y puesto que de nuevo, por la hipérbola [Con. T 12], el
rectangulo 'S es igual al rectdngulo aH, la recta trazada
desde I hasta B’ pasard por el punto ¢. Pase, y seaIcB’. Y de
nuevo, por la parabola [Con. 1 11], el cuadrado de lado A'B’
es igual al rectangulo B'HM, luego el cuadrado de lado PB’ es
menor que el rectdngulo B’'HM. Sea el cuadrado de lado PB’

“igual al rectangulo B'HQ.

Asf, puesto que cA es a Al como I'H a HB' mientras que
I'H es a HB' —si tomamos HQ como altura comtin— como el
rectangulo T'HQ es al rectingulo B'HQ —es decir, como al
cuadrado de lado PB’; es decir, como al cuadrado de lado
Bc— entonces el solido de base en el cuadrado de lado Bg y
altura cA es igual al solido de base en el rectangulo r'HQ v al-
tura I'A. Y el rectingulo T'HM es mayor que el rectingulo
rHQ; luego el solido con base en el cuadrado de lado BE y
altura EA también es mayor que el solido con base en el
cuadrado de lado Bg y altura cA. Y se demostrara de la mis-
ma manera para el caso de todos los puntos tomados entre
E, A; y se habia demostrado para el caso de todos los puntos
tomados entre E, B.

Luego el sélido con base en el cuadrado de lado BE y
altura EA es el mayor de todos los que pueden tomarse de
manera semejante con altura AB cuando BE sea el doble
de EA. '

20

25
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L

También hay que saber lo que se sigue de la construc-
cién indicada: puesto que se ha demostrado que el sélido de
base en €l cuadrado de BE y altura A v el s6lido de base en
el cuadrado de lado B y altura ¢A son menores que el solido
de base en el cuadrado de lado BE y altura EA, también es
posible, dado un s6lido de base en un 4drea dada con una al-
tura dada que sea menor que el s6lido de base en el cuadra-
do de lado BE y altura EA, resolver el problema del principio
si se corta la recta AB en dos puntos '°.

Esto ocurre si consideramos trazada una parabola de
diametro XH de manera que el cuadrado de las ordenadas
equivalga al rectangulo aplicado a HQ. Tal pardbola pasa
necesariamente por el punto T [Cén I 11]. Y puesto que por
fuerza ha de cortar a la recta I'N paralela a su didmetro [Con.
1 26}, es evidente que también corta a la hipérbola por otro
punto por encima de K, como aqui en el punto P, y una vez
trazada una perpendicular desde P a AB, como aqui Pg, corta
por el punto ¢ a AB, de manera que el punto ¢ resuelve el
problema, y el s6lido con base en el cuadrado de lado Bz y
altura xA es igual al solido de base en el cuadrado de lado B¢
y altura ¢A, como queda claro por las demostraciones ante-
riores.

De modo que, puesto que es posible tomar dos puntos en
la recta BA que resuelvan el problema investigado, cabe to-
matlo, seglin quiera uno, o bien entre E, B o bien entre E, A.
Pues si se toma el punto entre E, B, como se ha dicho, trazada
la paribola que pasa por los dos puntos H, T, que corta a la

16 g decir, que el problema tiene dos soluciones posibles, una, cor-
tando la recta AB entre los puntos E, A y otra, entre E, B, como aclara mds
adelante.
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hipérbola por dos puntos, el uno, mas proximo a H —es decir,
al eje de la pardbola— servira para hallar el punto entre E, B,
como aqui T sitve para hallar £; el otro, més lejano, servird
para hallar el punto entre E, A, como aqui P sirve para hallar ¢.

De esta manera, el problema se ha sometido a analisis y
sintesis de modo general. Para acomodarlo también a las pa-
labras de Arquimedes, considérese, como en la propia cons-
truccion de lo expuesto, AB el diametro de la esfera, BZ el ra-
dio, y ze la recta dada'’.

Dice: Por tanto, hemos llega-
do a cortar la recta AZ por el
punto X, de manera que XZ sea a
la recta dada como el drea dada

“al cuadrado de lado ax. Pero es-

to que se ha dicho de modo absoluto conlleva un dioris-
mo'8. Pues si el sélido construido con base en el area dada y
con la recta dada por altura fuera mayor que el s6lido con base
en el cuadrado de lado AB y altura BZ, el problema seria
imposible de resolver, como se ha demostrado, mientras que
si fuera igual, el punto B resolveria el problema, y entonces
no tendria nada que ver con lo planteado por Arquimedes al
principio, pues la esfera no quedaria cortada en la razon da-
da. Luego lo que se habia dicho de modo absoluto requeria
un diorismo. Pero afiadidos los requisitos que figuran aqui
—a saber, que AB sea el doble de ZB y que BZ sea mayor que
Ze— entonces no exige el diorismo: pues el sélido dado de
base en ¢l cuadrado de lado AB y de altura dada ze es menor
que el sélido con base en el cuadrado de lado AB y altura BZ,
por ser BZ mayor que Z®; y si eso se da, hemos demostrado
que es posible resolverlo y cdmo se avanza en el problema.

z__of X 8

17 Remite a la figura de Esf. cil. 11 4, pag. 213.
8 Esf cil. 11 4, 190, 26-29.

—

0

20



25

152

w

20

25

404 EUTOCIO

Hay que hacer notar que lo dicho por Arquimedes con-
cuerda con nuestro analisis. Pues al principio hace una afir-
acioén después de su analisis general diciendo a lo que ha
llegado: Hay que cortar la recta dada AZ por el punto X, y
hacer que X7 sea a la recta dada como el drea dada al cua-
drado de lado 4x". Y luego, tras expresarse asi, como lo di-
cho de manera general requiere un diorismo, pero afiadien-
do los requerimientos descubiertos por él —a saber, que la
recta AB sea el doble de BZ y que BZ sea mayor que Zé— no
requiere el diorismo, toma de nuevo una parte del problema
y dice: El problema serd de esta manera: dadas dos rectas
AB, BZ y siendo 4B el doble de BZy dado un punto @ en la
recta BZ, cortar AB por el punto x*°, no diciendo ya, como
antes, que haya que cortar AZ, sino AB, porque €l sabia, co-
mo hemos demostrado nosotros mas arriba, que son dos los
puntos que se pueden tomar en AZ y resuelven el problema,
uno entre A, B y otro, entre B, Z, de los cuales el que esta en-
tre A, B era el que servia para lo que el proponia al principio.

Esto lo hemos escrito con claridad en la medida de lo
posible siguiendo las palabras de Arquimedes. Pero puesto
que, como dijimos antes, al no poder encontrar Dionisodoro
en modo alguno los escritos prometidos por Arquimedes pa-
ra el final, v faltindole recursos para hallar lo que estaba sin
exponer, fue por otro camino y redact6 una manera de reso-
lucion del problema entero no falta de gracia, y creimos que
necesariamente era menester afiadirla a ésta, corrigiéndola
en lo posible. Pues también ésta, por el gran descuido de la
gente, presentaba la mayor parte de las demostraciones em-
brolladas por la multitud de errores en todas las copias que
hemos encontrado.

19 Fsf. cil. 11 4, 190, 22-25.
2 fsf. cil, 14, 190, 29 v ss.
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SEGUN DIONISODORO

Cortar la esfera dada mediante un plano de manera que
sus segmentos guarden entre st la razén dada.

Sea la esfera dada, cuyo didmetro es AB, y la razon dada 30154
la que guarda I'A con AE.
Hay que cortar la esfera mediante un plano perpendicu-
lar a AB de manera que el segmento con vértice en A guarde
con el segmento con vértice en B la razén que guarda T'A
con AE,

K
A =
© I
N
H
B [¢]
z A M o
r A E

£ i
F 1

Prolénguese BA hasta z, y sea AZ la mitad de AB, y 5
guarde ZA con AH la razén de I'E a Ea, y sea AH perpendicu-
lar a AB y tdmese A® como media proporcional de zA, AH;
entonces, A® es mayor que AH. Y con eje ZB y por el punto
Z trdcese una parabola de manera que el cuadrado de las or- 10
denadas equivalga al rectangulo aplicado a AH. Por tanto,
pasard por el punto @, puesto que el rectdngulo ZAH es igual
al cuadrado de lado Ae [Con. 1 11]. Tracese pues y sea ZOK,

y por el punto B constriyase BK paralela a Ao, y corte a la
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parabola en el punto K; y por el punto H, con asinfotas ZB,
BK, tricese una hipérbola, Cortara a la parabola entre los pun-
tos @, K. Cértela en A, y desde A tracese AM perpendicular
a AB, y por los puntos H, A tracense HN, AZ paralelas a AB.
Puesto que HA es una hipérbola vy las rectas AB, BK son
sus asintotas y las rectas MA, AZ son paralelas a AH, HN, en-
tonces el rectingulo AHN es igual al rectingulo MAZE, por la
proposicion 8 del Libro II de los Elementos de las conicas
de Apolonio?. Pero HN es igual a AB y A= igual a MB; luego
el rectangulo AMB es igual al rectangulo HAB y por ser
igual el rectangulo comprendido por los extremos que el
comprendido por los medios, las cuatro rectas estdn en pro-
porcion [Elem. VI 16]. Luego AM es a HA como AB a BM; y
por tanto, el cuadrado de lado AM es al cuadrado de lado HA
como el cuadrado de lado AB al de lado BM. Y puesto que
por la pardbola [Cén. I 11] el cuadrado de lado AM es igual
al rectdngulo comprendido por ZM, AH, entonces ZM es a MA
como MA a AH [Elem. VI 17]. Entonces, la primera es a la
tercera como el cuadrado de la primera es al cuadrado de
la segunda [Elem. V, def. 10] y como el cuadrado de la se-
gunda es al cuadrado de la tercera. Luego ZM es a AH como
el cuadrado de lado AM es al cuadrado de lado HA. Pero se
habia demostrado que el cuadrado de lado AM es al cuadra-
do de lado AH como el cuadrado de lado AB al de lado BM.
Por tanto, el cuadrado de lado AB es al cuadrado de lado
BM como la recta ZM a la recta AH. Pero el cuadrado de lado
AB es al cuadrado de lado BM como el circulo cuyo radio es
igual a AB es al circulo cuyo radio es igual a BM [Elem. XII
21. Por tanto, ¢l circulo cuyo radio es igual a AB es al circulo
cuyo radio es igual a BM como la recta zM es a la recta AH.

2 Heiberg lo justifica diciendo que «caerd por dentro de H y no pasard
por fuera de la asintota BK.
22 En nuestros mss. y ediciones, IT 12,
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Luego el cono que tiene por base el circulo cuyo radio es 15
igual a AB y por altura AH es igual al cono que tiene por ba-
se el circulo cuyo radio es igual a BM y por altura z™M. Y
puesto que en estos conos las bases son inversamente pro-
porcionales a las alturas, los conos son iguales [Esf. cil. 1,
lema 4 post 16]. Pero el cono que tiene por base el circulo 20
cuyo radio es igual a AB y por altura ZA es al cono que tiene
la misma base y por altura AH como la recta ZA a la recta
AH, es decir, como IT'E a EA, puesto que si estdn sobre la
misma base son entre si como sus alturas [Esf. cil. I, lema 1,
post. 16]. Y entonces el cono que tiene por base el circulo 25
cuyo radio es igual a AB y por altura ZA es al cono que tiene
por base el circulo cuyo radio es igual a BM y por altura ZM
como la recta I'E a la recta EA. Pero el cono que tiene por
base el circulo cuyo radio es igual a AB y por altura ZA es
igual a la esfera [Esf. cil. I 34], mientras que el cono que
tiene por base el circulo cuyo radio es igual a BM y por altu- 158
ra ZM es igual al segmento de la esfera cuyo vértice es By s
su altura BM, como se demostrara a continuacién. Por tanto,
la esfera guarda con el segmento indicado la razén de TE a
EA. Y por descomposicion [Elem. V 17], el segmento cuyo
vértice es A y su altura AM guarda con el segmento cuyo
vértice es B y su altura BM la razon que guarda I'A con AE.
Luego, prolongado el plano perpendicular a AB que pasa 10
por AM, corta a la esfera en la razén dada. Que es lo que
habia que hacer.

(LEMA)

Que el cono que tiene por base el circulo cuyo radio es
igual a BMy por altura zuM es igual al segmento de la esfera 15
cuyo vértice es By su altura BM se demostrard asl.
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Sea ZM a MA como OM a MB. Entonces el cono que tiene
la misma base que el segmento y por altura OM es igual al
segmento [Esf. cil. 11 2]. Y puesto que ZM es a MA como OM
a MB, también, tomando la proporcién en alternancia [Elem.
V 16], ZM es a MO como AM a MB; pero AM es a MB como el
cuadrado de lado IM es al cuadrado de lado MB, vy el cua-
drado de lado 1M es al cuadrado de lado MB como el circulo
cuyo radio es igual a M al circulo cuyo radio es igual a MB
[Elem. X1 2], luego el circulo cuyo radio es igual a M es al
circulo cuyo radio es igual a MB como MZ a MO [Esf. cil. |,

“lema 1, post. 16]. Por tanto, el cono que tiene por base el cir-

culo cuyo radio es igual a MB y por altura ZM es igual al co-
no que tiene por base el circulo cuyo radio es igual anM y
por altura MO, pues sus bases son inversamente proporciona-
les a sus alturas.

De modo que también es igual al segmento.

SEGUN DIOCLES EN LOS ESPEJOS USTORIOS

También Diocles, a modo de prologo, escribe esto en los
Espejos ustorios:

En el tratado Sobre la esfera y el cilindro, Arquimedes
demostr6é que todo segmento de esfera es igual a un cono
que tiene la misma base que el segmento y por altura una
recta que guarda con la perpendicular trazada desde el vérti-
ce del segmento hasta su base una razén que es la que guar-
da la suma del radio de la esfera mas la altura del otro seg-
mento con la altura del otro segmento [Esf. cil. 11 2].

Por ejemplo, si ABI fuera la esfera y fuera cortada por el
plano del circulo de diametro I'A y, siendo el didmetro AB y
el centro E, hiciéramos que la suma de EA, ZA fuera a zA
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como Hz a ZB y, ademas, que la suma de EB, BZ fuera a ZB
como ©Z a ZA, estd demostrado que el segmento I'Ba de la
esfera es igual al cono cuya base es el circulo de didmetro
ra y su altura ZH, y que el segmento 'AA es igual al cono
cuya base es la misma y su altura ez.

Tras haber propuesto él cortar la esfera dada mediante
un plano, de manera que los segmentos de la esfera guarda-
" ran entre si la razén dada, y una vez llevada a cabo la cons-
truccion indicada, dice: Luego ha sido dada la razon entre
el cono cuya base es el circulo de diametro ray su altura
20 con el cono cuya base es la misma y su altura ZH*, pues
también esto se habia demostrado: los conos que estan sobre
las mismas bases son entre si como sus alturas [Esf. cil. I,
lema 1, post. 16]. Luego ha sido dada larazon deez a ZH. Y
puesto que ©Z es a ZA como la suma de EB, BZ a ZB, por
descomposicion [Elem. V 17] ©A serd a AZ como EB a ZB. Y
por la misma razén, también HB serd a ZB como esa misma
recta® a ZA.

Por tanto, ¢l problema resulta ser éste: dada en posicién
una recta AB y dados dos puntos A, B y dada la recta EB, cor-
tar la recta AB por el punto Z y afiadir las rectas @A, BH de
manera que ©Z guarde con ZH la razén dada y que ademas
@A sea a AZ como la recta dada a ZB, y que HB sea a BZ co-

B Esf cil. 114, 188, 1y ss.
2 Eg decir, EB.
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mo la misma recta dada a ZA. Y esto queda demostrado a

15 continuacion, pues Arquimedes, tras explicarlo por extenso,
lo reduce a otro problema, cuya demostracién no da en So-
bre la esfera y el cilindro.

& ok ok

Dada en posicion una recta ABy dados dos puntos A, B

v la razon que guarda la recta I" con la recta 4, cortar AB

20 por el punto E'y afiadir las rectas ZA, HB, de manera que I
sea a A como ZE a EHY, ademds, ZA sea a AE como una rec-
ta dada a BE, y HB sea a BE como la misma recta dada a EA.

25 Dése por hecho, y tricense las rectas ®AK, ABM perpen-
dicularés a AB, y constriiyanse, iguales a la recta dada, cada
una de las rectas AK, BM. Una vez trazadas KE, ME, prolon-
guense hasta A, ®, y tradcese también KM; y por el punto A
tracese AN paralela a AB, y por el punto E, =EOI paralela
a NK,

o r

A
N = A T

{PAA E ,
B H %
o)
K M
Il
)
Y

30 Puesto que ZA es a AE como MB a BE —pues se habia
164 supuesto— y, por otro lado, MB es a BE como ©A a AE por la
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semejanza de tridngulos?, entonces ZA es a AE como ©A a
AE. Por tanto, za es igual a @A [Elem. V 9]. Por la misma
razon, también BH es igual a BA. Y puesto que la suma de
©A, AE es a la suma de MB, BE como la suma de KA, AE a la
suma de AB, BE —pues cada una de esas razones es la mis-
ma que la de AE a EB—, entonces el rectangulo comprendi-
do por la suma de @A, AE y la suma de AB, BE es igual al
rectangulo comprendido por la suma de KA, AF y la suma de 10
MB, BE,

Constriyanse cada una de las rectas AP, BX iguales a KA.

Puesto que la suma de las rectas ®A, AE es igual a ZE 'y
que, por otro lado, la suma de AB, BE es igual a EH, y que la
suma de KA, AE es igual a PE, y que la suma de MB, BE es
igual a ¥E, y que se habia demostrado que el rectangulo
comprendido por la suma de ®A, AE y la suma de AB, BE es
igual al rectangulo comprendido por la suma de KA, AE y la
suma de MB, BE, entonces el rectangulo ZEH es igual al rec-
tangulo PEx. Por ello, si el punto P cae entre los puntos A, Z,
entonces el punto x caera por fuera de Hy a la inversa. Y
puesto que larecta I es a la recta A como ZE a EH y, por otro 166
lado, ZE es a EH como el rectdngulo ZEH es al cuadrado de
lado EH, entonces I es a A como el rectangulo ZEH es al cua-
drado de lado EH. Y se habia demostrado que el rectangulo
ZEH era igual al rectangulo PES. Por tanto, I' es a A como el 5
rectingulo PEX al cuadrado de lado EH.

Tracese EO igual a BE, y después de trazar BO prolén-
guese ésta por ambos lados, y cortenla en los puntos T, ¥ las
rectas =T, PY trazadas perpendicularmente desde los puntos
%, P,

Puesto que TY ha sido trazada por un punto dado B hacia
una recta AB dada en posicién y formando un angulo dado 10

w

o

5

25 Se refiere a los tridngulos MBE, AGE; Elem. V14,
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EBO que es la mitad de un recto, entonces Ty ha sido dada
en posicion [Dat. 30]. Y una vez trazadas las rectas £T, PY
desde los puntos x, P dados en posicidn la cortan? en los
puntos T, Y; luego los puntos T, Y han sido dados [Dat. 251.
Luego la recta TY ha sido dada en posicién y en magnitud.
Y puesto que por la semejanza de los tridngulos EOB, =TB el
lado TB es al BO como ¢l =B es al BE [Elem. VI 4], también
por composicion [Elem. V 18] TO es a OB como 3E es a EB.
Pero BO es a OY como BE es a EP [Elem. VI 2]. Por tanto, ex
aequali [Elem. V 22], TO es a OY como XE es a EP. Pero TO
es a OY como el rectdngulo TOY es al cuadrado de lado oy,
mientras que =E es a EP como el rectangulo xEP al cuadrado
de lado EP. Luego el rectangulo TOY es al cuadrado de lado
0Y como el rectangulo =EP al cuadrado de lado EP. Y, to-
mando la proporcion en alternancia [Elem. V 16], el rectan-
gulo TOY es al rectangulo £EP como el cuadrado de lado oY
es al cuadrado de lado EP. Y el cuadrado de lado oY es el
doble del cuadrado de lado EP, puesto que también el cua-
drado de lado OB es el doble del cuadrado de lado BE. Luego
también el rectangulo TOY es el doble del rectdngulo ZEP; y
se habia demostrado que el rectangulo sEP guardaba con el
cuadrado de lado EH la razon de I' a A; luego también el rec-
tangulo TOY guarda con el cuadrado de lado EH la razon del
doble de I a A. Por otro lado, el cuadrado de lado EH es
igual al cuadrado de lado =0, pues cada una de las rectas EH,
Z0 es igual a la suma de AB, BE. Por tanto, el rectangulo TOY
guarda con ¢l cuadrado de lado =0 la razon del doble de I' a
A. Y la razén del doble de I con 4 ha sido dada; luego tam-
bién ha sido dada la razdn del rectangulo Toy con el cua-
drado de lado =0.

* Es decir, cortan a las prolongaciones de la recta Bo.
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Si ahora hacemos que A sea al doble de I como TY a 5
otra recta @, y trazamos en torno a TY una elipse de manera
que el cuadrado de las ordenadas en el dngulo 20B —es de-
cir, en medio angulo recto— equivalga a los rectingulos
aplicados a @ deficientes en un rectdngulo comprendido por
TY, ®, pasard?’ por el punto E por la reciproca de la proposi- 10

¢ién 20 del Libro I de los Elementos de las conicas de Apo-
lonio.

Tracese y sea YET.

Entonces el punto = tocaréa a la elipse dada en posicion.
Y puesto que AK es la diagonal del paralelogramo NM, en-
tonces ¢l rectangulo N=0 es igual al rectangulo ABM [Elem. 1 15
43]. Por tanto, si por el punto B trazamos una hipérbola de
asintotas ©K, KM, pasara por el punto & [Cén. IT 12] y habra

" sido dada en posicidn por haber sido dados también en po-

sicién el punto B y las dos rectas AB, BM y, por ello, las asin-
totas @K, KM,

Tracese y sea 2%, 20

Entonces el punto = toca a la hipérbola dada en posi-
cion; y también tocaba a la elipse dada en posicion. Luego
el punto = ha sido dado [Dat. 25]. Y, a partir de él, la per-
pendicular 2E; luego también ha sido dado el punto E [Dat.
30]. Y puesto que MB es a BE como ZA a AE, Y AE ha sido
dada, entonces también ha sido dada Az. Por la misma ra- 25
zOn, también ha sido dada HB.

Y la sintesis se compondra asi: con la misma construc-
cion, sea AB la recta dada que hay que cortar y AK la otra
recta dada y sea la razon dada Ia deI" a A.

Tracese BM, que sea igual a AK, perpendicular a AB, y 30
tracese KM, y constriyanse AP y BY iguales a KA, y desde los

2 Entiéndase: «la elipse».
2 Entiéndase: «la hipérbola mencionada».
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puntos P, = tracense las perpendiculares PY, XT y en el punto
B* constriyase el angulo ABO igual a medio recto, y una vez
prolongada BO por ambos lados, corte a las rectas £T, PY en
los puntos T, Y, y sea A al doble de I' como TY a @, y en tor-
no a TY tracese una elipse de manera que el cuadrado de las
ordenadas en medio recto equivalga a los rectingulos apli-
cados a @ deficientes en un rectangulo semejante a TY, @; y
por el punto B y con asintotas AK, KM tracese la hipérbola
BE que corte a la elipse en el punto =, y a partir de = tricese
EE perpendicular a AB y prolonguese hasta I y por el punto

- 2 tricese A=N paralela a AB y prolonguense KA, MB hasta los

20

2

w

30

puntos A, @ y, trazada ME, proldnguese y corte a KN en el
punto .

Puesto que BE es una hipérbola y €K, KM sus asintotas,
el rectangulo N=1I es igual al rectangulo ABM por la proposi-
cion 8 del Libro II de los Elementos de las conicas de Apo-
lonio®, y por ello KEA es una recta [Elem. 1 43, recip.].
Constriyanse AZ igual a ®A y BH igual a AB. Puesto que el
doblederesaAcomo®aTy,y®esaTy como el rectdn-
gulo TOY es al cuadrado de lado =0 por la proposicién
20 del Libro 1 de los Elementos de las cénicas de Apolo-
nio*!, entonces el doble de I" es a A como el rectangulo TOY
al cuadrado de lado 0. Y puesto que TB es a BO como =B a
BE, también por composicion [Elem. V 18] To serd a OB
como XE a EB. Pero BO es a OY como BE a EP; por tanto, ex
aequali [Elem. V 22], TO es a OY como IE a EP. Y, por tan-
to, el rectangulo TOY es al cuadrado de lado OY como el rec-
tangulo zEP al cuadrado de EP. Y tomando la proporcion en
alternancia [Elem. V 16], el rectdngulo TOY es al rectangulo

2 Es decir, «con vértice en By,
3% En nuestros mss. y ediciones, I 12.
31 En nuestros mss. y ediciones, I 21.
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sEP como el cuadrado de lado oY al cuadrado de lado EP. 172
Pero el cuadrado de lado OY es el doble del cuadrado de la-
do Ep, porque también el cuadrado de lado BO es el doble
del cuadrado de lado BE, pues BE es igual a EO al ser medio
angulo recto cada uno de los angulos de vértice en B, O.
Luego el rectangulo TOY es el doble del rectdngulo sEp. Por s
consiguiente, puesto que se habia demostrado que el doble
de I es a A como el rectdngulo TOY al cuadrado de lado =0,
también estaran en proporcion las mitades de los anteceden-
tes. Luego I' es a A como el rectangulo PES es al cuadrado de
lado =0, es decir, al de lado EH, pues =0 es igual a EH por
ser cada una de ellas igual a la suma de AB, BE. Y puesto 10
que la suma de ©A, AE es a la suma de MB, BE como la suma
de KA, AE a la suma de AB, BE —pues cada una de estas ra-
“zones es la misma que la de AE a EB—, entonces el rectan-
gulo comprendido por la suma de 4, AE y la suma de AB, 15
BE es igual al rectingulo comprendido por la suma de Ka,
AE y la suma de MB, BE. Pero la recta ZE es igual a la suma
de @A, AE, y la recta EH es igual a la suma de AB, BE, y la recta
PE es igual a la suma de KA, AE y la recta EX es igual a la
suma de MB, BE. Luego el rectangulo ZEH es igual al rectan- 20
gulo PEZ. Pero I' es a A como el rectangulo PEZ es al cuadra-
do de lado EH; luego I es a A también como el rectangulo
ZEH es dl:cuadrado de lado EH. Pero el rectingulo ZEH es al
cuadrado-de lado EH como la recta ZE a la recta EH: Luego I'
es a A como ZE a EH. Y puesto que MB es a BE como ©A a AE 25
y, por otro lado, ©A es igual a ZA, entonces MB es a BE como
ZA a AE. Por la misma razén, también KA es a AE como HB
a BE.
Luego dada la recta AB y otra recta AK y la razén de I' a 30
A, se ha tomado un punto al azar E en la recta AB y se han
afiadido las rectas zA, HB y han resultado las rectas ZE, EH 174
que guardan la razén dada y, ademas, la recta dada MB es a
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BE como ZA a AE y la propia recta dada KA es a AE como HB
es a BE. Que es lo que habia que hacer.

Una vez demostrado esto, es posible cortar la esfera
dada en la razén dada del modo siguiente:

Sea AB el diametro de la esfera daday sealaderaala
razén dada que han de guardar entre si los segmentos de la
esfera. Y sea E el centro de la esfera, v tdbmese en el didme-
tro AB un punto Z y afiddansele las rectas HA, B de manera
que I' sea a A como HZ a Z® y ademas HA sea a AZ como el

-radio dado EB a BZ y que, por otro lado, @B sea a BZ como la

propia recta dada EA es a AZ. Ya se ha demostrado antes que
es posible hacer esto. Y por el punto z tricese KZA perpen-
dicular a AB y corte a la esfera un plano que al trazarlo pase
por KA y sea perpendicular a AB.

Digo que los segmentos de la esfera guardan entre si la
razén de I' a A,

Puesto que HA es a AZ como EB a Bz, también seran pro-
porcionales por composicion [Elem. V 18]; luego HZ es a ZA
como la suma de EB mas BZ es a BZ. Luego el cono que tie-
ne por base el circulo de didmetro KA y por altura ZH es
igual al segmento de esfera que tiene la misma base y por
altura zA [Esf. cil. 11 2]. A la vez, puesto que ©B es a BZ co-
mo EA a AZ, también, por composicién, ©Z es a BZ como la
suma de EA, AZ a AZ. Luego el cono que tiene por base el
circulo de didmetro XA y por altura zZe es igual al segmento
de esfera que tiene la misma base y la altura Bz.
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Por consiguiente, puesto que los conos indicados estan 176
sobre la misma base, son entre si como sus alturas [Esf. cil.,
lema 1, post. 16], es decir, que guardan la razoén de HZ a zo,
esto es, la de I' a A y, por tanto, los segmentos de esfera
guardan entre si la razén dada. Que es lo que habia que
hacer, 5

LI

De qué manera se ha de trazar una hipérbola por el pun-
to dado con las asintotas dadas lo demostraremos asi, puesto
que no figura en los Elementos de las Cénicas™.

Sean dos rectas I'A, AB que contienen un angulo cual-
quiera con vértice en A, y dese 10
un punto A y propéngase trazar E
“una hipérbola de asintotas r'A, AB
que pase por A.

Tracese AA y prolonguese has-
ta E, y construyase AFE igual a AA, H
y por el punto A tricese AZ para- A
lela a AB y sea zr' igual a AZ 7y, r 15
una vez trazada I'A, prolénguese
hasta B y sea el rectdngulo com-
prendido por AE, H igual al cua-

drado de lado I'B y, una vez pro-
longada Aa, tricese la hipérbola
en torno a ella por el punto A de
manera que el cuadrado de las
ordenadas equivalga a los rectingulos aplicados a H exceden-
tes en un rectangulo semejante al comprendido por AE, H.

Digo que I'A, AB son las asintotas de la hipérbola trazada. 20

32 Heiberg considera qué este lema sobre la construccion de la hipér-
bola es una adicién de Eutocio al texto de Diocles.
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Puesto que Az es paralela a BA yI'Z es igual a ZA, enton-
ces también I'A es igual a AB [Elem. VI 2]. De manera que el
cuadrado de lado I'B es el cuadruple del cuadrado de lado
ra. Y el cuadrado de lado I'B es igual al rectdngulo com-
prendido por AE, H; luego cada uno de los cuadrados de lado
['A, AB es la cuarta parte de la figura comprendida por AE, H.
Luego las rectas I'A, AB son las asintotas de la hipérbola por
el teorema 1 del Libro II de los Elementos de las conicas de
Apolonio.
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En este teorema se nos requiere constantemente hallar la mmr232

raiz cuadrada del nimero dado. Pero es imposible hallarlo
exactamente para el caso de un nimero que no sea cuadra-
do, pues un numero multiplicado por si mismo produce un 10

- niimero cuadrado, pero un niimero mas una fraccion multi-
plicado por si mismo nunca produce un nimero entero, sino
también mas una fraccidon. Como hay que hacer para hallar
aproximadamente la raiz cuadrada del nimero dado lo dice
Herén en la Métrica, y lo dicen también Papo y Teén y lo
dicen también otros muchos que han comentado el Alma-
gesto de Claudio Ptolomeo. De modo que no es en absoluto
preciso que investiguemos sobre ese punto, puesto que los
interesados pueden leerlo en ellos.

5

[Y (sea) el angulo correspondiente a rEz un tercio de un 20
recto'] Si, tras cortar por la mitad el arco de un hexdgono y
tomar su mitad correspondiente a I', trazamos EZ, el angulo
correspondiente a FEZ serd un tercio de un recto. Pues sien-
do el arco tomado junto a I la mitad del del hexagono, sera
un doceavo del circulo. De modo que también el angulo co- 25
rrespondiente a I'EZ con vértice en el centro es un doceavo
de los cuatro rectos. De modo que es un tercio de un recto.

' Med. cire. 236, 13-14.
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[Luego EZ guarda con Zr la razén de 306 a 153*] Que
EZ es el doble de zI" es evidente a partir de lo que sigue: si,
prolongando EZ hasta I' y poniendo una recta igual a ella
trazamos una recta desde E, habrd quedado construido® con
vértice en E un angulo de dos tercios de recto. Y también el
angulo de vértice en Z es de dos tercios de recto. Luego I'EZ
es la mitad de un triangulo equilatero, y por estar cortada
por la mitad en el punto I" la base del equilatero que es igual
a EZ,EZ es igual a ZI'.

[Y £r guarda con Iz la razén de 265 a 153*] Dado que
se ha supuesto que EZ es 306, si lo multiplicamos por si
mismo resultard 93636. Y I'Z es 153. De modo que su cua-
drado sera 23409. Y puesto que el cuadrado de EZ es igual a
la suma de los de EI, 'z, si del de EZ que es 93636 restamos
el de 1z, que es 23409, quedara que el cuadrado de Er es
70227, cuya raiz cuadrada es 265 mas una fraccion minima
e imperceptible, pues faltan dos unidades para ¢l cuadrado
exacto de 265. Las multiplicaciones figuran a continuacion:

EZ ~ 306 2 153 y 265
por - 306 por 153 por 265
91800 15300 40000 12000 1000
1836 5000 2500 150 12000 3600 300
300 159 1325
total 93636
total 23409 total 70225

Por tanto, el cuadrado de
EI" es 70227.

2 Med. cire. 236, 14-15.

Luego faltan dos unidades
parael cuadrado exacto.

3 |El dngulo de vértice en I"de dos tercios de recto].

4 Med. circ. 236, 15-16.
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Cortese el angulo ZEI" por la mitad mediante la recta
EH. Entonces ZE es a EI" como ZH a HI™® por el tercer teore-
ma del Libro VI de los Elementos de Euclides. Y, por com- 15
posicion, la suma de ZE, EI" es a EI" como ZI" es a [H y, to-
mando la proporcion en alternancia, la suma de ZE, ET es a 216
ZI' como EI’ a I'H. Y la suma de EZ, EI' es mayor que 571,
pues se ha supuesto que ZE era 306 y que EI" era 265 mas
una fraccion, luego la suma es mayor que 571. Y zres 153.
Luego la suma de ZE, EI' guarda con ZI' una razoén mayor s
que la de 571 a 153. De manera que también Er guarda con
HI" una razon mayor que la de 571 a 153.

[Luego el cuadrado de HE guarda con el cuadrado de
HI la razén de 349450 a 23409°] Se llegara a esta conclu-
“sion del modo siguiente: puesto que se ha demostrado que 10
El" guarda con I'H una razén mayor que la de 571 a 153, si
suponemos que EI' es 571 y I'H 153, entonces el cuadrado de
Er" sera 326041 y el de 't 23409 y su suma, que es igual al
cuadrado de EH, serd 349450. La raiz cuadrada de éste es
591 1/8 aproximadamente, pues faltan aproximadamente 21 15
unidades 1/6 1/15 para el cuadrado exacto. Luego el cua-
drado de EH guarda con el cuadrado de HI' la razén de
349450 a 23409, y en longitud’ la razén de 591 1/8 a 153.
Las multiplicaciones figuran a continuacion:

3 Med. cire. 236, 16-17.

¢ Med. cire. 236, 20-238, 1.

7 Téngase presente la concepcién fundamentalmente geométrica de la
matematica griega: la teoria de razones y proporciones fue establecida con
vistas a comparar no nimeros, sino magnitudes geométricas, que pueden
ser comparadas mékei («en longitud») —es decir, linealmente— o dynd-
mei («en potencia») considerando en este segundo caso los cuadrados
construidos tomando por lado las magnitudes lineales correspondientes.
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EI" 571 HI 115?::> 591 1/8
por 571 por 5 ;
250000 35500 15300 por 391178
35000 970 5000 2500 150 250000 45562 1/2
571 300 159 45000 8190 11 1/4
5911/8
total 326041 total 23409

62 1/2111/41/8 1/64

total 349428 1/2 1/4 1/64

De esto se concluye que el luego faltan para el exacto
cuadrado de EH es 349450. 21 unidades 1/6 1/15
aproximadamente.

[De nuevo (cortese) por la mitad el dngulo HEI median-
te la recta ©F. Por la misma razon, entonces, EI" guarda con
@ una razén mayor que la de 1162 1/8 a 153%] Por haber
cortado por la mitad el angulo, resulta que HE es a EI" como
Ho a er. Y, por composicion, la suma de HE, ET es a EI" co-
mo HI a I'e y, tomando la proporcion en alternancia, la su-
ma de HE, EI" es a HI' como EI' aI'e y EI es 571 mas una
fraccion y EH es 591 1/8 mas una fraccién. Luego (suma-
dos) son mayores que 1162 1/8. Y HI" es 153.

[Luego ©F guarda con 6 una razon mayor que la de
1172 1/8 a 153°] Puesto que se ha demostrado que ET guar-
da con er una razon mayor que la de 1162 1/8 a 153, si su-
pusiéramos que guardan esa razon, el cuadrado de EI' serd
1350534 1/2 1/64 y el cuadrado de e 23409. Luego el cua-
drado de E®, que es igual a la suma de los de ET, I'® sera
1373943 1/2 1/64, cuya raiz cuadrada es 1172 1/8 aproxi-
madamente. Pues faltan 66 unidades 1/2 para el cuadrado
exacto. Las multiplicaciones figuran a continuacion:

8 Med. cire. 238, 2-4.
® Med. circ. 238, 4-5.
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EIC 1162 1/8 or 153 1172178

por 1162 1/8 por 153 por11721/8

1000000 100000 62125 15300 1000000 100000 72125
100000 16212 1/2 5000 2500 150 100000 17212 12
66000 3600 127 112 300159 770004900 148 1/2 1/4

2200124 1/4 2200144 1/4

1251212712 1/41/64  total 23409 125121728 1/21/4 1/4 1/64

total 1350534 1/2 1/64

total 1373877 1/64
El cuadro de EO, igual a la Luego faltan para el exacto
suma de los EI', I'©® 66 unidades 1/2.

es 1373943 1/2 1/64.

[De nuevo (cortese) por la mitad el dngulo @Er median- 240
te la recta EK. Entonces EI" guarda con I'K una razén mayor
que la de 2334 1/4 a 153'°] De nuevo, por haber cortado
por la mitad el angulo ©ET, ©F es a EI' como ©K a I'K. Y, por

" composicion, la suma de ©E, EI' es a EI" como eI’ a rK. To- 5
mando la proporcion en alternancia, la suma de ©E, ET" es a
er como EI' es a I'K. Y puesto que se ha demostrado que 6E
es 1172 1/8 mas una fraccién y EI" es 1162 1/8 mas una
fraccidn, la suma de ©E, EI" es mayor que 2334 1/4. Y se ha 10
supuesto que or es 153. Luego la suma de ©E, EI' guarda
con @r" una razoén mayor que 2334 1/4 a 153.

[Luego EK guarda con I'K una razon mayor que la de
2339 1/4 a 153'"] De nuevo, dado que se ha supuesto que
EI es 2334 1/4, y TK 153, el cuadrado de EI serd 5448723 15
1/16, y el de IK 23409. Y el cuadrado de KE es igual a (la
suma de) estos; luego serd 5472132 1/16, cuya raiz cuadra-
da es aproximadamente 2339 1/4, pues a su cuadrado le fal-
tan 41 unidades 1/2 para el exacto. Las multiplicaciones fi-
guran a continuacion:

10 Med. circ. 238, 6-7.
" Med. circ. 238, 8-9.
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EI" 2334 1/4 153 2339 1/4

por 2334 1/4 por 153 por2339 1/4

4000000 600000 68500 15300 4000000 600000 60000 18500

600000 99000 1275 5000 2500 150 600000 99000 2775
69900 127 172 300159 69900277 1/2
80001200120161 180002700270812 1/4
57571211716 toal 23409 5757122 1/41/16

total 5448723 1/16 total 5472090 12 1/16

De esto se concluye que el Luego faltan para el exacto 41

cuadrado de EK es 5472132 unidades 1/2.

1/16.

[Y (cortese) por la mitad el dngulo KEI mediante EA.
Entonces Er guarda con I'A una razon mayor que 4673 1/2
a 153'] Otra vez, por haber cortado por la mitad el angulo,
KE es a EI’ como KA a AI'. Y, por composicion, la suma de
KE, ET es a EI' como KI' a I'A, Tomando la proporcion en al-
ternancia, la suma de KE, El" es a 'K como EI" a AT'. Y KE e§
2339 1/4 mas una fraccion, y Er' 2334 1/4 més una fraccion.
Luego la suma de KE, EI" es mayor que 4673 1/2. Y KI" es
153. Luego la suma de EK, E guarda con KI" una razén ma-
yor que la de 4673 1/2 a 153. Y la suma de KE, El" es a KI'
como EI" a I'a. Luego EI' guarda con I'A una razoén mayor
que la de 4673 1/2 a 153.

Puesto que el angulo ZET, que es un tercio de un recto,
es la duodécima parte de los cuatro rectos, y el angulo HET
es su mitad, el angulo HEI seria un veinticuatroavo. Y el an-
gulo @Er es su mitad; de modo que es 1/48. Y el angulo KEI
es su mitad; luego es 1/96; siendo su mitad el dngulo AET, es
1/192.

Péngase —dice— el dngulo 'EM igual a éste, y prolon-
guese zI" hasta M. Entonces el dngulo AEM, que es el doble

12 Med. circ. 238, 9-10.
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del AET, es 1/96 de los cuatro rectos. De modo que AM es el
lado del poligono de 96 lados circunscrito al circulo®,
Puesto que se ha demostrado que Er guarda con A una
razon mayor que la de 4673 1/2 a 153, y AT es el doble de
Er, mientras que AM lo es de AT, entonces AT guarda con AM
una razon mayor que la de 4673 1/2 a 153. Entonces, to-
mando la proporcién invertida, AM guarda con Ar' una razén
menor que la de 153 a 4673 1/2. Y puesto que AM es el lado
del poligono de 96 lados, entonces el perimetro del poligono
es 14688, pues ése es el producto de 96 por 153. Luego el
perimetro del poligono guarda con el didmetro AT una razon
menor que la de 14688 a 4673 1/2. Luego el perimetro del
poligono es el triple del didmetro del circulo v atin lo excede
en 667 unidades y media. Eso es menor de la séptima parte
-del didmetro en una unidad y un séptimo. Pues el producto
de 667 1/2 por 7, que es 4672 1/2, es menos que el didmetro
en una unidad. Puesto que el poligono es menor que el triple
mas un exceso de un séptimo, mientras que el perimetro del
circulo es menor que el del poligono, entonces con mas ra-
zon la circunferencia del circulo es mayor que el triple y aun
lo sobrepasa en menos de una séptima parte.

[Después, construyendo la parte restante de la proposi-
cion, dice: sea un circulo de didmetro Ary el dngulo BAI un
tercio de un recto'] Esto serd si tomando desde I' la recta
I'B, igual al lado de un hexagono, trazamos AB. Pues el 4n-
gulo con vértice en el centro que comprende el arco de un
hexagono es dos tercios de recto, mientras que si estd en la
circunferencia, un tercio.

Puesto que el angulo ABI es recto y el angulo BAT es un
tercio, entonces el AI'B son dos tercios. Si entonces, prolon-

B Cf. Med. circ. 238, 13-240, 1.
Y Med. circ. 240, 12-13.
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gando I'B hasta B y tomando una recta igual a ella la unimos
desde A', el tridngulo serd equildtero, y puesto que la per-
pendicular AB corta por la mitad la base, AI' es el doble de
['B. Si de nuevo tomamos AI' como 1560, I'B.serd 780, y el
cuadrado de Ar sera 2433600, y el de I'B 608400. Y si res-
tamos el cuadrado de I'B del cuadrado de AT, quedara como
resto el cuadrado de AB, 1825200, cuya raiz cuadrada es
1351 aproximadamente. Pues su cuadrado excede del exac-
to en una unidad. Por eso dice AB guarda con BI" una razon
menor que la de 1351 a 780'°. Las multiplicaciones figuran
a continuacion:

AI' 1560 I'B 780 1351
por 1560 por 780 por 1351
1000000 500000 60000 490000 56000 1000000 300000 51000
500000 250000 30000 56000 6400 300000 90000 15300
60000 33600 50000 15000 2550
total 608400 1351
total 2433600
total 1825201
Si quitamos el cuadrado Excede del exacto en una
de BI del cuadrado de T"A, unidad.

quedan 1825200.

[Cortese por la mitad el angulo BAI mediante AZH. Pues-
to que el dngulo BAH es igual al Hr'8 —pues comprenden el

15 La constraccién a la que hace referencia Eutocio, inspirada en la co-
rrespondiente ilustracion de la Medida del circulo, es la siguiente:

16 Med. cire. 240, 13-14.
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mismo arco— y también al HAL, entonces también el HI'B es
igual al HAI Y el recto correspondiente a AHI™ es comun;
por tanto el dngulo restante, HZI" es igual al restante, el
ArH. Luego el tridngulo AHI es equiangulo del rHz. Luego
AH es a HI como I'H es a HZ y como Al a IZ""] Pues los la-
dos de los triangulos equidngulos estan en proporcién, y los
que subtienden angulos iguales son homologos.

[Pero Ares a rz como la suma de rAB es a I'B. Por tan-
to la suma de BAI es a I'B como AH a HI'®] Puesto que el
angulo BAT ha sido cortado por la mitad por Az, la recta BA
es a A" como BZ a ZI'. Y, por composicion, la suma de BA,
AT es a A" como BI" a I'Z. Y, tomando la proporcion en al-
ternancia, la suma de BA, A" es a B[ como AT aI'Z. Y AB es

“menor que 1351, Arres 1560 y Br 780. Luego la suma de
AB, Al guarda con BI’ una razoén menor que la de 2911 a
780. Luego Ar' guarda con I'Z una razén menor que la de
2911 2 780. Y AI' es a I'Z como AH a HI. Luego AH guarda
con HI una razén menor que la de 2911 a 780. Por eso, el
cuadrado de AH sera 8473921, y el de HI" 6008400; y el cua-
drado de Ar es igual a (la suma) de estos; luego éste serd
0082321, cuya raiz cuadrada es 3013 1/2 1/4 aproximada-
mente, pues su cuadrado excede del cuadrado exacto en 368
1/16 unidades. Por eso dice que 4Ar" guarda con 't una ra-
z6n menor que la de 3013 1/2 1/4 a 780". Las multiplica-
ciones figuran a continuacion:

17 Med. circ. 240, 15-21, aunque los textos no coinciden literalmente.
'8 Med. circ. 240, 21-23.
9 Med. circ. 240,25-242, 1.
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AH 2911 HI" 780 301312 1/4
por 2911 por 780 por 301312 1/4
4000000 1800000 22000 490000 56000 9000000 39000 1500 750
1800000 819900 56000 6400 30135212
29110 903911/21/21/4
2911 total 608400 1500511/21/41/8
75021/21/21/41/81/16
total 8473921
total 9082689 1/16

La suma de los cuadrados de Excede del exacto en 368
AH, HI" 9082321. unidades 1/16.

[{Cortese)y por la mitad el dngulo rAH mediante la recta
46%°] Por haber sido cortado por la mitad el éngulo y por la
semejanza de triangulos y por la proporcionalidad entre los
lados y por composicion y tomando la proporcion en alter-
nancia, la suma de HA, AT es a HI' como A@ es a O, Y se
habia supuesto que AH era menor que 2911 y A’ menor que
3013 1/2 1/4. Luego la suma de HA, AT es menor que 5924
1/2 1/4. Y Hr" es 780. Luego la suma de HA, AT guarda con
HI" una razoén menor que la de 5924 1/2 1/4 a 780. De modo
que también Ae guarda con eI una razén menor que la de
5924 1/2 1/4 a 780. De modo que también A6 guarda con er
una razén menor que la de 455 1/2 1/4 a 60 —pues cada una
es 1/13 de cada una— y (tomando) sus cuadruples, Ae guar-
da con er una razon menor que la de 1823 a 240. Por eso
dice que cada una es 4/13 de cada una®. Y puesto que A®
es 1823, entonces su cuadrado es 3323329, Y er" es 240 y su
cuadrado 57600. Y el cuadrado de AT es igual a (la suma
de) los cuadrados de A@, er. Luego sera 3380929, cuya raiz
cuadrada es 1838 9/11, pues su cuadrado excede del exacto
en 321 unidades aproximadamente. De manera que A’ guar-

D Med. circ. 242, 1-2.
2 Med. cire. 242, 4.
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da con er una razoén menor que la de 1838 9/11 a 240. Las

multiplicaciones figuran a continuacion: 10

A® 1823 er 240 183819 1/11%2

por 1823 por 240 por 1838 1/9 1/11

1000000 800000 23000 48000 1000000 800000 30000 8000 111 1/9
901011

800000 640000 10000 6000 8000 1600 800000 640000 24000 6400 88 8/9 72

2400 8/11
20000 10600 6000 460 30000 24900 240 3 3/928/11
3000 2469 total 57600 8000 6400240 64 8/98/11
111 1/9888/933/9 8/9 1/81 1/99

total 3323329 90 10/11 72 8/11 2 &/11 8/11 1/99

1/121

total 3381250 aproximadamente
El cuadrado de lado A" es igualala Luego excede del exacto en 321
suma de estos: 3380929, unidades aproximadamente.

[Y de nuevo (cértese) por la mitad el angulo GAI" me- 254
diante K4*] De nuevo por haber cortado el angulo por la
mitad v por la semejanza de tridngulos y por la proporciona-
lidad entre los lados y por composiciéon y tomando la pro-
porcion en alternancia, la suma de @A, AI'es a I'@ como AK a 5

22 A pesar de que un poco mas arriba (252, 9) se ha reflejado correc-
tamente la cifra 1838 9/11 (,awAn 0 '), a lo largo del calculo se emplea
1838 1/9 1/11 (,awAn 0" 1), lo que Heiberg atribuye a un error, bien de
copista, bien —mas probablemente— del propio Eutocio: los célculos
son correctos con la cifra errénea, por lo que el resultado de la resta no
cuadra, Heiberg restituye en el aparato critico las operaciones con las ci-
fras correctas del modo que sigue: 1838 9/11 por 1838 9/11= (1000000 +
800000 + 30000 + 8000 + 818 + 2/11) + (800000 + 640000 + 6400 + 654
+ 6/11) + (30000 + 20000 + 4900 + 240 + 6/11) + (8000 + 6400 + 240 +
64 + 6+ 6/11) + (6 + 6/11 + 81/121) = 3381250 aproximadamente. El re-
sultado exacto es, en realidad, 3381251 6/11 81/121 o bien 3381252
37/121, en cuyo caso la diferencia excedente sobre el exacto es aproxi-
madamente 323.

B Med. circ. 242, 5-6.
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KI', Pero la suma de @A, AT es menor que 3661 9/11, dado
que se ha supuesto que @A es 1823 y ar 1838 9/11%, Y er
es 240. Luego la suma de ©A, AT guarda con er una razén
menor que la de 3661 9/11 a 240. De manera que también
AK guarda con KI' una razén menor que la de 3661 9/11 a
240. Y puesto que 11/40 de 3661 9/11 es 1007 y de 240 es
66, entonces AK guarda con KI" una razén menor que la de
1007 a 66. Y el cuadrado de AK es 1014049 y el de Kr
4356, y al ser igual a (la suma de) estos, ¢l de AI' es
1018405, cuya raiz cuadrada es 1009 1/6 aproximadamente.
Pues su cuadrado excede del exacto en 12 unidades 1/3
1/36. Luego Ar" guarda con I'K una razén menor que la de
1009 1/6 a 66. Las multiplicaciones figuran a continuacion:

AK 1007 KT 66 1009 1/6
por 1007 por 66 por 1009 1/6
1000000 7000 3600 360 1000000 9166 ¥4 1/6
7049 360 36 9081 1%
1664 1/6 1 4 1/36
total 1014049 total 4356
total 1018417 1/3 1/36
El cuadrado de AT es Excede del exacto en 12 unidades
igual a la suma de 1/3 1/36.

estos: 1018405,

[Y de nuevo (cortese) por la mitad el dngulo KAI me-
diante AA*] Por los mismos razonamientos, la suma de KA,
Al €s a KI' como AA es a AT. Y AK es menor que 1007, AT
menor que 1009 1/6 y KI" es 66. Luego la suma de KA, AT
guarda con KI" una razén menor que la de 2016 1/6 a 66.
Luego AA guarda con AI" una razon menor que la de 2016
1/6 a 66. Y dado que se ha supuesto que AA es 2016 1/6 y
su cuadrado 4064928 1/36, que AI' es 66 y su cuadrado

% Aproximadamente,
% Med. circ. 242, 9.
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4356 y que el cuadrado de AL es igual a (la suma de) éstos,
éste serd 4069284 1/36, cuya raiz cuadrada es 2017 1/4 1o
aproximadamente. Por tanto, su cuadrado excede del exacto
aproximadamente en 13 unidades 1/2 1/20. De modo que AT’
guarda con A una razén menor que la de 2017 1/4 a 66.
Las multiplicaciones figuran a continuacion:

AA  20161/6 AT 66 2017 1/4
por 2016 1/6 por 66 por 2017 1/4
4000000 20000 10000 2333 1/3 3600 360 4000000 20000 10000 4500
20000 161 1/2 1/6 360 36 20172172
10000 2060 36 1 10000 4070 49
112 1/4
3331731 total 4356 5021/211/2
% 1/611/36 , 1/4 1/16
. total 4064928 1/36 total 4069297 V4 1/16
Siendo igual el cuadrado de Excede del exacto en 13
Al a{la suma de) éstos es unidades 1/2 1/20.

4069284 1/36.

Puesto que AI' guarda con I'A una razén menor que la de 258
2017 1/4 a 66, entonces, tomando la proporcidon invertida,
AT guarda con A una razén mayor que la de 66 a 2017 1/4.

Y dado que el arco I'B es un sexto de circulo, entonces HI" es
1/12; er, 1/24; X1, 1/48; A, 1/96. De modo que la recta Al 5
es el lado de un poligono que tiene 96 lados. Y AT es 66.
Luego el perimetro del poligono guarda con el didmetro del
circulo una razon mayor que la de 6336 a 2017 1/4*. Y eso
es el triple y atn lo excede en 284 1/4, que es mayor que 10
diez setentayunavos. Lo cual*’ es 27 unidades 1/2 1/6 apro-
ximadamente; v el décuple de esto es 276. Luego la circun-

% Med. circ. 242, 12-14,
% Es decir, «los 10/71 seriany.
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ferencia del circulo es, con mas razén, mayor que el triple y
diez setentayunavos.

Han quedado aclarados los niimeros mencionados por él
segun cabia. Se ha de saber que también Apolonio de Perga
en el Okytékion lo demostrd llegando a mayor aproximacién
mediante otros célculos. Parece que esto®® es mds preciso,
pero no es 1til para el fin buscado por Arquimedes, pues de-
ciamos que la finalidad que tenia en este libro era hallar una
aproximacion para las necesidades de la vida. De modo que
se hallara que Esporo de Nicea no estuvo acertado al repro-
char a Arquimedes que no habia hallado con precisién a qué
recta es igual la circunferencia del circulo, segun lo que él
mismo afirma en los Kérfa, cuando dice que su maestro, Fi-
lon de Gadara, llego a cifras mas precisas que las indicadas
por Arquimedes —me refiero al 1/7 y a los 10/71. Y es que
parece que todos los posteriores ignoraron su finalidad. Pues
todos han utilizado multiplicaciones y divisiones de miria-
das que no es facil que las comprenda quien no esté familia-
rizado con la Logistica de Magno. Si uno pretendiera llevar-
lo a mayor aproximacion, seria menester hacerlo mediante
las fracciones y minutos y las cuerdas del circulo, siguiendo
lo indicado en el Almagesto de Claudio Ptolomeo; y yo lo
hubiera hecho si no hubiera tenido presente, como he dicho
muchas veces, que ni es posible hallar con precision me-
diante lo alli indicado una recta igual a la circunferencia de
un circulo y que para quien se aplica (a hallar) la aproxima-
cion con error escaso, le basta con lo alli dicho por Arqui-
medes®

2 «Los calculos de Apolonion.

2 [Comentario de Eutocio de Ascalon a la Medida del cireulo de Ar-
quimedes. Edicion revisada por nuestro maestro Isidoro de Mileto el Me-
canicol.
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