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NOTA SOBRE LA PRESENTE TRADUCCION

La presente traduccion sigue la edicion de J. L. Heiberg
y H. Mengue, Euclidis Opera omnia, vols. I-1V, Leipzig,
1883-1886. Como en el volumen anterior, pongo entre pa-
réntesis aquellas palabras o frases que no aparecen en el
texto griego y que considero necesarias para la comprension
del mismo.

Por otra parte, dada la importancia de la formulacion
original de la relacién de proporcion hos... houtos: «como...
es a..., asi... es a...», mantendré esta traduccion, a pesar de
que en castellano su forma mas frecuente es: «.es a..
COmoO... €s a...».

Conste, en fin, mi agradecimiento a Luis Vega por su
colaboracion en las notas.
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LIBRO QUINTO -

DEFINICIONES

1. Una magnitud es parte de una magnitud, la menor de
la mayor, cuando mide a la mayor'.

2. Y la mayor es multiplo de la menor cuando es medida
por la menor.

3. Una razén es determinada relacidn con respecto a su
tamaiio entre dos magnitudes homogéneas?.

| Méros «parte» se utiliza en los Elementos en dos sentidos: a) el mas
general de la nocién comin 5: «El todo es mayor que la parte»; b) como
aqui, con el significado mas restringido de lo que hoy llamariamos «sub-
multiplo» o «parte alicuota». En este mismo sentido se utiliza en VII, Def.
3, cuya Unica diferencia con esta definicion es el uso de «nimero» en
lugar de «magnitud».

Aristoteles, Metafisica 1023b12, hace la siguiente precision: «Se llama
parte en un sentido aquello en que puede ser dividida una cantidad (pues
siempre lo que se quita de una cantidad en cuanto cantidad se llama parte
de ella: por ejemplo se dice que dos es en cierto sentido parte de tres) y en
otro sentido (se llama parte) sélo a aquellas de entre ellas que miden al
todo».

La nocién de medida y la relacién de medir a (y ser medido por) que-
dan indefinidas.

2 Schésis kata pelikététa «relacion con respecto a su tamafion. El sen-
tido mas comin de pélikos es «cuan grande» referido con frecuencia a la
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4. Se dice que guardan razon entre si las magnitudes que,
al multiplicarse, pueden exceder una a otra*.

edad. Nicomaco distingue entre pélikos referido a magnitud y posds refe-
rido a cantidad. Jamblico, a su vez, establece la diferencia entre pélicon,
que es continuo, como objeto de la geometria, y posén, que es discreto,
como objeto de la antmética. Tolemeo habla del «tamaiio» de las cuerdas
de un circulo. Simsoi traduce por «magnitud»; De Morgan prefiere una
interpretacion como «cuantuplicidad». «Tamafio» me parece la mas acor-
de con el uso griego.

Por otro lado, Hankel y Simson, siguiendo a Barrow (Lectiones Canta-
brigienses, Londres, 1684, Lect. IIl de 1666), piensan que esta definicion
es demasiado general y vaga, tiene un aire de nocion mas filosofica que
matematica y apenas desempeiia ningin papel en la teoria euclidea de la
proporcion. Hankel la considera ademas sospechosa por el uso de kata
pélikoteta, ya que esta expresion sdlo aparece otra vez en VI, Def. §
(pélikotétes). Simson sugiere la posibilidad de que sea ura interpolacion
debida a un editor «menos inteligente que Euclides» (SiMsoN, Los seis
primeros libros y el undécimo y duodécimo de los Elementos de Euclides,
pags. 308-309. Por lo demas, aparece en todos los manuscritos y no hay
suficientes razones para no considerarla genuina.

Laogos, por otra parte, sc aplicaba en principio a «razdén» unicamente
entre conmeasurables frente a dlogos «inconmensurablen. En el libro V de
los Elementos adquiere un sentido mas amplio que abarca la razén de
‘magnitudes tanto conmensurables como inconmensurables, pues ambas
ticnen la posibilidad de exceder una a otra cuando se multiplican.

Entre las definiciones 3 y 4, dos mss. y Campano insertan las siguien-
tes palabras: unalogia de hé 1on logon tautités, «proporcion es la igualdad
de razones». Se trata de una interpolacion postenor a Teon sacada de las
obras de aritmética. Anstoteles habla de proporcion como «igualdad de ra-
zones» en Enca Nicomdquea V 6, 1131a31, pero csta claro que se refiere
a nameros.

* Los intérpretes de la teoria euclidea de la proporcion han tomado
esta definicion en diversos sentidos. Hay quienes la han visto como una
generalizacion de la relacion de razén entre magnitudes homogéneas (V,
Def. 3). capaz de cubrir tanto magnitudes conmensurables como magnitu-
des inconmensuratles; pero ésta es una distincion no pertinente en el pre-
sente contexto. Mas justo seria entender que la def. 4 excluye la mediacion

LIBRO V 11

5. Se dice que una primera magnitud guarda la misma ra-
zon* con una segunda que una tercera con una cuar-
ta, cuando cualesquiera equimiltiplos de la primera

de dicha relacién entre una magnitud finita y otra infinita del mismo géne-
ro. Hay quienes amplian esta exclusion a las magnitudes infinitamente
grandes e infinitamente pequeiias. Es cierto que ¢l 4mbito al que se reficre
la teoria carece de una magnitud maxima, por esta def. 4, y de una magni-
tud minima, por la proposicién X 1. También cabe pensar que la matema-
tica griega «clasica» vicne a soslayar asi ciertos usos del infinito en un
sentido semejante al declarado por Aristételes: los matematicos no necesi-
tan servirse de la idea de infinito (actual); les basta considerar objetos de
la magnitud que quieran (Fisica 207b30 ss.), habida cuenta de la posibili-
dad de ir mas alla de una magnitud finita dada, bien mediante adiciones
sucesivas (en la linea de la def. 4) o bien mediante sustracciones sucesivas
(en la linea de la prop. X 1). )

En este punto parece obligado recordar un lema implicito en ciertas
pruebas atribuidas a Eudoxo, que Arquimedes formulara como una asun-
cion [lambanomenon) expresa: dadas dos magnitudes geométricas desi-
guales (lineas, superficies, solidos), la mayor excede a la menor en una
magnitud tal que, afiadida sucesivamente a si misma, puede exceder a su
vez a cualquier magnitud del mismo género que las relacionadas (Sobre la
esfera y el cilindro 1, lamb. 5; en Sobre espirales, la suposicion se res-
tringe a lineas y areas; en Sobre la cuadratura de la pardbola, a éreas).
Asi pues, cabe considerar que esta asuncién de Arquimedes no se identifi-
ca con la def. 4, sino que en cierto modo la complementa. Euclides define
una relacion de razén entre magnitudes homogéneas en general por refe-
rencia a la multiplicacién; Arquimedes postula, en cambio, una condicién
precisa para ciertas clases de magnitudes homogéneas (lineas, superficies,
solidos) y se remite a la adicién de diferencias (una referencia similar hara
Euclides luego, en la prop. X 1). Pero asi mismo cabe sospechar que el
proceder de Euclides es una reelaboracién mas alejada de las primicias
eudoxianas que la via de explicitacion directa y especifica seguida por Ar-
quimedes.

¢ Por regla general, adoptaré la expresién «guardar la misma razén»
como traduccién comun de las diversas formulaciones de esta relacion de
proporcién que aparecen en el texto: e.g. «estar en la misma razén [en 6i
autdi 16goi einail», en esta def. 5; o «tener la misma razén [ton auton
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y la tercera excedan a la par, sean iguales a la par o
resulten inferiores a la par, que cualesquiera equi-
multiplos de la segunda y la cuarta, respectivamente
y tomados en el orden correspondiente 5.

6. Llamense proporcionales las magnitudes que guardan
la misma razén®.

légon échein}», en la def. 6. Por lo demés, la férmula mas corriente en las
proposiciones serd: «como ... (€s) a ..., asi ... (es) a ... [hos .. pros ...,
hotés ... pros ..» —una variante: hoios ... poii ..., kai .. poti ..., que
podria ser anterior, aparece en ARQUITAS B2.

$ Suele considerarse que esta def. V, 5, constituye la piedra angular de
la teoria de la proporcién. Desde luego, suministra un criterio necesario y
suficiente de proporcionalidad. Por otro lado, ademas de su importancia
sistemdtica, ha adquirido relieve en una perspectiva histérica. No sélo po-
dria ser una clave para determinar las relaciones entre el legado de Eudoxo
y la reclaboracion de Euclides; también reviste importancia a la hora de
apreciar la suerte conocida por las versiones posteriores de la teoria eucli-
dea misma. Por ultimo, no estara de mas advertir cierta diferencia entre la
forma logica de esta definicion y la forma logica de su aplicacion habitual
en las proposiciones demostradas por su mediacion. La forma légica de la
def. 5 viene a ser la de una disyuncién de conjunciones: siendoa, b, ¢, d
unas magnitudes del dominio de la teoria, y m, n unos nimeros naturales
cualesquiera, se da una proporciéna : b :: c: d si y sélo si: o ((m.a > n.b)
y (m.c > nd)) o ((na=nb)y(mc= n.d)) o (m.a < n.b) y (m.c < n.d)).
Sin embargo, la forma logica de su aplicacion en la proposicion V 11, por
ejemplo, corresponde mas bien a una conjuncién de condiciones: (si m.a >
n.b, entonces m.c > n.d) y (si m.a = n.b, entonces m.c = md)y (sima <
n.b, entonces m.c < n.d). Estas dos formas, de suyo, no son légicamente
equivalentes ni, por cierto, la primera implica la segunda. Pero en el con-
texto de la teoria, devienen efectivamente equivalentes gracias a la supo-
sicion implicita de que las magnitudes consideradas constituyen un siste-
ma de objetos totalmente ordenado.

6 Mas literalmente: «llamense en proporcion» (andlogon kaleistho). El
uso de kaleisthd parece indicar que se trata de una estipulacién del propio
Euclides. Andlogon es una expresion adverbial con un uso marcadamente
especializado en matemiticas. Su sentido se corresponde con el de la ex-
presion formularia ana légon, empleada antes de Euclides: aparece, por
ejemplo, en el fragmento B 2 de Arquitas sobre las proporciones musica-
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7. Entre los equimultiplos, cuando el multiplo de la pri-
mera excede al miltiplo de la segunda pero el mult-
plo de la tercera no excede al multiplo de la cuarta,
entonces se dice que la primera guarda con la segun-
da una razén mayor que la tercera con la cuarta I

8. Una proporcion entre tres términos es la menor posi-
bled.

les, en Platon (e.g. Fedon, 110d), o en Aristoteles (e.g. Meteor. 367a30
ss.). A. SzaBO: Anfinge der griechischen Mathematik, Budapest, 1969, 1
§§ 13-16, propone algunas conjeturas filolégicas ¢ historicas de interés
sobre el significado matematico de ambas expresiones. Euclides, por su
parte, se sirve de andalogon con cierta libertad, por cjemplo: para refenrse
a las magnitudes proporcionales en su conjunto —-COmMo en esta def. 6 0
en la def. 9—, o para refenrse a un término proporcional (a «una propor-
cionaln) —como en las props. V1 12, 16—. Por lo demas, esta especiali-
zacion relativamente técmca de andlogon no es compartida por otros ter-
minos relacionados como ¢l sustantivo analogia o ¢l adjetivo analogos,
que enmarcan su posible significacion matematica en una gama de usos
mas amplios, dentro de un sentido general de paralehsmo, corresponden-
cia 0 semejanza.

7 Esta definicion depara un criterio de no proporcionalidad y comple-
ta, tras las defs. 4 y 5, el nicleo basico de Ja teoria euclidea. Sin embargo,
también convendria declarar un supuesto adicional: la existencia de un
cuarto término proporcional —obra tacitamente por ejemplo en la prueba
de la prop. V 18, y solo mas adelante, en VI 12, Euclides se detiene a de-
mostrar un caso particular: dadas tres rectas, hallar una cuarta proporcio-
nal—. Si a esta suposicion se afiade una condicion de tricotomia con-
gruente con el sistema ordenado de magnitudes al que se refiere la teoria,
Euclides puede disponer de un recurso suplementario para probar una pro-
posicion (1.e. que aesa b como ¢ es a d), a saber: la reduccién al absurdo
de las alternativas de no proporcion (i.c. que la razon de a a b sea mayor, 0
sea menor, que la razén de ¢ a d). Por otra parte, al margen de la deuda
que la def. 5 tuviera contraida con algun criterio de proporcionalidad
avanzado por Eudoxo, esta definicion 7 parece, segun todos los visos,
onginal de Euclides.

% Hankel cree que la presente definicion ha sido interpolada, pues es
superflua y utiliza, contra la costumbre de Euclides, la palabra héros para

‘_____________-—-—_"“‘*
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9. Cuando tres magnitudes son proporcionales, se dice
que la primera guarda con la tercera una razon du-
plicada de la que (guarda) con la segunda.

10.  Cuando cuatro magnitudes son proporcionales, se dice
que la primera guarda con la cuarta una razén tripli-
cada de la que (guarda) con la segunda, y asi siem-
pre, sucesivamente, sea cual fuere la proporcion®.

I'l. Se llaman magnitudes correspondientes las anteceden-
tes en relacion con las antecedentes y las consecuen-
tes con las consecuentes '°.

el término de una proporcion. Pero ya Aristoteles utiliza héros en este
sentido (£fica Nicomdquea, 1131a31 ss.): «La proporcién cs una igualdad
de razones y requiere, por lo menos, cuatro términos. Claramente, la pro-
porcién discreta requiere cuatro términos; pero también la continua, por-
que se sirve de uno de ellos como dos y lo menciona dos veces.

La distincién entre discreta y continua parece remontarse a los pitagé-
ricos (cf. NicOMmaco, 11 21, 5; 23, 2, 3) donde se utiliza synémmeéne en lu-
gar de synechés. Euclides no emplea los términos dierémméné y synechés
en esta correlacion.

Por otra parte, las primeras palabras de la Def. 9, «cuando tres magni-
tudes son proporcionales», que parecen referirse a la def. 8, apoyan la idea
de que esta ultima es genuina.

® Esta claro que «razon duplicada, triplicada... etc.» son meros casos
particulares de la razén compuesta, siendo, de hecho, razones compuestas
de dos, tres, etc. razones iguales.

Los geometras griegos llamaban razon duplicada y triplicada a las que
son iguales, respectivamente. al cuadrado y al cubo de una razén. Euclides
utiliza los términos diplasion y triplasion y no diplasios y tripldsios por-
que estos Gltimos se usaban frecuentemente en el sentido de razones de 2 a
1,3 al, etc. En este caso, su esfuerzo por introducir rigor en la terminolo-
gia tuvo un éxito solo parcial, pues encontramos varios ejemplos de uso
indiscnminado de estos términos en Arquimedes, Nicoémaco y Papo.

Las cuatro magnitudes de la Def. V, 10, deben estar, por supuesto, en
proporcién continua aunque el texto griego no lo haga constar.

" Utilizo «correspondientes» para verter homéloga, en vez del cultis-
mo «homoélogas» empleado en otras versiones al espaiiol. Euclides parece
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12.  Una razén por alternancia consiste en tomar el antece-
dente en relacion con el antecedente y el consecuen-
te en relacién con el consecuente 't

13. Una razdn por inversion consiste en tomar el conse-
cuente como antecedente en relacion con el antece-
dente como consecuente '2.

14. La composicion de una razon consiste en tomar el an-
tecedente junto con el consecuente como una sola
(magnitud) en relacion con el propio consecuente !*.

estipular aqui cierto sentido técnico para un término de uso comin, y a
esta actitud quiere aproximarse la version presente. El sentido inicialmente
previsto por Euclides se generalizé més tarde y, a partir de Arquimedes,
homdologos llego a significar unos elementos geométricos (segmentos, la-
dos, diametros) que ocupan parejo lugar en dos figuras que se comparan.
Quizas en los Elementos V1 19, 20, ya se den algunos pasos hacia esta ge-
neralizacion,

""" A partir de aqui nos encontramos con una serie de términos que se
refieren a diversas transformaciones de razones o proporciones. En las de-
finiciones 12-17, Euclides los aplica a razones cuando describirian mejor
proporciones, tal vez porque, al referirlas a proporciones, pareceria que
asume algo que todavia no se ha probado (cf. V 16, 7 por., 18, 17, 19
por.).

Enallax «por alternancia», término general que no se usa exclusi-
vamente en matematicas, lo encontramos ya en Aristoteles (Analiticos Se-
gundos 1 S, 74al8: kai 16 andlogon hoti enalldx) «y que una proporcion es
por alternancia». En términos mateméticos sc podria cxpresar de la si-
guiente forma:a:b:c:d 9 a:c::b:d

"2 Andpalin «por inversiény», término general que no se usa sélo en
matematicas, lo encontramos ya en Aristételes aplicado a las proporciones
(Del cieio 1 6, 273b32). En términos matematicos: a:b::c:d—b:a::c:d.

13 Synthesis légou «composicién de una razén» no es lo mismo que
synkeimenos logos «razén compuesta». Sin embargo, la distincién entre
ambas no esta clara en Euclides, que, por ejemplo, en V 17, utiliza synkei-
menos refiriéndose a la composicion de una razén. Los gedmetras poste-
riores a Euclides utilizan synthénti o kata synthesin (Arquimedes) para re-
ferirse a la composicion de una razén en un intento de deshacer la ambi-
gliedad de los términos que todavia aparece en Euclides. Por otra parte los
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15. La separacion de una razén consiste en tomar el exce-
so por el que el antecedente excede al consecuente
en relacion con el propio consecuente .

16. La conversién de una razon consiste en tomar el ante-
cedente en relacion con el exceso por el que el ante-
cedente excede al consecuente 3.

17. Una razén por igualdad'® se da cuando, habiendo va-
rias magnitudes y otras iguales a ellas en niimero

verbos syntithémi y synkeimai se utilizan también como «suman» en otros
contextos.

Synthesis logou en expresién matematica:

a:b:c:d > (a+b):b::(ct+td):d

" Diairesis logou se refiere a la transformacién:

a:b:c:d 5 (a-b):b::(c-d):d

Asi como la «composicién de una razén» se obtenia sumando el ante-
cedente con el consecuente, la «separacion de una razén» se obtiene res-
tando el consecuente del antecedente. Sin embargo, la palabra griega diai-
resis hace referencia a la «division» de una razén, lo mismo que dielonti
por oposicion a synthénti. Por otra parte, los términos griegos synthénti y
dielonti dan lugar al uso de los latinos componendo y separando desde la
Edad Media hasta nuestros dias. Por todo ello, «separacién de una razén»
me parece la version mas adecuada.

s £ :

Anastrophé «por conversiony:
a:b:c:d 52a:(a-b)y::c:(c-d

La traduccién al latin convertendo del participio anastrépsanti, paraie-
lo a synthénti y dielonti, ha sido utilizada también desde la Edad Media.

' Di’isou légos parece referirse a «igual distancia o intervalo, es de-
cir, después de un niimero igual de términos intermedios. Una vez mas la
definicién se aplicaria mejor a proporciones que a razones, pero no se
prueba hasta V 22. Por tanto, la definicién sirve sélo para dar nombre a
cierta inferencia que es de constante aplicacién en matematicas:

a:buA:B;b:c:B:C.jikuJ: K a:k:4:K

La expresion di ‘isou no aparece con frecuencia en contextos no geo-

métricos (cf. empero PLATON, Reptiblica 617b); e incluso en estos contex-
tos suele emplearse a través de la invocacién o aplicacién de proposicio-
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que, tomadas de dos en dos, guardan la misma ra-
zon, sucede que como la primera es a la Gltima —en-
tre las primeras magnitudes--, asi —entre las se-
gundas magnitudes — la primera es a la uluma, o,
dicho de otro modo, consiste en tomar los extremos
sin considerar los medios 7.

18. Una proporcion perturbada'® se da cuando habiendo
tres magnitudes y otras iguales a ellas en nimero,
sucede que como el antecedente es al consecuente
—entre las primeras magnitudes—, asi —entre las
segundas magnitudes— el antecedente es al conse-
cuente, y como el consecuente e¢s a alguna otra
(magnitud) —entre las primeras magnitudes—, asi

nes cuclideas como V 22-23. Por otro lado, no deja de llamar la atencion
la composicion un tanto explicativa de esta definicion: «o, dicho de otro
modo, ...» En ella — justamente en la primera parte de esta definicién no-
minal de proporcién por igualdad, la que precede a la versién alternativa
en términos congruentes con las defs. anteriores— se ha visto uno de los
posibles casos de contaminacién del texto euclideo mediante la interpola-
cién de ciertos teoremas en las definiciones mismas; vid. G. Auiac, «Les
définitions du livre V d’Euclide dans la collection Héronienne et dans les
Institutions de Cassiodore», Liull 11/20 (1988), 5-18.

17 Algunas fuentes (e.g. los mss. F, V, p; aunque no el ms. no teonino
P) insertan a continuacién una definicion de proporcion ordenada [tefag-
méné analogia). Viene a ser la que existe cuando habiendo tres magni-
tudes y otras iguales a ellas en nimero, sucede que como el antecedente es
al consecuente —entre las primeras—, asi el antecedente es al conse-
cuente —entre las segundas—, y como —entre las pnimeras— el conse-
cuente es a alguna otra magnitud, asi —entre las segundas— el con-
secuente es a alguna otra. La formulacion original es un tanto eliptica y
suele aparecer como una glosa al margen en los restantes mss. teoninos.

'® Tetaragméné «perturbada» se usa cuando a tres magnitudes A, 8. C
se asignan otras tres @, b, c demodoque A:B:b:cyB:C:a:b. Des-
cribe un caso particular de la proporcién «por igualdad».
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—entre las segundas magnitudes — alguna otra (mag-
nitud) es al antecedente !?.

PROPOSICION 1

Si hay un numero cualquiera de magnitudes respectiva-
mente equimultiplos de cualesquiera otras magnitudes igua-
les en numero, cuantas veces una sea riltiplo de otra, tantas
veces lo serdn todas de todas.

Sean un numero cualquiera de magnitudes AB, ra res-
pectivamente equimiitiplos de cualesquiera otras magnitu-
des E, z iguales en nimero.

Digo que, cuantas veces AB sea miltiplo de E, tantas ve-
ces lo seran también AB, ra de E, z.

1% Los libros V y VI de los Elementos exponen la teoria griega «cla-
sica» de la proporcion. El libro V sienta unas bases conceptuales y de-
ductivas, cuyo nucleo explicito podria contraerse a las definiciones 4, 5 y
7. Ellibro VI muestra diversas aplicaciones entre las que no faltan réplicas
de resultados obtenidos anteriormente en el libro I (1 47) o en el 11 (I 5,
11, 14) por medios més sencillos, intuitivos y obedientes a los antiguos
dictados de la Musa pitagorica —e.g. la aplicacién de areas—. Ahora Eu-
clides desarrolla un-legado no sélo mas abstracto y refinado sino mis
reciente: el nicleo de la teoria, en especial el criterio de comparacién de
equimiltiplos del que se hace eco la definicién 5, suele atribuirse a Eudo-
xo de Cnido (/1. ¢. 368-365), miembro prominente de la Academia platé-
nica. Hoy tenemos motivos para suponer que los matematicos griegos del
s. v ya habian conocido una nocién numérica de razén; pero sus limita-
ciones se habian hecho manifiestas a raiz del tropiezo con las magnitudes
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Pues dado que AB es equimiiltiplo de E y ra de z, enton-
ces, cuantas magnitudes iguales a E hay en AB, tantas hay
también en ra iguales a z. Dividase AB en las magnitudes
AH, HB iguales a E y ra en las (magnitudes) re, ea iguales a
Z; entonces el niimero de las (magnitudes) AH, HB sera igual
al numero de las (magnitudes) re, ea. Ahora bien, como AH
es igual a E'y I'e a z, entonces AH es igual a E'y AH, I' a E,
z. Por lo mismo, HB es igual a Ey HB, ©A a E, Z; por tanto,
cuantas (magnitudes) hay en AB iguales a E, tantas hay
también en AB, ra iguales a E, z; luego cuantas veces sea AB
multiplo de E, tantas veces lo seran también AB, ra de E, z.

Por consiguiente, si hay un numero cualquiera de
magnitudes respectivamente equimiltiplos de cualesquiera
otras magnitudes iguales en nimero, cuantas veces una sea
multiplo de otra, tantas veces lo seran también todas de to-
das. Q. E. D.

inconmensurables. Hay, sin embargo, indicios que dan pie para conjeturar
que el s. v bien podria haber atisbado algin otro planteamiento afin al
antiguo proceder «pitag6rico», pero méds comprensivo: en particular, la
posibilidad de dar cuenta de razones y proporciones a partir de la nocién
de anthyphairesis —o antandiresis, cf. ARISTOTELES, Tépicos 158b29-
35—. (Vid., por ejemplo, los estudios de W. R. KNORR, The Evolution of
Euclidean Elements, Dordrecht-Boston, 1975; D. H. FowLER, «Anthy-
phairetic ratio and Eudoxian proportion», Archive for the History of Exact
Sciences 24 (1981), 69-72, y The Mathematics of Plato’s Academy. A New
Reconstruction, Oxford, 1987; J. L. GArDigs, L ‘héritage épistémologique
d’Eudoxe de Cnide, Paris, 1988). Lo cierto, en cualquier caso, es que la
reelaboracién euclidea del nuevo legado — «eudoxianon — constituye una
teoria de magnitudes proporcionales, al margen de su conmensurabili-
dad/inconmensurabilidad, que pasara a la historia como «la concepcidn
griega» de la proporcién.

La teorfa euclidea de la proporcién reviste sumo interés desde al me-
nos tres puntos de vista: el historiografico, el sistemético y el de su recep-
cién y transmision posterior. Es importante, en primer lugar, para com-
prender el desarrolio de la matematica griega antes de que ésta quedara
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PROPOSICION 2

Si una primera (magnitud) es el mismo multiplo de una
segunda que una tercera de una cuarta, y una quinta es
también el mismo multiplo de la segunda que una sexia de
la cuarta, la suma de la primera y la quinta sera el mismo
multiplo de la segunda que la suma de la tercera y la sexta
de la cuarta.

Pues sea la primera (magnitud), AB, el mismo multiplo
de la segunda, T, que la tercera, AE, de la cuarta, Z, y sea la
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quinta, BH, el mismo multiplo de la segunda, I, que la sexta,
E®, de la cuarta, Z.

marcada por la obra de Euclides. Hoy no cabe aceptar sin reservas la ima-
gen que los comentadores de Euclides — Proclo, en especial— han di-
fundido de esa matematica anterior como una matematica tendenciosa-
mente «pre-euclidear, llamada a encontrar su gozo y su corona en los Ele-
mentos. Antes he aludido a unas nociones precedentes, como la numérica
de razon y la anthyphairética de proporcion; ahora bien, la teoria de la
proporcionalidad del libro'V de los Elementos no es tanto una culminacién
como un olvido de esos posibles antecedentes (luego recobrados de modo
parcial y un tanto sesgado en la aritmética del libro V11 y en alguna pro-
posicién del libro X). La teoria generalizada de los Elementos parte dela’
proporcién como una relacion tetradica entre magnitudes homogéneas (al

____L;
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Digo que la suma de la primera v la quinta, AH, es el
mismo multiplo de la segunda, I', que la (suma de) la tercera
y la sexta, a®, de la cuarta, Z.

menos, por parejas, conforme a la def. V. 3) «a es a b como ¢ es a d»,
cuya representacién mas adecuada seria el esquema «a 1 b ¢ d» en
lugar del esquema diadico habitual «(a. b) = (¢, d), y donde la nocion de
razon parece haber perdido su antenor entidad propia. Son sintomaticas la
vaguedad alusiva de la def. 3 o las funciones mas denominativas que
operativas de otras definiciones que envuelven la idea de razén (c.g. las
defs. V. 14-16); no faltan incluso definiciones equivocas que en apariencia
hablan de razones cuando, en realidad, se reficren a proporciones 0 a
variaciones que preservan la proporcionalidad (e.g. las defs. V, 12,0V,
17). Asi pues, dos cuestiones significativas desde el punto de vista
histonografico son la pecuhiar «integracion» del concepto de razodn en esta
nueva teoria generalizada dc la proporcién y las relaciones entre esta
versién «clasican de la proporcionalidad y otras posibles alternativas mar-
ginales, como la anthyphairética. Una cuestiébn adicional es la suscitada
por las relaciones de fihacion entre el legado presuntamente onginal de
Eudoxo y la teoria expuesta en los Elementos. A la luz de alguna indi-
cacion de Aristoteles (e.g. en Analiticos Segundos, T4al7) y de las preci-
siones adoptadas luego por Arquimedes, cabe sospechar que la version de
Euclides difiere de las nociones avanzadas por Eudoxo mas de lo que dan
a entender los escoliastas del libro V que lo presentan como un hallazgo o
una invenci6n cabal de Eudoxo mismo.

La teoria tiene, en segundo lugar, la importancia sistematica que s¢ de-
riva del intrigante juego entre sus bases expresas y sus suposiciones taci-
tas. De hecho, la explicitacién y la reconstruccion estructural del nicleo de
principios (axtomas y definiciones) de la teoria han venido a ser —ya
desde su recepcion arabe— una poderosa tentacién para los mejores co-
mentadores del libro V. Tanto es asf que un criterio tradicional de la cali-
dad de una versién o un comentario de los Elementos ha sido justamente
el grado de comprension y de penetracion mostrado con respecto a esta
teoria. Simson, por ejemplo, en su cuidada edicion de 1756, se considera
obligado a explicitar o afiadir cuatro axiomas a las definiciones euclideas:

«l) Las cantidades equimultiplices de una misma cantidad, o de
cantidades iguales, son entre si iguales.

II) Las cantidades, de las cuales una misma cantidad es equimultiplice
o cuyas equimultiplices son iguales, son también iguales entre si.

—m - 7
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Pues, dado que AB es el mismo multiplo de r que AE de
zZ, entonces, cuantas (magnitudes) hay en AB iguales a T,

III) La multiplice de una cantidad mayor es mayor que la equimulti-
plice de una menor.

1V) La cantidad, cuya multiplice es mayor que la equimultiplice de
otra, es mayor que ésta» (R. SiMsoN, ed. espaiiola, Madrid, 1774, pags.
144-145 —vid. el listado de la «Introduccidén general» a EucLipes, Ele-
mentos 1-IV (nim. 155 de la B.C.G.), VI, nim. 16—. Sobre la recons-
truccion hoy establecida de su niicleo conceptual y deductivo pueden
verse |. MUELLER, Philosophy of Mathematics and Deductive Structure in
Euclid's Elements, Cambridge (Mass.)-Londres, 1981, 3, §§ 3.1-3.2, pags.
134-148; L. VEGA, La trama de la demostracion, Madrid, 1990, 4, § 4.2,
pags. 329-330.

La teoria tiene, en fin, la trascendencia histérica que le han deparado
las circunstancias de su recepcidn y transmisidn, en particular a través de
las versiones arabigo-latinas de la Edad Media. No estara de més recordar
que la depuracién de algunas interpolaciones y confusiones debidas a esta
tradicion y difundidas por la influyente edicién de Campano — por ejem-
plo, una definicion espuria y abstrusa de «proporcién continua» —, asi
como la explicitacién progresiva de los supuestos operativos en la teoria,
marcaron el desarrollo de la critica textual de los Elementos antes de la
— digamos — «revolucion filolégica» del s. xix; las ediciones de Coman-
dino (1572, 1575) o de Simson (1756) son brillantes muestras. Cuenta
ademas con el interés anadido de haber contribuido a una incipiente ma-
tematizacion de la filosofia natural a través de, por ejemplo, Bradwardine
(en la primera mitad del s. xu1) y Oresme (en la segunda mitad del s. xiv).
E incluso, de creer a Lipschitz y a Dedekind (amén de algunos historia-
dores de nuestro tiempo), no habria sido ajena a la moderna fundamenta-
cién de los nimeros reales mediante la reduccién de un nimero irracional
a una «cortadura» en el conjunto ordenado de los nimeros racionales, en
la medida en que esta «cortadura» equivaldria a la que una razdn entre
magnitudes inconmensurables pudiera suponer en el contexto de la defi-
nicion V, 5: bastaria (segun dicen esos historiadores) asociar a una rela-
cién a/b irracional una particién en dos clases de numeros racionales m/n,
los que son tales que mb > ma y los que son tales que mb < ma. Pero esta
adaptacion de la definicién euclidea, aun siendo algebraicamente viable,
no dejaria de ser un trasplante demasiado forzado en un marco tan alejado
de los Elementos como los problemas de fundamentacion y reduccién de
la teoria matematica del s. xix.
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tantas hay también en AE iguales a z. Y, por lo mismo,
cuantas (magnitudes) hay en BH iguales a T, tantas hay tam-
bién en Ee iguales a z; asi pues, cuantas (magnitudes) hay
en la (magnitud) entera AH iguales a r, tantas hay también
en la (magnitud) entera Ae iguales a z; por tanto, cuantas
veces AH es multiplo de r, tantas veces lo serd ae de z. Lue-
go la suma de la primera y la quinta, AH, sera también el
mismo multiplo de la segunda, r, que la (suma de) la tercera
y la sexta, ae, de la cuarta, z.

Por consiguiente, si una primera (magnitud) es el mismo
multiplo de una segunda que una tercera de una cuarta y una
quinta es también el mismo multiplo de la segunda que una
sexta de la cuarta, la suma de la primera y la quinta sera el
mismo multiplo de la segunda que la suma de la terceray la
sexta de la cuarta. Q. E. D. -

ProOPOSICION 3

Si una primera (magnitud) es el mismo multiplo de una
segunda que una tercera de una cuarta, y se toman equi-
multiplos de la primera y la tercera, también por igualdad®®

Por lo demas, la teorfa del libro V no necesita galas ajenas para brillar
con luz propia en el contexto de los Elementos. Y bien se puede terminar
esta desmesurada nota introductoria con lo que dice Simson como remate
de sus anotaciones al libro V: «... concluida ya la enmienda del libro V,
por fin de é] asiento gustosisimo a la opinion de Cl. Barrow: es a saber
‘que nada hay en toda la Obra de los Elementos inventado con mayor suti-
leza, establecido con mas solidez, ni tratado con mis exactitud que la
doctrina de las proporcionales’» (R. SIMSON, op. cit., pag. 322).

2 Como Heiberg seiiala, el uso de di isou no hace referencia aquf a la
definicion 17 de «razén por igualdad». Se trata, no obstante, de un uso su-
ficientemente parejo como para justificar su empleo en este enunciado.
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cada una de las dos (magnitudes) tomadas seran equimul-
tiplos, respectivamente, una de la segunda, y la otra de la
cuarta.

Pues sea la primera, A, el mismo multiplo de la segunda,
B, que la tercera, T, de la cuarta, 4,y tomense los equimulti-
plos EzZ, He de A, T.

B +—t

E i i K Z
[ —tp——t

A r—a

Hr— 4 e

Digo que EZ es el mismo miitiplo de B que HO de a.

Pues dado que Ez es el mismo multiplo de A que EZ de
I', entonces, cuantas (magnitudes) hay en EZ iguales a A,
tantas hay también en He iguales a r. Dividase EZ en las
magnitudes EK, KZ iguales a A, y HO en las (magnitudes) HA,
a® iguales a r. Entonces el nimero de las (magnitudes) EK,
Kz sera igual al numero de las (magnitudes) HA, A8. Y
puesto que A es el mismo miltiplo de B que T de A, mientras
que EK es igual a A y HA aT, entonces EK €S el mismo mul-
tiplo de B que HA de 4. Por lo mismo KZ es el mismo multi-
plo de B que A® de a. Asi pues, dado que la primera, EK, €s
el mismo multiplo de la segunda, B, que la tercera, HA, de la
cuarta, A, y la quinta, Kz, también es el mismo multiplo de
la segunda, B, que la sexta, A®, de la cuarta, a; entonces la
suma de la primera y la quinta, EZ, es también el mismo
multiplo de la segunda, B, que la (suma de) la tercera y la
sexta, He, de la cuarta, a [V, 2].
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Por consiguiente, si una primera magnitud es el mismo
maltiplo de una segunda que una tercera de una cuarta, y se
toman equimiltiplos de la pnmera y la tercera, también, por
igualdad, cada una de las dos (magnitudes) tomadas seran
equimultiplos, respectivamente, una de la segunda y la otra
de la cuarta. Q. E. D.

PROPOSICION 4

Si una primera (magnitud) guarda la misma razon con
una segunda que una tercera con una cuarta, cualesquiera
equimultiplos de la primera y la tercera guardardn la
misma razon con cualesquiera equimiltiplos de la segunda
y la cuarta respectivamente, tomados en el orden corres-
pondiente.

Pues guarde la primera (magnitud), A, la misma razon
con la segunda, B, que la tercera, I, con la cuarta, A, ¥y
tomense los equimultiplos E, Z de A, T, y otros equimultiplos
tomados al azar?' H, ©, de B, A. 4

Digo que como Ees a H,asi Zes a e.3

Pues témense los equimultiplos K, A de E, z, y otros
equimultiplos tomados al azar, M, N de H, ©.

Dado que E es el mismo maltiplo deaquezder,y se
han tomado los equimultiplos K, A de E, Z, entonces K €5 el
mismo multiplo de A que A de 1 [V, 3]. Por lo mismo M es el
mismo multiplo de B que N de 22 Ahora bien, puesto que A
es a Bcomo T a 4, y se han tomado los equimultiplos K, A de

21 |a versién tradicional de ha érychen por «cualesquiera» seria pro-
blematica en ciertos casos y encubriria el tono informal — desde el punto
de vista logico— del texto gnego original. Por ello opto por la traduccién
«al azap.
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A, T'y otros equimultiplos tomados al azar M, N de B, 4, en-
tonces, si K excede a M, A también excede a N, y si es igual,

es igual, y si menor, menor [V, Def. 5]. Ahora bien, K, A son
equimultiplos de E, z, y M, N otros equimiltiplos tomados al
azar de H, ©; por tanto como E es a H, asi z a © [V, Def. 5].

Por consiguiente, si una primera (magnitud) guarda la
misma razon con una segunda que una tercera con una
cuarta, cualesquiera equimiltiplos de la primera y la tercera
guardaran la misma razén con cualesquiera equimiltiplos
de la segunda y la cuarta respectivamente, tomados en el
orden correspondiente. Q. E. D.
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PRrOPOSICION 5

Si una magnitud es el mismo multiplo de otra que una
(magnitud) quitada (a la primera) lo es de otra quitada
(a la segunda), la (magnitud) restante (de la primera) sera
también el mismo multiplo de la (magnitud) restante (de la
segunda) que la (magnitud) entera de la (magnitud) entera.

§P\ues sea la magnitud AB el mismo miiltiplo de la (mag-

nitud) ra que la (magnitud) quitada AE de) la (magnitud) qui-

an= af €% = n (2
tadarz. 0T pe- n(ta) §wen
Digo quwé la?magAntud) restante EB sera también el mis-

mo multiplo de la (magnitud) restante za que la (magnitud)
entera AB de la (magnitud) entera ra.

Asi pues, cuantas veces sea AE A e B
multiplo de rz, tantas veces losea T 2z
EB de rH?. '

Y dado que AE es el mismo
multiplo de rz que EB de Hr, entonces AE es el mismo
multiplo de rz que AB de Hz [V, 1]. Pero se ha asumido??
que AE sea el mismo multiplo de rz que AB de ra. Por tanto,
AB es el mismo miltiplo de cada una de las dos
(magnitudes) Hz, ra; luego Hz es igual a ra. Quitese de
ambas I'z; entonces la restante Hr es igual a la restante za. Y
puesto que AE es el mismo multiplo de rZ que EB de Hr, y

22 Esta manera de expresar la construccién podria dar a entender que
' es una magnitud dada, mientras que B debe ser hallada de modo que
sea igual a cierto miltiplo de rH. Sin embargo, EB es la que ha sido dada y
TH la que hay que hallar. Es decir, que I'H debe ser construida como un
submultiplo de EB.

3 Keitai més literalmente: «se ha pueston.
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Hr es igual a Az, entonces AE es el mismo multiplo de rz
que EB de za. Pero se ha supuesto que AE es el mismo
multiplo de rz que AB de ra; por tanto EB es el mismo milu-
plo de za que AB de ra. Luego la restante (magnitud) EB
también sera el mismo multiplo de za que la (magnitud)
entera AB de la (magnitud) entera ra.

Por consiguiente, si una magnitud es el mismo multiplo
de otra que una (magnitud) quitada (a la primera) lo es de
otra quitada (a la segunda), la (magnitud) restante (de la
primera) sera también el mismo multiplo de la (magnitud)
restante (de la segunda) que la (magnitud) entera de la
(magnitud) entera. Q. E. D.

PROPOSICION 6

Si dos magnitudes son equimultiplos de dos magnitudes
y ciertas (magnitudes) quitadas (de ellas) son equimultiplos
de estas (dos segundas), las restantes también son o iguales
a las mismas o equimultiplos de ellas.

Pues sean dos magnitudes AB, I'a equimiltiplos de dos
magnitudes E, Z, y sean las (magnitudes) quitadas AH, re
equimultiplos de las mismas E, Z.

Digo que las (magnitudes) res-

H
A B tantes HB, ©A también son iguales a
E+— E, Z 0 equimultiplos de ellas.
Pues sea en primer lugar HB
K et A igual a E.
2 Digo que ea es también igual
az.

Asi pues, hagase rk igual a z.
Dado que AH es el mismo multiplo de E que re de z, y que
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HB es igual a E y KI' a Z, entonces AB es el mismo multiplo
de E que ko de z [V, 2]. Pero se ha supuesto que AB es el
mismo multiplo de E que ra de z; por tanto Ke es el mismo
maltiplo de z que ra de z. Asi pues, dado que cada una de
las (magnitudes) ke, r'a es el mismo multiplo de z, entonces
ke es igual a ra. Quitese de ambos 1'®; entonces la (mag-
nitud) restante Kr es igual a la (magnitud) restante ®a. Pero
Z es igual a Kr; entonces €A también es igual a z. De modo
que si HB es igual a E, también @4 sera igual a Z.

De manera semejante demostrariamos que, si HB es mul-
tiplo de E, ©4 sera también el mismo multiplo de 2.

Por consiguiente, si dos magnitudes son equimultiplos
de dos magnitudes, y ciertas (magnitudes) quitadas (de
ellas) son equimultiplos de estas (dos segundas), las restan-
tes también son o iguales a las mismas o equimultiplos de

ellas. Q. E. D. % ?. ug -

e md | Soeus HA ¥ M E 4y [0

PA=M™M,7¢ 'r’e = M‘L%‘ % He = m-s_i
Oh zw's <

3 Lit.: «si es multiplo de... tantas veces lo serd...».

3% R. Simson se cree obligado a afiadir, tras esta proposicion, cuatro
proposiciones derivadas de la Def. V, 5, que obran tacitamente no solo en
algunas pruebas de este mismo libro, sino en otras aplicaciones de la teoria
de 1a proporcion en los Elementos. Son los teoremas siguientes. A: «Si la
primera cantidad [i.e., magniiud] tiene a la segunda 'a misma razén que la
tercera a la cuarta, sera la tercera mayor, igual o menor que la cuarta segun
sea la primera mayor, igual o menor que la segunda». B: «Si cuatro canti-
dades fueren proporcionales, también inversamente seran proporcionales».
C: «Si la primera cantidad fuese igual multiplice o la misma parte de la se-
gunda due la tercera lo es de la cuarta, la primera sera a la segunda como
la tercera a la cuartav. D: «Si la primera cantidad fuese a la segunda como
la tercera a la cuarta, y la primera fuese multiplice o parte de la segunda, la
tercera sera la misma muitiplice o la misma parte de la cuarta» (SIMSON,
ed. cit., pags. 121-123, y notas, pags. 312-314). Las razones de Simson
para estas adiciones parecen mas pendientes de los comentarios suscitados
por la presentacion de Euclides que de la teoria misma del libro V.
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PRrOPOSICION 7

Las (magnitudes) iguales guardan la misma razoén con
una misma (magnitud) y la misma (magnitud) guarda la
misma razon con las (magnitudes) iguales.

Sean A, B las magnitudes iguales y I otra, tomada al

4

azar?.
- =

A-® . A s

B’—'——"‘ E

r z
N B Y %:% Digo que cada una de las (inagnitudes) A, B guarda
T v /la misma razén con r y T con cada una de las (magnitu-

A -des) A, B.

8= ‘( 2 Pues tomense los equimultiplos a, E de A, B y otro equi-
B s'\" multiplo al azar, z der.
=

Asi pues, dado que a es el mismo multiplo de A que E de
a=¥€ B, y A es igual a B, entonces A es también igual a E. Pero Z es
otra (magnitud) tomada al azar. Entonces, si a excede a Z, E
también excede a z, y si es igual es igual, y si es menor, me-
2 wMROA oL #e®% | or. Ahora bien, 4, E son equimultiplos de A, B, y Z otro
' equimultiplo, al azar, de r; entonces, como A es a T, asi B es
ar [V, Def. 5]
Digo que I guarda también la misma razén con cada una
de las (magnitudes) A, B.

% Se trata del mismo uso de hd étvchen que en la proposicion 4. Cf.
nota 21.
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Pues, siguiendo 1a misma construccion, demostrariamos
de manera semejante que A es igual a E; pero Z es alguna
otra (magnitud), entonces, si z excede a A, excede también a
E, ¥ si es igual, también es igual, y si es menor, menor.
Ahora bien, Z es miltiplo de I, mientras que a, E son otros
equimultiplos, tomados al azar de A, B; por tanto, como r es
aA,asiresaB[V, Def 5).

Por consiguiente, las (magnitudes) iguales guardan la
misma razén con una misma (magnitud) y la misma
(magnitud) (guarda la misma razén) con las (magnitudes)
iguales.

Porisma:

A partir de esto queda claro que, si algunas magnitudes
son proporcionales, también son proporcionales por inver-
sion [V, Def. 13]. Q. E. D.

PrOPOSICION 8

De magnitudes desiguales, la mayor guarda con una
misma (magnitud) una razén mayor que la menor, y la
misma (magnitud) guarda con la menor una razon mayor
que con la mayor.

Sean AB, I magnitudes desiguales, y sea la mayor AB, y
otra, al azar, A.

Digo que AB guarda con A una razoén mayor que I’ con A,
y A guarda con I una razén mayor que con AB.

Pues como AB es mayor que I, hagase BE igual a I, en-
tonces la menor de las (magnitudes) AE, EB, multiplicada,
serd alguna vez mayor que a [V, Def. 4]. En primer lugar,
sea AE menor que EB, y multipliquese AE, y sea su multiplo
ZH que es mayor que 4, y, cuantas veces ZH es multiplo de
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AE, tantas veces lo sea también Ho de EB y K de r; tdmese A
doble de A y M triple (de a), y asi sucesivamente?’ hasta que
el muiltiplo tomado de A sea el primero mayor que K.
Tomese y sea N, el cuddruplo de 4, el primero mayor que K.

A5 B A bt
r— A— s
z 4 e M

K N

Asi pues, dado que K es el primero menor que N, enton-
ces K no es menor que M; y, dado que zH es el mismo mul-
tiplo de AE que He de EB, entonces ZH es el mismo multiplo
de AE que ze de AB [V, 1]. Ahora bien, zH es el mismo mul-
tiplo de AE que K de r; luego ze es el mismo multiplo de AB
que K de I. Por tanto ze, K son equimultiplos de AB, T.
Como He es a su vez el mismo multiplo de EBque K de T, y
EB es igual a r, entonces HO es también igual a K; pero K no
€s menor que M; por tanto He tampoco es menor que M.
Pero zH es mayor que 4; asi pues, la (magnitud) entera ze
€s mayor que A y M juntas.

Ahora bien, A y M juntas son iguales a N, puesto que M
es efectivamente el triple de A, mientras que M y A juntas
son el cuadruple de A, y N es también el cuadruple de a; por
tanto M y A juntas son iguales a N. Pero ze es mayor que M,
a; luego ze excede a N; mientras que K no excede aN. Y ze,
K son equimultiplos de AB, I, mientras que N es otro (mul-
tiplo), tomado al azar, de A; por consiguiente AB guarda una
razén mayor con A que  con A [V, Def. 7].

B Kai hexés heni pleion, en el sentido de multiplos sucesivamente in-
crementados de uno en uno.

g
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Digo ademas que a guarda también una razén mayor
con I que A con AB.

Pues, siguiendo la misma construccion, demostrariamos
de manera semejante que N excede a K, mientras que N no
excede a ze. Y N es multiplo de a, mientras que ze, K son
otros equimiltiplos tomados al azar de aB, r; por consi-

A Vr———————+——— B A r——t
T r———— A e t——

H / .
z L] M —— ety
Ko—-——-o——-f N

guiente A guarda con I una razén mayor que A con AB [V,
Def. 7].

Sea ahora AE mayor que EB. Entonces la menor EB, mul-
tiplicada, serd alguna vez mayor que a [V, Def. 4]. Multipli-
quese y sea HO un miltiplo de EB, y mayor que 4, y, cuantas
veces HO es multiplo de EB, tantas veces sea también zH
multiplo de AE y K de r. De manera semejante demostraria-
mos que 28, K son equimultiplos de AB, r; tomese pareja-
mente N como multiplo de A y el primero mayor que zH; de
modo que de nuevo ZH no es menor que M, y HO es mayor
que A; entonces la (magnitud) entera ze excede a A, M, es
decir a N. Pero K no excede a N, puesto que ZH que €s mayor
que He, es decir que K, tampoco excede a N. Y del mismo
modo siguiendo los pasos de arriba completamos la demos-
tracion.

Por consiguiente, de las magnitudes desiguales, la ma-
yor guarda con una misma (magnitud) una razon mayor que
la menor; y la misma (magnitud) guarda ‘con la menor una
razén mayor que con la mayor. Q. E. D. ’

191.-3
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PROPOSICION 9

Las (magnitudes) que guardan con una misma (magni-
tud) la misma razon son iguales entre si; y aquellas con las

que una misma (magnitud) guarda la misma razon, son
iguales.

Pues guarde cada una de las (magnitudes) A, B la misma
razon con .

A 8 Digo que A es igual a B.

Pues, si no, cada una de las (mag-
nitudes) A, B no guardaria la misma
razon con I [V, 8]; pero la guarda; luego A es igual a B.

Guarde a su vez i la misma razén con cada una de las
(magnitudes) A, B.

Digo que A es igual a B.

Pues, si no, I no guardaria la misma razon con cada una
de las (magnitudes) A, B [V, 8]; pero la guarda; luego A es
igual a B.

Por consiguiente, las (magnitudes) que guardan con una
misma (magnitud) la misma razon son iguales entre si; y
aquellas con las que una misma (magnitud) guarda la misma
raz6n, son iguales. Q. E. D.

I ———————t

ProPOSICION 10 @ ‘

De lus (magnitudes) que guardan razon con una misma
(magnitud). la que guarda una razon mayor, es mayor. Y
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aquella con la que la misma (magnitud) guarda una razon
mayor, es menor.

Pues guarde A con I' una raz6én mayor que B conT.

Digo que A es mayor que B.

Pues, si no, o0 A es igual a B 0 es menor. Ahora bien, A
no es igual a B: pues (entonces) cada
una de las (magnitudes) A, B guarda-  # — B
ria la misma razén con r [V, 7]; pero LI —
no la guarda; luego A no es igual a
B. Ahora bien, A tampoco es menor que B: pues (entonces) A
guardaria con r una razén menor que B con 1 [V, 8]; pero no
la guarda; luego A no es menor que B. Y se ha demostrado
que tampoco es igual. Por tanto A es mayor que B.

Guarde a su vez I con B una razon mayor que ' con A.

Digo que B es menor que A.

Pues, si no, o0 es igual o es mayor. Ahora bien, B no €s
igual a A: pues (entonces) T guardaria con cada una de las
(magnitudes) A, B la misma razon [V, 7]; pero no la guarda;
luego A no es igual a B. Ahora bien, tampoco B es mayor
que A: pues (entonces) T guardaria una raz6én menor con B
que con A [V, 8]; pero no la guarda; luego B no es mayor
que A. Y se ha demostrado que tampoco €s igual; por tanto
B €S Menor que A.

Por consiguiente, de las (magnitudes) que guardan razon
con una misma (magnitud), la que guarda una razon mayor,
es mayor. Y aquella con la que la misma (magnitud) guarda
mayor razon, es menor. Q. E. D. 28,

8 Ep esta proposicion introduce Euclides unas nociones de razon ma-
yOr 0 menor en un contexto en el que la referencia a la def. V, 7, puede ser
insuficiente. Como se ha observado reiteradamentc (desde SIMSON, 1756
— vid. ed. cit., notas, pags. 315-317—; cf. Heatn, ed. cit., 11, pags. 156-
157). no se deben aplicar de modo inmediato a las razones las condiciones
estipuladas o supuestas para Jas magnitudes, en particular la condicion dc
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ProposiCION 11

Las razones que son iguales a una misma razon son
también iguales entre si®.

Pues, como AesaBseaasiraa,y,comoresaa asi E
az

Digo que comoAesaBasiEesaz.

Témense los equimultiplos H, ©, K de A, I, E y otros
equimultiplos, tomados al azar, A, M, N de B, A, Z.

A, F— E+—
Br——- Ar——t Z
H litrmeeedd e 4 K
A — M i N bt

Y puesto que como A es a B, asi I' es a A, y se han toma-
do los equimiiltiplos H, e de A, T, y otros equimiltiplos, to-
mados al azar, A, M de B, A, entonces, si H excede a A, tam-
bién e excede a M, y si es igual, es igual, y si menor, menor.

tricotomia o el corolario destacado por Simson: que una magnitud no pue-
de ser a la vez mayor o menor que otra (SiMsoN, ed. cit., pag. 316). El
propio Euclides vendré a probar en la proposicion siguiente que las razo-
nes iguales a una misma razon son iguales entre si, pese a disponer de la
nocién comun | («las cosas iguales a una misma cosa son iguales entre
si»); en esta prop. V 11, Euclides, en vez de considerar una aplicacion di-
recta de esta nocion comiin, desarrollard una prueba especifica de la igual-
dad entre razones.

2 por razones estilisticas traduzco hoi autoi por «iguales», pues en
este caso son expresiones equivalentes. Sigo, por otra parte, al traductor
anénimo de Simson.
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Asimismo, puesto que E €s a Z como I'¢s a 4,y s¢ han
tomado los equimultiplos ©, K de I, E y otros equimultiplos,
tomados al azar, M, N de a, z, entonces, si 8 excede a M,
también K excede a N, y si es igual, es igual, y si menor, me-
nor. Pero si © excede a M, también H excede a A, y si es
igual, es igual, y si menor, menor, de modo que, si H excede
a A, K excede también a N, y si es igual, es igual, y si menor,
menor. Ahora bien, H, K son equimultiplos de A, E, y A, N
otros equimiltiplos, tomados al azar, de B, Z; por tanto,
comoAesaB,asiEaz.

Por consiguiente, las razones que son iguales a una mis-
ma razon, también son iguales entre si. Q. E. D.

PROPOSICION 12

Si un numero cualquiera de magnitudes fueren propor-
cionales, como sea una de las antecedentes a una de las
consecuentes, asi seran todas las antecedentes a las conse-
cuentes°.

Sean A, B, T, A, E, Z un numero cualquiera de magnitudes
proporcionales, (de modo que) como A s a B, asisonraay
EazZ

Digo que como A es a B, asi seran A, I, EaB, A, Z.

Témense pues los equimultiplos H, ©, K de A, T, E'Y
otros equimiltiplos, tomados al azar, A, M, N de B, A, Z.

3 Expresion algebraica: sia:a'::b: b c:c, cada razon es igual a
larazon (@ + b + ¢ +..):(a" + b' + ¢'...). Este teorema aparece en ARIs-
16TELES, Etica Nicomdquea V 5 1131bl14, en la forma abreviada: «El todo
es al todo como cada parte es a cada parte».

1
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Ahora bien, puestoque resaAyEaZcomoAesaB;y
se han tomado los equimiltiplos H, ©, K de A, T, E; y otros

Ar— F—— Er—
Br— AD-;——* Zr—

H e A
0 M

K N bt

equimiltiplos, tomados al azar, A, M, N de B, 4, Z; entonces,
si H excede a A, también ® aM y K a N, y si es igual, igual, y
si menor, menor. De modo que, si H excede a A, también H,
9, K (exceden) a A, M, N, y si es igual, (son) iguales, y si me-
nor, menores. Tanto H como H, ©, K son equimultiplos de A
y de A, I, E, pues, en efecto, si hay un nimero cualquiera de
magnitudes respectivamente equimultiplos de cualesquiera
otras magnitudes iguales en numero, cuantas veces una de
las magnitudes es multiplo de otra, tantas veces lo seran
también todas de todas [V, 1].

Por la misma razon, tanto A como A, M, N son equimulti-
plos de By de B, 4, Z; luego, como AesaB,asi A,T,EaB, 4,
z [V, Def. §]. '

Por consiguiente, si un numero cualquiera de magnitu-
des fueren proporcionales, como sea una de las antecedentes
a una de las consecuentes, asi seran todas las antecedentes a
las consecuentes. Q. E. D.

R R g e i e o
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PropPOSICION 13

Si una primera (magnitud) guarda con una segunda la
misma razon que ura tercera con una cuarta, y la tercera
guarda con la cuarta una razon mayor que una quinta con
una sexta, la primera guardara también con la segunda una
razoén mayor que la quinta con la sexta.

Guarde pues la primera, A, con la segunda, B, la misma
razon que la tercera, I, con la cuarta, a; y guarde la tercera,
r, con la cuarta, A, una razon mayor que la quinta, E, con la
sexta, Z.

Digo que la primera, A, guardara también con la segun-
da, B, una razén mayor que la quinta, E, con la sexta, Z.

Pues como hay algunos equimiiltiplos de r, E y otros
equimultiplos, tomados al azar, de 4, z, tales que el multiplo
de r excede al multiplo de A pero
el multiplo de E no excede al
miltiplo de z [V, Def. 7], tomense ~ z——
y sean H, ® equimultiplos de T, E; o
y K, A otros equimultiplos al azar
de A, Z, de modo que H excedaak A
pero © no exceda a A; y cuantas
veces H sea multiplo de r, tantas veces lo sea también M de
A, y cuantas veces sea multiplo K de 4, tantas veces lo sea
también Nde B.

[ e ]
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Y puesto que I' es a A como A es a B, y se¢ han tomado los
equimultiplos M, H de A, T y otros equimultiplos, tomados al
azar, N, K de B, A, entonces, si M excede a N, también H ex-
cede a K, y si es igual, es igual, y si menor, menor [V, Def.
5]. Pero H excede a K; luego M también excede a N. Ahora
bien, ® no excede a A; y M, © son equimultiplos de A, E,
mientras que N, A (son) otros equimiltiplos, tomados al
azar, de B, Z; luego A guarda con B una razén mayor que E
con z [V, Def. 7].

Por consiguiente, si una primera (magnitud) guarda con
una segunda la misma razén que una tercera con una cuarta,
y la tercera guarda con la cuarta una razén mayor que una
quinta con una sexta, la primera guardard también con la
segunda una razoén mayor que la quinta con la sexta. Q. E. D.

PRrOPOSICION 14

Si una primera (magnitud) guarda con una segunda la
misma razén que una tercera con una cuarta y la primera
es mayor que la tercera, la segunda sera también mayor
que la cuarta, y si es igual, serd igual, y si menor, menor.

Guarde pues la primera, A, con la segunda, B, la misma
razon que la tercera, I, con la cuarta, A, y sea A mayor que I.

Digo que también B es mayor que A.

Pues como A es mayor que I' y B otra (magnitud), toma-
da al azar, entonces A guarda una mayor razén con B que I
con B [V, 8]. Pero como A es a B,
asi T es a a; entonces I guarda
también con A una razén mayor
que T con B [V, 13]. Ahora bien, aquella con la que una

A — T

B A
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misma magnitud guarda una razon mayor, €s menor (v, 10];
asi pues, A es menor que B; de modo que B €s mayor que a.

De manera semejante demostrariamos que si A €s igual a
I, B también sera igual a Ay si A es menor que I', B sera
también menor que A.

Por consiguiente, si una primera magnitud guarda con
una segunda la misma razon que una tercera con una cuarta,
y la primera es mayor que la tercera, la segunda sera tam-
bién mayor que la cuarta, y si es igual, igual, y si menor,
menor. Q. E. D.3".

PROPOSICION 15

Las partes guardan la misma razon entre si que sus mis-
mos multiplos . tomados en el orden correspondiente.

Sea pues AB el mismo multiplo de 1 que ak de Z.

Digo que como T es a Z, asi AB a AE.

Pues dado que AB es el mismo multiplo de I que AE de
z, entonces, cuantas magnitudes iguales ar hay en AB, otras
tantas (habra) iguales a Z en AE.
Dividase AB en las (magnitudes) A———+——8 TI+—
AH, HO, ©B iguales a I, y AE en las K A g
(magnitudes) aK, KA, AE iguales
a z; entonces el nimero de las
(magnitudes) AH, He, ©B sera igual al namero de las (mag-
nitudes) aK, KA, AE. Y puesto que AH, HO, 6B son iguales

3! Simson anade la prueba especifica del segundo y tercer caso de esta
proposicién, a saber: si A es igual o menor que T. Cf. SiMsoN, ed. cit., pig.

131,
32 En griego: hosaiitds pollaplasiois.




42 ELEMENTOS

entre si y AK, KA, AE son también iguales entre si, entonces,
como AH es a AK, asi H8 a KA, Y 6B a AE [V, 7]. Por tanto,
como una de las antecedentes es a una de las consecuentes,
asi todas las antecedentes seran también a todas las conse-
cuentes [V, 12]; entonces, como AH es a 4K, asi AB a AE.
Ahora bien, AH es igual a T, y AK a Z; luego, como I es a Z,
asi AB a AE.

Por consiguiente, las partes guardan la misma razon en-
tre si que sus mismos multiplos tomados en el orden corres-
pondiente. Q. E. D.

PROPOSICION 16

Si cuatro mugnitudes son proporcionales, también por
alternancia seran proporcionales.

Sean A, B, I', A, cuatro magnitudes proporcionales, (a sa-
ber) como A e€s a B, asil aA.

Digo que lo seran también por alternancia, (a saber)
comoAesal asiBaa.

Tomense los equimultiplos E, Z de A, B y otros equimul-
tiplos, tomados al azar, n, & de 1, A. Y puesto que E es el

A T
Boo 2
E Fan fj: : . H . N

mismo multiplo de A que z de B, las partes guardan la mis-
ma razén que sus mismos multiplos [V, 15]; entonces, como
AesaBasi Eaz Perocomo AesaB,asir aa; luego, co-
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mo I' es a A, asi también E a z [V, 11]. A su vez, puesto que
H, © son equimultiplos de T, A, entonces, como T es a A, asi
Hae [V, 15]. Pero como I es a A asi E a Z; luego como E es
a z, asi también H a e [V, 11]. Ahora bien, si cuatro
magnitudes son proporcionales, y la primera es mayor que
la tercera, la segunda sera también mayor que la cuarta, y si
es igual, igual, y si es menor, menor [V, 14]. Por tanto, si E
excede a H, también z excede a 8, y si es igual, es igual, y si
menor, menor. Ahora bien, E, Z son equimiltiplos de A, B, Y
H, 8, otros (equimiltiplos), tomados al azar, de r, A; luego,
comoAesarl,asi Baa [V, Def. 5].

Por consiguiente, si cuatro magnitudes son proporciona-
les, también por alternancia seran proporcionales. Q. E. D.

ProposiCiON 17

Si unas magnitudes son proporcionales por composi-
cion, también por separacion seran proporcionales™.

Sean AB, BE, A, AZ magnitudes proporcionales por com-
posicion (de modo) que como AB €s a BE, asi A €s a AZ.

Digo que también por separacion seran proporcionales,
de modo que, como AE sea a EB, asi I'Z serd a AZ.

33 Expresion algebraica:
sia:b:c:d entonces(@a-b):b:(c—d):d

Euclides emplea aqui synkeimenos légos «razbn compuesta» en el sen-
tido de synthesis logou «composicion de una razén», lo que demuestra que
ambos términos no estan claramente definidos en los Elementos, cf. no-
ta 13
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Pues tomense los equimultiplos He, 8K, AM, MN de AE,
EB, I'Z, ZA y otros equimiltiplos, tomados al azar, k=, NI1 de
EB, ZA.

Y dado que He es el mismo multiplo de AE que oK de
EB, entonces HO es el mismo multiplo de AE que HK de AB

E H (<] K ]
Ar B

Z A M N n
Fr—t———tA SV

[V, 1]. Pero He es el mismo multiplo de AE que AM de rz;
entonces HK es el mismo multiplo de AB que AM de rz.
Como AM es a su vez el mismo miltiplo de rz que MN de
Za, entonces AM es el mismo miiltiplo de rz que AN de ra
[V, 1]. Pero AM era el mismo multiplo de rz que HK de AB;
asi pues HK es el mismo multiplo de AB que AN de ra. Por
tanto HK, AN son equimultiplos de AB, ra. Como 6K es a su
vez el mismo multiplo de EB que MN de z4, y K= es también
el mismo multiplo de EB que NI1 de za, la suma ez es tam-
bién el mismo multiplo de EB que Ml de za [V, 2]. Ahora
bien, dado que, como AB es a BE, asi A es a AZ, y se han
tomado los equimiltiplos HK, AN de AB, raA y los equimulti-
plos @z, M1l de EB, za, entonces, si HK excede a 6z, AN exce-
de también a M1, y si es igual, es igual, y si menor, menor.
Exceda HK a ©z; entonces, si se quita la (magnitud) comun,
6K, también He excede a K=. Pero si HK excedia a ©z, AN
también excedia a Mi1; luego AN excede también a M1, y si
se quita la (magnitud) comin MN, AM también excede a NI,
de modo que, si He excede a K=, AM excede también a NII.
De manera semejante demostrariamos que si H® es igual a
K=, AM también sera igual a NII, y si es menor, sera menor.
Ahora bien, He, AM son equimultiplos de AE, rz, pero K=,
NI1 son otros equimultiplos tomados al azar de EB, za; por
tanto, como AE es a EB, asi I'Z a ZA.
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Por consiguiente, si unas magnitudes son proporcionales
por composicién, también por separacién serdn proporcio-
nales. Q. E. D.

PROPOSICION |8

Si unas magnitudes son proporcionales por separacion,
también por composicion seran proporcionales.

Sean AE, EB, I'Z, za magnitudes proporcionales por sepa-
racion, (de modo que) como AE es 3 EB, asi I'Z es a ZA.

Digo que también por composicion seran proporciona-
les, (de modo que) como AB (es) a BE, asi I'a (sera) a AZ.

Porque si A no es a AZ COMo AB a BE, entonces, COmo
AB es a BE, asi I'A sera a una (magnitud) menor que AZ 0 a
una mayor.

Sea en primer lugar proporcional a la menor aH. Dado
que cOomo AB es a BE, asi I'a €s a AH, son magnitudes propor-

E

cionales por composicion; asi pues también seran propor-
cionales por separacion [V, 17]. Por tanto, como AE es a EB,
asi rH a Ha. Pero también se ha supuesto que como AE es a
EB, asi Iz a za. Luego, como rH es a Ha, asi rza za [V, 11].
Pero la primera rH es mayor que la tercera I'z; entonces la
segunda Ha también es mayor que la cuarta za [V, 14]. Pero
también menor; lo cual es imposible; por tanto no es el caso
de que ra sea a una (magnitud) menor que za, como AB a
BE. De manera semejante demostrariamos que tampoco es
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proporcional a una mayor; asi pues serad proporcional a la
propia (zZa).

Por consiguiente, si unas magnitudes son proporcionales
por separacion, también por composicién seran proporcio-
nales. Q. E. D. 3.

ProposiciON 19

Si como un todo es a otro todo, asi es una (parte) qui-
tada (de uno) a una (parte) quitada (de otro), la (parte)
restante sera tambicén a la (parte) restante como el todo es
al todo.

Pues como el todo AB es al todo ra, asi sea la (parte)
quitada AE a la (parte) quitada rz.

Digo que la (parte) restante EB sera también a la (parte)
restante za como el todo AB es al todo ra.

3 La demostracion supone la existencia de un cuarto término propor-
cional. Diversos editores y comentadores de los Elementos, al menos des-
de Clavio (1574. 2.* ed. 1589), han optado por la declaracion expresa de
csa suposicién a titulo de axioma. Otros han preferido la opcién de una
prueba indcpendiente de dicho supuesto o a opcion de demostrar previa-
mente la suposicion misma (HeaTH, ed. cit,, II, pags. 170-174, ofrece di-
versas muestras). El propio Euclides demostrara mas adelante, en la prop.
VI 12, un caso particular en ¢l que los términos proporcionales son lineas
rectas. Por lo demas, una vez asumida la existencia de una «cuarta
proporcional», se podria derivar ulteriormente su unicidad a través de las
proposiciones V 11y V9.
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Pues, dado que como AB es a ra, asi AE es a 'z, también,
por alternancia, como BA es a AE, asi ar arz [V, 16]. Y
puesto que son magnitudes proporcionales por composicion,
también por separacion seran proporcionales [V, 17] (es
decir) como BE es a EA, asi AZ a I'Z; y, por alternancia, como
BE es a AZ, asi EA a Zr [V, 16]. Pero, como AE es a I'z, asi se
ha supuesto que el todo AB es al todo ra. Luego la (parte)
restante EB sera a la (parte) restante za como el todo AB es al
todora [V, 11].

Por consiguiente, si como un todo es a otro todo, asi es
una (parte) quitada (de uno) a una (parte) quitada (del otro),
la (parte) restante sera también a la (parte) restante como el
todo es al todo. Q. E. D.

Y puesto que se ha demostrado que como AB €s a I'A,
asi EB a za, también por alternancia, como AB e€s a BE, asi I'A
a za, luego son magnitudes proporcionales por composi-
cion; pero se ha demostrado que como BA es a AE, asi AT s
arz;y esto es por conversion} 3.

Porisma:

A partir de esto queda claro que si unas magnitudes son
proporcionales por composicion, también por conversion
seran proporcionales. Q. E. D.

ProposiCioN 20

Si hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en numero
que, tomadas de dos en dos, guardan la misma razon, y si,

3% Heiberg atetiza las lineas que se encuentran entre la conclusion y el
porisma porque Euclides no acostumbra a explicar un porisma, ya que, por
su propia naturaleza, un porisma no precisa explicacién sino que es algo
que se presenta, segun Proclo, apragmaterités, es decir, «sin esfuerzo».
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por igualdad, la primera es mayor que la tercera, también
la cuarta seré mayor que la sexta; y si s igual, igual, y si
es menor, menor.

Sean A, B, I' tres magnitudes y A, E, Z otras iguales a
ellas en nimero que, tomadas de dos en dos, guarden la
misma razon, (es decir que) como A €s a B, asinesaEy
como B es aT, asi E a Z, y, por igualdad, sca mayor A que r.

Digo que A serd también mayor qué z, y si es igual,
igual, y si €s menor, menor.

A bt A =t
e ‘

B et E +——rt

[ et Zr—

Pues dado que A es mayor que I'y B €S otra (magnitud)
cualquiera, la mayor guarda con una misma (magnitud) una
razén mayor que la menor [V, 8], entonces A guarda con B
una razén mayor que I' con B. Pero como A €s a B,asiaesa
E, y por inversion, como I es'a B, asi z es a E; luego A tam-
bién guarda con E una raz6én mayor que Z con E (v, 131
Ahora bien, de las magnitudes que guardan razon con una
misma (magnitud), la que guarda una razon mayor es mayor
[V, 10]. Asi pues A es mayor que z. De manera semejante
demostrariamos que, si A es igualaT, también A seré igual a
Z, y si es menor, menor.

Por consiguiente, si hay tres magnitudes y otras iguales
a ellas en namero que, tomadas de dos en dos, guardan la
misma razon, y si, por igualdad, la primera es mayor que la
tercera, también la cuarta sera mayor que la sexta; y si es
1gual s 1gual, y sl es menor, menor. Q. E. D. A< 3&
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ProPOSICION 21

Si hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en numero
que, tomadas de dos en dos, guardan la misma razon y su
proporcion es perturbada, y si, por igualdad, la primera es
mayor que la tercera, también la cuarta serd mayor que la
sexta; y si es igual, igual; y si es menor, menor.

Sean A, B, I' tres magnitudes y 4, Z, E otras iguales a
ellas en numero que, tomadas de dos en dos, guarden la
misma razon, y sea su proporcion perturbada (es decir que)
comOAesaB,asiF_aZ,ycomoBcsar,asiAaE,y,por
igualdad, sea A mayor que I'.

Digo que & también sera ma-
yor que Z, y si es igual, igual, y si
€S menor, menor.

Pues como A €s mayor que I, y
B otra magnitud, entonces A guarda una razén mayor con B
que r con B [V, 8]. Pero como A es a 8B, asi E a Z, y por
inversion, como I es a B, asi Ees a A. Por tanto E guarda una
razén mayor con Z que E con A [V, 13]. Pero aquello con lo
que una misma (magnitud) guarda una razobn mayor es
menor [V, 10], luego Z es menor que A, por tanto A es mayor
que z. De manera semejante demostrariamos que si A es
igual a T, A sera también igual a z, y si menor, menor.

Por consiguiente, si hay tres magnitudes y otras iguales
a ellas en niimero, que, tomadas de dos en dos, guardan la
misma razon, y su proporcion es perturbada; y si, por igual-
dad la primera es mayor que la tercera, la cuarta sera tam-

A

] Ar—-—ﬂ
B — E ————t

[t 2 r—t

® A > 2 bién mayor que la sexta; y si es igual, igual; y si es menor,
AL &2 N AZ e A4z  menor. Q. E.D.
B € A= ™ €= tB
A42E 191.-4 A ) A o2
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PROPOSICION 22

Si hay un numero cualquiera de magnitudes y otras
iguales a ellas en numero que, tomadas de dos en dos,
guardan la misma razén, por igualdad guardardn también
la misma razon.

Sean A, B, I un numero cualquiera de magnitudes y a, E,
Z otras iguales a ellas en numerc que, tomadas de dos en
dos, guarden la misma razén (es decir que) como A es a B,
asinesaE,ycomoBesarl,asiEesaz.

A V————t B [ R ——
JY— B o —
H+— K M

e A N

Digo que por igualdad guardaran también la misma ra-
z6n (i. e. que como Aesar, asi A es a Z).

Pues tomense los equimiltiplos H, ® de A, a y otros
equimiltiplos tomados al azar K, A de B, E, y ademas otros
equimultiplos al azar M, Nde, z.

Y dado que como A es a B, asi A es a E, y se han tomado
los equimultiplos H, ® de A, 4 y otros equimiltiplos tomados
al azar K, A de B, E, entonces como HesaK asi @ a A [V, 4]
Por lo mismo, como K es a M, asi A es a N. Asi pues, dado
que H, K, M son tres magnitudes y 6, A, N otras magnitudes
iguales a ellas en numero que, tomadas de dos en dos, guar-
dan la misma razon, entonces, por igualdad, si H excede a
M, © también excede a N; y si es igual, es igual; y si es me-

A =
T

.
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nor, menor [V, 20]. Ahora bien, H, © son equimultiplos de
A, A, Y M, N otros equimultiplos tomados al azar de r, z.
Entonces como Aesar,asiaesaz[V,Def 5]

Por consiguiente, si hay un niimero cualquiera de mag-
nitudes y otras iguales a ellas en nimero que, tomadas de
dos en dos, guardan la misma razoén, por igualdad guardaran
también la misma razon. Q. E. D.

PRrROPOSICION 23

Si hay tres magnitudes y otras iguales a ellas en numero
que, tomadas de dos en dos, guardan la misma razonm, y su
proporcion es perturbada, por igualdad guardardan también
la misma razon.

Pues sean A, B, I tres magnitudes y A, E, Z otras iguales a
ellas en numero que, tomadas de dos en dos, guarden la

A by Bt r—
A— E pm—mt Zr—

H e A ———
e M ot N

misma razén y sea su proporcion perturbada, (es decir que)
comoAesaB,asiEaZycomoBesarl,asiAaE.

Digo que comoAesar,asiaesaz.

Pues témense los equimultiplos H, @, K de A, B, A y otros
equimultiplos tomados al azar A, M, NdeT, E, Z.

Y dado que H, @ son equimultiplos de A, B y las partes
guardan la misma razéon que sus mismos multiplos [V,

<= 3
A B )

A A A, b_ A L E- 2 S '
£ o T T B Tz
| B-A ‘#:;:AJR-(Z',AA
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15]3¢, entonces como A €s a B, asi H es a ©. Por lo mismo,
como E es a Z, asi también M a N; ahora bien, como A €s a B,
asi E a Z; entonces como Hesa®,asiMaN [V, 11]. Y dado
que,comoBesar, asi A a E, también, por alternancia, como
Besaa,asi rak([V, 16]. Y puesto que ©. K son equimulti-
plos de B, A, y las partes guardan la misma razon que sus
equimiltiplos, entonces como B €s a 4, asi ® a K [V, 15].
Ahora bien, como B es a a, asi I a E; luego también como 8
es aK, asi raE[V, 11]. A su vez, dado que A, M son equi-
multiplos de r, E, entonces, como I' es a E, asinaMI[V,15].
Ahora bien, como I es a E, asi ® a K; luego también como &
esak,asinaM[V, 11}y, por alternancia, como © €s a A,
asi K es a M [V, 16]. Pero se ha demostrado también que
comoHesa®,asiMaN.

Asi pues, dado que H, ©, A sOn tres magnitudes y K, M, N
otras iguales a ellas en numero que, tomadas de dos en dos,
guardan la misma razon, y su proporcién es perturbada, en-
tonces, por igualdad, si H excede a A, K también excede a N;
y si es igual, es igual; y si menor, menor [V, 21]. Pero H, K
son equimiltiplos de A, 4,y A,NdeT, Z. Por tanto, como A
esar,asiaesaz.

Por consiguiente, si hay tres magnitudes y otras iguales
a ellas en nimero que, tomadas de dos en dos, guardan la
misma razén, y su proporcion es perturbada, por igualdad
guardaran también la misma razén. Q. E. D.%.

% Hosautos.

37 SimsoN (1756), ed. cit., pag. 141, presenta una prueba mas sencilla
que evita la reiterada mediacion de las proposiciones V 11, 15, 16, y se
sirve de una aplicacién directa de la prop. V 4. Esta versién cuenta con el
apoyo de algunos mss., aunque no con la autoridad de una fuente textual
como el ms. P. En todo caso, es justa su observacién de que el Gltimo paso
de la prueba debe referirse a los equimultiplos H, K —de A, A— Y A, N
—de T, z—, como a equimultiplos cualesquiera. El propio Simson gene-

Lﬁ
BH - €
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PROPOSICION 24

Si una primera (magnitud) guarda con una segunda la
misma razén que una tercera con una cuarta, y una quinta
guarda con la segunda la misma razon que la sexta con la
cuarta, la primera y la quinta, tomadas juntas, guardaran
también la misma razon con la segunda que la tercera y la
sexta con la cuarta.

Pues guarde una primera (magnitud) AB con una segun-
da r la misma razon que una tercera AE con una cuarta Z; y
guarde una quinta BH con la segunda, I', la misma razén que
la sexta, E8, con la cuarta Z.
x B b - C E

A ’ H A rmn e ©)

r.————..c—-—-h,.‘.

4 r———

Digo que, tomadas juntas, la primera y la quinta, AH,
guardaran la misma razon con la segunda, ', que la tercera 'y
la sexta, A®, con la cuarta Z.

Dado que BH es a I' como E® a Z, entonces, por inver-
sién, como I es a BH, asi Z a E©. Puesto que AB es a I como
AE a Z,y, como T es a BH, asi Z a E®, entonces, por igualdad,
como AB es a BH, asi AE a E® [V, 22]. Ahora bien, puesto
que las magnitudes son proporcionales por separacion, tam-
bién seran proporcionales por composicion [V, 18]; luego,
como AH es a HB, asi 4@ es a ©E. Pero, como BH es a T, asi
EO a z; luego, por igualdad, como AH es aT, asi A®esaz
v, 22].

ralizaré el alcance de esta proposicién a un nimero cualquiera de magni-
tudes (1. c., pags. 141-142).
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Por consiguiente, si una primera magnitud guarda con
una segunda la misma razon que una tercera con una cuarta,
y una quinta guarda con la segunda la misma razén que una
sexta con la cuarta, la primera y la quinta, tomadas juntas,
guardaran también la misma razén con la segunda que la
tercera y la sexta con la cuarta. Q. E. D.

PrOPOSICION 25

Si cuatro magnitudes son proporcionales, la mayor y la
menor (juntas) son mayores que las dos restantes.

Sean AB, I3, E, Z cuatro magnitudes proporcionales, (es
decir que) como AB es a r'a, asi E a Z; y sea la mayor de ellas
AB y la menor z.

Digo que AB, Z son mayores que Ta, E.

Pues hagase AH igual a E y re igual a z.

Dado que, como AB es ara, asi Ees a z, y E es igual a
AH, mientras que Z (es igual) a re, entonces como AB es a
ra, asi AH es a re. Ahora bien, ya

H
A ®  que el todo AB es al todo ra como la
! (parte) quitada AH es a la (parte)
A N quitada re, entonces la (parte)
‘i Cand restante HB serd a la (parte) restante

ea como el todo AB es al todo ra
[V. 19]. Pero AB es mayor que ra; luego HB también (sera)
mayor que 8a Y dado que AH es igual a E y re a z,
entonces AH, Z son iguales a e, E. Y si, no siendo iguales
HB, ©4, y siendo mayor HB, se afiaden AH, Z a HB y se
afaden re, E a €4, se sigue que AB, Z son mayores que Ta, E.
Por consiguiente, si cuatro magnitudes son proporciona-
les, la mayor de ellas y la menor (juntas) son mayores que
las dos restantes. Q. E. D.

LIBRO SEXTO

DEFINICIONES

1. Figuras rectilineas semejantes son las que tienen los
angulos iguales uno a uno y proporcionales los lados
que comprenden los angulos iguales 38, ’

[2. (Dos) figuras estan inversamente relacionadas cuando
en cada una de las figuras hay razones antecedentes
y consecuentes] ¥.

% ARISTOTELES, Analiticos Segundos 11 17, 99a13, dice que la semejan-
za (10 homoion) de las figuras consiste quizé ({sds) en que tengan sus lados
proporcionales y sus Angulos iguales. El uso de isds sugiere que en época
de Aristoteles esta definicion no estaba todavia establecida.

» Hegoimenol te kai hépémenoi ldgoi «razones antecedentes y conse-
cuentes» resulta oscuro; por ello, Candalla y Peyrard leen légon hdroi o
simplemente logon. Ademas, la definicion no se utiliza nunca en los Ele-
mentos, pues no se alude a los paralelogramos que cumplen estas propie-
dades (VI 14-15, XI 34, etc.) como «inversamente relacionados» sino
«que tienen sus lados inversamente relacionados». Probablemente se trata
de una interpolacién que ya aparece en Heron. Simson propone sustituir
esta definicion por la siguiente: «Dos cantidades [magnitudes) proporcio-
nales se dicen reciprocamente proporcionales & otras dos, quando una de
las primeras es 4 una de las segundas, como la restante de las segundas 4 -
la restante de las primeras» (ed. cit., pag. 322).

Por otra parte, la traduccién «inversamente relacionados» (recipro-
camente pioporcionales en la version espaiiola de la edicién de Simson)
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3. Se dice que una recta ha sido cortada en extrema y
media razéon cuando la recta entera es al segmento
mayor como el (segmento) mayor es al menror.

4. En toda figura, la altura es la perpendicular trazada
desde el vértice hasta la base.

[5. Se dice que una razon estd compuesta de razones
cuando los tamaiios de las razones multiplicadas por
si mismas producen alguna razén]®.

PROPOSICION 1

Los tridngulos y los paralelogramos que tienen la mis-
ma altura son entre si como sus bases*'.

tanto en esta definicion como en las proposiciones VI 14-15, corresponde
al verbo griego antipdscho. Prefiero esta versioén a la de «inversamente
proporcionales» que proponen MUGLER: «étre inversement proportionnel»
(Dictionnaire historique de la terminologie géométrique des grecs, pag.
66), F. VEra (Cientificos griegos 1, pag. 805) y el Diccionario Griego-
Espapiol I (Madrid, C.S.I.C., 1986), pag. 346, porque Euclides no utiliza
ni en esta definicion ni en las proposiciones VI 14-15, el término habitual
para la proporcién por inversion: andpalin.

40 No cabe duda de que la presente definicion ha sido interpolada por
Teén. El ms. P la tiene en el margen, se omite en la traduccion del drabe
de Campano y los mss. que la tienen la presentan en diferentes lugares.
Simson la tacha de inutil, absurda y nada geométrica, pues sélo los nime-
ros pueden multiplicarse y hay razones de las que no puede resuitar nime-
ro alguno, por ¢j. la de la diagonal del cuadrado a su lado, o la de la
circunferencia del circulo a su didmetro, y otras semejantes. Aduce, por
otra parte, que no se hallan vestigios de la definicién ni en Euclides, ni en
Arquimedes, ni en ningin otro gedémetra de los antiguos que usan con
frecuencia la razén compuesta. Concluye que la definicion presente se
debe a Tedn, pues aparece en sus comentarios sobre la Descripcion
Magna de Tolemeo (cf. SiMsoN, ed. cit., pags. 324-329).

4 Mas literalmente: «que estan bajo la misma altura» ta hypé 10 auto
hypsos onta.
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Sean ABI, Ara triangulos y Er, IZ paralelogramos que
tienen la misma altura.

BN

Digo que como la base Br es a la base ra, asi el trian-
gulo ABr es al tridngulo ara'y el paralelogramo Er al parale-
logramo rz.

Pues prolénguese Ba por cada lado hasta los puntos 6, A,
y haganse tantas rectas como se¢ quiera BH, He iguales a la
base BI, y tantas rectas como se quiera AK, KA iguales a la
base ra. Y tracense AH, A8, AK, AA. Ahora bien, puesto que
I'B, BH, HO son iguales entre si, los triangulos A8H, AHB, ABI
son también iguales entre si [I, 38]. Por tanto, cuantas veces
la base er es miltiplo de la base Br, tantas veces el trian-
gulo aer es multiplo del triangulo ABr. Por lo mismo cuan-
tas veces la base Ar es multiplo de la base ra, tantas veces el
triangulo AAT es también multiplo del triangulo ATA; y si la
base er es igual a la base Ta, el triangulo Aer es también
igual al triangulo Ara [I, 38}, y si la base er excede a la
base ra, el tridngulo Aer excede también al triangulo ATA, y
si es menor, €s menor.

Habiendo, pues, cuatro magnitudes: dos bases BI, Ta Yy
dos triangulos ABr, Ara, se han tomado unos equimultiplos
de la base Br y del triangulo ABr, a saber: la base er y el
triangulo Aer, y, de la base ra'y del tridngulo Aar, otros
equimiltiplos al azar, a saber: la base AT’y el triangulo AAT;
ahora bien, se ha demostrado que, si la base er excede a la
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base Ia, el triangulo Aer excede también al tridngulo AAr, y
si es igual, es igual, y si menor, menor. Por tanto, como la
base BI es a la base ra, asi el triangulo ABr es al tridngulo
ArA [V, Def. §].

Y puesto que el paralelogramo Er es el doble del trian-
gulo ABr [I, 41} y el paralelogramo zr es el doble del trian-
gulo Ara, mientras que las partes guardan la misma razén
que sus mismos multiplos [V, 15], entonces, como el trian-
gulo ABI' es al triangulo Ara, asi el paralelogramo Er" al para-
lelogramo zr. Asi pues, ya que se ha demostrado que, como
la base Br es a la base 1A, asi el triangulo ABr es al triangulo
Ara, y, como el triangulo ABr es al triangulo Ara asi el para-
lelogramo Er es al paralelogramo rz, entonces, como la base
Br es a la base ra, asi el paralelogramo Er es al paralelo-
gramo zr [V, 11].

Por consiguiente los tridangulos y los paralelogramos que
tienen la misma altura son entre si como sus bases. Q. E. D.

PrOPOSICION 2

Si se traza una recta paralela a uno de los lados de un
triangulo, cortara proporcionalmente los lados del tridn-

gulo. Y si se cortan proporcionalmente los lados de un

triangulo, la recta que une los puntos de seccion serd para-
lela al lado restante del triangulo.

Tracese, pues, AE paralela a uno de los lados, Br, del
triangulo ABr.

Digo que como Ba es a AA, asi I'E a EA.

Pues tracense BE, Ira.
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Entonces el tridngulo BAE es igual al tridngulo raE: por-
que estan sobre la misma base, AE, y entre las mismas para-
lelas, AE, Br [I, 38); y el triangulo
AAE es alguin otro (triangulo). Pero
las (magnitudes) iguales guardan la
misma razon con una misma (mag-
nitud) [V, 7]; entonces, como el
tridngulo BAE es al (triangulo) AAE,
asi el triangulo rag es al triangulo
AAE. Ahora bien, como el tridngulo BAE es al triangulo AAE,
asi BA es a AA: porque teniendo la misma altura, a saber: la
perpendicular trazada desde E hasta AB, son uno a otro como
sus bases [VI, 1]. Por la misma razon, como el tridngulo rag
es al tridngulo AAE, asi I'E a EA; por tanto, cOmo BA €S a AA,
asi tambiénre a ea [V, 11].

Por otra parte cortense proporcionalmente los lados AB,
AT del triangulo ABr, de modo que, como BA es a AA, asi TE a
EA, y tracese AE.

Digo que AE es paralela a Br.

Pues, siguiendo la misma construccion, dado que, como
BA €S a AA, asi T'E a EA, mientras que, COmo BA €s a AA, asi el
tridngulo BAE es al tridngulo AAE, y, como TE es a EA, asi
el triangulo raE es al tridngulo AAE [V, 1], entonces, como
el triangulo BAE es al triangulo AAE, asi el triangulo TaE es al
tridngulo AAE [V, 11]. Por tanto cada uno de los triangulos,
BAE, T'AE, guarda la misma razon con el (triangulo) AAE. Asi
pues el triangulo BAE es igual al triangulo rak [V, 9]; y estan
sobre la misma base, AE. Pero los triangulos que estan sobre
la misma base, estan también entre las mismas paralelas {I,
39], por tanto AE es paralela a Br.

Por consiguiente, si se traza una recta paralela a uno de
los lados de un tridngulo, cortarid proporcionalmente los
lados del triangulo. Y si se cortan proporcionalmente los la-

A
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dos de un triangulo, la recta que une los puntos de seccion
sera paralela al lado restante del tniangulo. Q. E. D.

PROPOSICION 3

Si se divide en dos partes iguales un angulo de un tridn-
gulo, y la recta que corta el angulo corta también la base,
los segmentos de la base guardardn la misma razon que los
restantes lados del tridngulo; y, si los segmentos de la base
guardan la misma razén que los lados restantes del trian-
gulo, la recta trazada desde el vértice hasta la seccion di-
vidird en dos partes iguales el angulo del triangulo.

Sea ABr el tridngulo, y dividase el angulo BAr en dos
partes iguales por la recta AA.
Digo que, como BA s a I'a, asi BA a AT.
Pues tracese por el (punto) I, TE
E paralela a aA y, prolongada BA, coin-
cida con ellaen E.
Ahora bien, dado que la recta Ar
B -+ ha incidido sobre las paralelas Aa,
Er, entonces el angulo ATE es igual
al (angulo) raa [I, 29]. Pero se ha supuesto que el (angulo)
raa es igual al (angulo) BAa; asi pues el (4ngulo) BAA es
también igual al angulo ATE. Asimismo, dado que la (recta)
BAE ha incidido sobre las paralelas Aa, ET, €l angulo externo
BAA es igual al interno AEr [I, 29]. Pero se ha demostrado
que el (4ngulo) ATE es también igual al (4ngulo) BAA, por
tanto el angulo ATE es también igual al (angulo) AET; de
manera que ¢l lado AE es también igual al lado Ar 1, 6].

L
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Y puesto que se ha trazado la (recta) Aa paralela a uno
de los lados, Er, del triangulo BrE, ertonces, proporcional-
mente, ccmo Ba €s a AT, asi BA a AE [V, 2).

Pero AE es igual a ar. Por tantc, como Ba es a ar, asi BA
aArl.

Ahora bien, sea BA a A COMO BA a AI'y tracese Aa.

Digo que el angulo BAr ha sido dividido en dos partes
iguales por la recta Aa.

Pues, siguiendo la misma construccion, dado que, como
BA €s a AT asi BA a AT, pero también como Ba es a AT, asi BA
a AE —porque se ha trazado Aa paralela a uno de los lados
Er del triangulo Bre [V1, 2]—, entonces, como BA es a AT,
asi también BA a AE [V, 11]. Por tanto Ar es igual a AE [V,
9]; de manera que el angulo AEr es también igual al (an-
gulo) ArE (I, 5]. Pero el (dngulo) AEF es igual al (angulo) ex-
terno Baa [I, 29], y el (4ngulo) ArE es igual al (angulo)
alterno raa [I, 29); asi pues el (angulo) BAa es también igual
al (angulo) raa. Por tanto el angulo BAr ha sido dividido en
dos partes iguales por la recta Aa.

Por consiguiente, si se divide en dos partes iguales un
angulo de un tridngulo, y la recta que corta el angulo corta
también la base, los segmentos de la base guardan la misma
razén que los restantes lados del triangulc. Y si los segmen-
tos de la base guardan la misma razén que los lados restan-
tes del triangulo, la recta trazada desde el vértice hasta la
seccion dividira en dos partes iguales el angulo del trian-
gulo.
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PROPOSICION 4

En los triangulos equiangulos, los lados que compren-
den los angulos iguales son proporcionales y los lados que
subtienden los angulos iguales son correspondientes.

Sean ABr, ArE triangulos equiangulos con el angulo ABr
igual al angulo ArE, y el angulo BAr igual al rAE y ademas el
(angulo) ArB igual al (angulo) rea.

Digo que en los triangulos ABr,
ATE, los lados que comprenden los
angulos iguales son proporcionales
y los (lados) que subtienden los an-
gulos iguales son correspondientes.
B T E Pénganse, pues, en linea recta

% Br, TE. Y dado que los angulos ABr,
AI'B son menores que dos rectos [I, 17], y el (angulo) ArB es
igual al (angulo) aEr, entonces los (angulos) ABr, AEI son
menores que dos rectos; por tanto BA, EA, prolongadas, se
encontraran [l, Post. 5]. Prolonguense y encuéntrense en z.

Y puesto que el angulo ArE es igual al (angulo) ABr, BZ
es paralela a ra [I, 28]. Puesto que, a su vez, el (dngulo) ArB
es igual al (angulo) aEr, Ar es paralela a zk (I, 28]. Por tanto
ZAra es un paralelogramo; luego zA es igual a ar y Ar a za
[1, 34]. Ahora bien, dado que Ar ha sido trazada paralela a
uno (de los lados), zE, del triangulo ZBE, entonces, como BA
es a Az, asi Br a I'E [VI, 2]. Pero Az es igual a ra; por tanto,
como BA es a I'a, asi BI' a TE, y, por alternancia, como AB es
a Br, asi ar a re [V, 16]. Asimismo, puesto que ra es para-
lela a Bz, entonces, como Br es a [E, asi za a aE [V, 2].
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Pero za es igual a Ar; por tanto, como Br es a I'E, asi AT a
AE, y, por alternancia, como BT es a TA, asi I'E a EA [V, 16].
Asi pues, ya que se ha demostrado que, como AB es a BT, asi
AT a FE, y como BT €s a T'A, asi I'E a EA, entonces, por igual-
dad, como BA es a AT, asi ra es a AE [V, 22].

Por consiguiente, en los triangulos equiangulos los lados
que comprenden los angulos iguales son proporcionales y
los lados que subtienden los angulos iguales son corres-
pondientes. Q. E. D.

PROPOSICION 5

Si dos tridngulos tienen los lados proporcionales, los
triangulos seran equidngulos y tendran iguales los dngulos
a los que subtienden los lados correspondientes.

Sean ABT, AEZ dos triangulos que tienen los lados pro-
porcionales, es decir que como AB es A

a B, asi AE a EZ, y como BT €s a TA, 8

asi EZ a z4, y, ademas, como BA es a

AT, asi EA a AZ. E z .
Digo que el tridngulo ABr y el

triangulo AEzZ son equiangulos y r H

tendran iguales los angulos a los que B

subtienden los lados correspondientes, a saber: el (angulo)
ABr al (angulo) AEZ, el (angulo) Bra al (angulo) EzZa y
ademas el (angulo) BAT al (angulo) EAZ.

Pues constriiyase en la recta EZ y en sus puntos E, Z, el
angulo ZeH igual al angulo Asr [I, 23]; entonces el (dngulo)
restante correspondiente a A es igual al (angulo) restante co-
rrespondiente a H [I, 32].
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Por tanto el triangulo ABr y el triangulo EHZ son equian-
gulos. Luego en los triangulos ABr, EHZ los lados que com-
prenden los angulos iguales son proporcionales, y los (la-
dos) que subtienden los angulos iguales son correspondien-
tes [VI, 4]; entonces como AB €s a BI, HE es a Ez. Ahora
bien, se ha supuesto que como AB es a BT, asi AE s a EZ; por
tanto, como AE es a EZ, asi HZ a EZ [V, 11]. Asi pues, cada
una de las (rectas) AE, HE guarda la misma razén con EZ; por
tanto AE es igual a HE [V, 9]. Por la misma razén, AZ es tam-
bién igual a HZ. Asi pues, dado que AE es igual a EH y EZ es
comiin, los dos (lados) AE, EZ son iguales a los dos (lados)
HE, EZ; y la base Az es igual a la base ZH; entonces el angulo
AEZ es igual al 4ngulo HEZ [I, 8], y el tringulo AEZ igual al
triangulo HEZ, y los angulos restantes iguales a los angulos
restantes, aquellos a los que subtienden los lados iguales [I,
4]. Por tanto el angulo AZE es también igual al (4ngulo) HZE,
y el (angulo) EAZ al (angulo) EHZ. Y, dado que el (angulo)
ZEA es igual al (angulo) HEZ, y el (4ngulo) HEZ es igual al
(4ngulo) ABr, entonces el angulo ABr es también igual al
(4ngulo) AEZ. Por la misma razon el (dngulo) ArB es tam-
bién igual al (dngulo) azE, y ademas el (4ngulo) correspon-
diente a A es igual al (4ngulo) correspondiente a a; por tanto
el triangulo ABr y el tridngulo AEZ son equiangulos.

Por consiguiente, si dos triangulos tienen los lados pro-
porcionales, los tridngulos seran equiangulos y tendran igua-
les los angulos a los que subtienden los lados correspon-
dientes. Q. E. D.

LIBRO VI 65

PROPOSICION 6

Si dos triangulos tienen un dngulo (del uno) igual a un
dngulo (del otro) y tienen proporcionales los lados que com-
prenden los dngulos iguales, los tridngulos serdn equidn-
gulos y tendrdn iguales los dngulos a los que subtienden los
lados correspondientes.

Sean ABI', AEZ dos triangulos que tienen un angulo, BAT,
igual a un angulo, EAZ, y tienen proporcionales los lados
que comprenden los dngulos iguales, esto es: como BA €s a
AT, asi EA a AZ.

Digo que el triangulo ABr y el triangulo AEZ son equian-

gulos y tendran el angulo ABr igual A

al angulo AEz y el (angulo) Ars al a

(angulo) aZzE. H
Construyase, pues, en la recta Az

y en sus puntos 4, z, el (dngulo) ZaH \ E 2

igual a uno de los (angulos) BAr,
Eaz, y el (dngulo) azH igual al
(4ngulo) arB [I, 231; entonces el angulo restante corres-
pondiente a B es igual al angulo restante correspondiente 2 H
(L, 32].

Por tanto, el triangulo ABr y el triangulo AHZ son equian-
gulos. Luego, proporcionalmente, como BA €s a AT, asi HA a
az [VI, 4]. Pero se ha supuesto también que como BA es a
AT, asi EA a AZ; luego también como EA es a AZ, asi HA a AZ
[V, 11]. Por tanto Ea es igual a aH [V, 9] y AZ es comin; en-
tonces los dos (lados) Ea, Az, son iguales a los dos (lados)
Ha, AZ; y el angulo EAZ es igual al angulo HaZ; luego la base

B r

191.-5
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Ez es igual a la base Hz, y el triangulo AEZ es igual al tridn-
gulo HAZ, y los angulos restantes seran iguales a los angulos
restantes, aquellos a los que subtienden los lados iguales (I,
4). Por tanto el (angulo) AzH es igual al (angulo) AZE, y el
(angulo) aHz al (angulo) AEz. Pero el (angulo) azH es igual
al (angulo) ArB; luego el (angulo) ArB es igual al (dngulo)
AZE. Ahora bien, se ha supuesto que también el (angulo)
BAr es igual al (angulo) Eaz; por tanto, el (angulo) restante
correspondiente a B es igual al (angulo) restante correspon-
diente a E [I, 32]; luego el triangulo ABr y el tniangulo AEz
son equiangulos.

Por consiguiente, si dos triangulos tienen un angulo (de
uno) igual a un angulo (del otro) y tienen proporcionales los
lados que comprenden los angulos iguales, los triangulos se-
rén equiangulos y tendran iguales los angulos a los que
subtienden ios lados correspondientes. Q. E. D.

ProrosICION 7

Si dos triangulos tienen un dngulo de uno igual a un dn-
gulo de otro y tienen proporcionales los lados que com-
prenden los otros angulos, y tienen los restantes dngulos
parejamente menores 0 no menores que un recto, los tridn-
gulos seran equiangulos y tendran iguales los dngulos que
comprenden los lados proporcionales.

Sean ABI', aEZ dos triangulos que tienen un angulo (de
uno) igual a un dangulo (del otro): el Bl al Az, y los lados
que comprenden los otros angulos ABr, AEZ, proporcionales,
a saber: como AB es a BI, asi AE a EZ; y tengan, en primer
lugar, los restantes (angulos) correspondientes a I', Z meno-
res que un recto.
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Digo que el tridngulo ABr y el triangulo AEZ son equian-
gulos y el dngulo ABr sera igual al
(angulo) AEZ, y el angulo restante,
es decir, el correspondiente a T,
igual al (angulo) restante correspon-

E
diente a z.

Pues si el (angulo) ABr no es B " z
igual al angulo AEZ, uno de ellos es -

mayor. Sea mayor el angulo ABr. Y
constrilyase en la recta AB y en su punto B el angulo ABH
igual al (angulo) aEz (I, 23].

Y dado que el 4ngulo A es igual al A y el (angulo) ABH al
(angulo) AEZ, entonces el (angulo) restante AHB es igual al
(angulo) restante AZE [I, 32]. Luego el triangulo ABH y el
trisngulo AEZ son equidngulos. Por tanto, como AB es a BH,
asi AE a EZ. Pero se ha supuesto que, como AE es a EZ, AB es
a BI; entonces AB guarda la misma razon con cada una de
las (rectas) Br, BH [V, 11]; por tanto BT es igual a BH [V, 9].
De modo que también el angulo correspondiente a r es igual
al (angulo) BHr [I, 5]. Ahora bien, el (dngulo) correspon-
diente a r se ha supuesto menor que un recto; por tanto el
(dngulo) BHr es también menor que un recto; de modo que
el adyacente a él, A4B, es mayor que un recto [I, 13]. Pero
se ha demostrado que es igual al correspondiente a z; enton-
ces el correspondiente a z es también mayor que un recto;
pero se ha supuesto menor que un recto, lo cual es absurdo.
Por tanto no es el caso de que el angulo ABr no sea igual al
(angulo) aEZ; luego es igual. Y el (angulo) correspondiente
a A es igual al angulo correspondiente a a; asi pues, el
(angulo) restante correspondiente a 1 es igual al (angulo)
restante correspondiente a z (I, 32]. Por tanto el tridngulo
ABT y el triangulo AEZ son equidngulos.
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Pero supdngase a su vez que cada uno de los angulos
correspondientes a I', Z no son Menores cue un recto.

Digo ahora que también en este caso el tridngulo ABI' y
el triangulo AEZ son equiangulos.

Pues, siguiendo la misma cons-
truccién, demostrariamos de manera
semejante que B es igual a BH; de
modo que el angulo correspondiente
a r es también igual al (angulo) BHT
HE [I, 5]. Pero el (angulo) correspon-
diente a I no es menor que un recto.
Entonces el (dngulo) BHr tampoco es
3 menor que un recto. Asi que los dos

angulos del triangulo BHr no son
menores que dos rectos, lo cual es imposible {I, 17]. Por
tanto, una vez mas no es el caso de que el (angulo) ABr no
sea igual al (4ngulo) AEZ; luego es igual. Pero el (angulo)
correspondiente a A es igual al (angulo) correspondiente a A;
asi pues, el (angulo) restante correspondiente a I es igual al
(angulo) restante correspondiente a z [I, 32]. Luego el trian-
gulo ABr y el triangulo AEZ son equidngulos.

Por consiguiente, si dos triangulos tienen un angulo (de
uno) igual a un angulo (de otro) y tienen proporcionales los
lados que comprenden los otros angulos y tienen los restan-
tes angulos parejamente menores 0 no menores que un rec-
to, los triAngulos seran equiangulos y tendran iguales los
angulos que comprenden los lados proporcionales. Q. E. D.

A A

LIBRO VI 69

PROPOSICION 8

Si en un triangulo rectangulo se traza una perpendicu-
lar desde el angulo recto hasta la base, los triangulos ad-
yacentes a la perpendicular son semejantes al (tridngulo)
entero y entre si.

Sea ABI' el triangulo rectangulo que tiene el angulo recto
BAT, y tracese desde A hasta BrI la perpendicular Aa.

Digo que cada uno de los triangulos ABA, AAT es seme-
jante al (triangulo) entero ABr y también (son semejantes)
entre si.

Pues como el (angulo) BAr es A
igual al (angulo) AaB: porque cada
uno de ellos es recto; y el (angulo)
correspondiente a B es comun a los
dos triangulos ABr, ABA, entonces, ¢l B a r
(angulo) restante ArB es igual al (an-
gulo) restante BAA [I, 32]; por tanto, el tridngulo ABr y el
triangulo ABA son equiangulos. Luego, como el (lado) Br
que subtiende el (angulo) recto del tridngulo ABr es al (lado)
BA que subtiende el (angulo) recto del triangulo ABa, asi el
propio (lado) AB que subtiende el angulo correspondiente a
r del triangulo ABr es al (lado) Ba que subtiende el (angulo)
igual BAA del triangulo ABa, y también el (lado) ar al (lado)
Aa que subtiende el angulo correspondiente a B comun a los
dos triangulos [VI, 4]. Por tanto el triangulo ABr y el trian-
gulo ABA son equiangulos y tienen proporcionales los lados
que comprenden los angulos iguales. Entonces el triangulo
ABI es semejante al triangulo ABa [VI, Def. 1].

l,_-



70 ELEMENTOS

De manera semejante demostrariamos que también el
tridngulo ABI es semejante al tridngulo AAr; por tanto cada
uno de los (triangulos) ABA, AAr son semejantes al (trian-
gulo) entero ABr.

Digo ahora que los trizngulos ABA, AAT son también se-
mejantes entre si.

Pues como el (dngulo) recto Baa es igual al (angulo)
recto AAr y ademas se ha demostrado que también el (an-
gulo) BAA es igual al correspondiente a r, entonces el
(angulo) restante correspondiente a B es igual al (angulo)
restante AAT [, 32]; por tanto el triangulo ABaA y el triangulo
AAl' son equiangulos. Luego, como el (lado) Ba que sub-
tiende al (angulo) BAA del triangulo ABa es al (lado) aA que
subtiende al (angulo) correspondiente a r del triangulo Aar,
igual al (angulo) BAa, asi el propio (lado) Aa que subtiende
el angulo correspendiente a B del triangulo ABA es al (lado)
Ar que subticnde el (angulo) aAr del triangulo Aar, igual al
angulo correspondiente a B, y también el (lado) Ba al (lado)
Ar, los cuales subtienden los (angulos) rectos [VI, 4]. En-
tonces el tridngulo ABA es semejante al triangulo Aar [VI,
Def. 1].

Por consiguiente, si en un tridangulo rectangulo se traza
una perpendicular desde el angulo recto hasta la base, los
tridangulos adyacentes a la perpendicular son semejantes al
(triangulo) entero y entre si.

Porisma:

A partir de esto queda claro que si en un triangulo rec-
tangulo se traza una perpendicular desde el angulo recto
hasta la base, la recta trazada es la media proporcional de
los segmentos de la base. Q. E. D. 4.

‘ .
? En cl texto gricgo aparccen algunas lincas tras la clusula del po-
risma (hoper édei deivai) «y ademas ¢l Yado adyacente al segmento es una

e
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ProprosICION 9

Quitar de una recta dada la parte que se pida.

Sea AB la recta dada.

Asi pues, hay que quitar de AB la parte que se pida.

Pues pidase la tercera parte. Tra-
cese una recta Ar a partir de A que r
comprenda junto con AB un angulo E
cualquiera®’; y tomese un punto al >
azar A en la (recta) Ar, y haganse AE,
Er iguales a AA [I, 3). Y tracese Br;
y, por el (punto) A, tracese Az paralela a ella {1, 31].

Puesto que se ha trazado za paralela a uno de los lados,
Br, del triangulo ABr, entonces, proporcionalmente, como ra
es a AA, asi BZ a zA [VI, 2). Pero ra es el doble de aa; por
tanto BZ es también el doble de zA; luego BA es el triple de
AZ.

Por consiguiente, se ha quitado de la recta dada AB la
tercera parte que se pedia. Q. E. F.

A z B

media proporcional entre la base y uno cualquie'ra de los segmentos». Hei-
berg considera estas palabras interpoladas porque, ademas de encontrarse
detras de la clausula, faltan en algunos de los mejores mss., si bien P y
Campano cuentan con ellas omitiendo la clausula. Su punto de vista pa-
rece confirmado por el hecho de que, mientras que la primera parte del
porisma se cita en varias ocasiones (VI 13, lema anterior a X 33, lema
posterior a X111 3), la segunda aparecera con una prueba independiente en
otros lugares.

# La expresién que aparece aqui y en las dos proposiciones siguientes
es tychotisa gonia semejante a tvchon sémeion que he traducido como «un
punto al azam. Pero aqui no se trata de «tomam un angulo sino de trazar
una recta de manera que forme un angulo «cualquiera» con otra recta.
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ProposICION 10

Dividir una recta dada no dividida de manera seme-
jante a una recta dada ya dividida.

Sea AB la recta dada no dividida y Ar la dividida en los
puntos a, E, y coléquense de modo que comprendan un an-
gulo cualquiera y tracese I'B, y, por los (puntos) 4, E, tra-
cense AZ, EH paralelas a Br, y, por el (punto) 4, tracese A6K
paralela a AB [I, 31].

Entonces, cada una de las (figuras) ze, eB es un parale-
logramo; por tanto e es igual a
ZH y oK a HB [I, 34]. Ahora bien,
como se ha trazado la recta 6E
paralela a uno de los lados, Kr, del
triangulo AKrI, entonces, propor-
cionalmente, como TE es a EA, asi
ke a 84 [V], 2]. Pero ke es igual a
BH y ©A a HZ. Luego como IE es a
EA, asi BH a HZ. Como a su vez se ha trazado la (recta) za
paralela a uno de los lados HE del triAngulo AHE, entonces,
proporcionalmente, como EA €s a AA, asi HZ a zA [V], 2].
Pero se ha demostrado que también como TE es a EA, asi BH
a Hz. Por tanto, como I'E es a Ea, asi BH a HZ, y cCOmo EA €s
a AA, asi HZ a ZA.

Por consiguiente, se ha dividido la recta dada no dividi-
da AB de manera semejante a la recta dada ya dividida Ar.
Q.E.F.
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ProposICION 11

Dadas dos rectas, hallar una tercera proporcional *.

Sean BA, Al las (rectas) dadas y ponganse compren-
diendo un angulo cualquiera.

Asi pues hay que hallar una ter-
cera (recta) proporcional a BA, AT.

Prolénguense, pues, hasta los
puntos A, E, y hagase Ba igual a AT
[1, 3], tracese BT, y, por €l punto a,
tracese AE paralela a ella [I, 31].

Entonces, dado que ha sido tra-
zada Br paralela a uno de los lados,
AE, del triangulo AAE, proporcional-
mente, COMO AB es a Ba, asi AT a oE [VI, 2. Pero Ba es igual
a AT. Por tanto, como AB es a AT, asi Al a I'E.

Por consiguiente, dadas dos rectas AB, AT, se ha hallado
una tercera [E proporcional a ellas. Q. E. F.

# La traduccion de proseuriskein por «hallam no refleja exactamente
lo que quiere decir en griego, pues proseuriskein no es sinbnimo de heu-
riskein, sino que se refiere a una operacion que consiste en completar una
secuencia de segmentos de recta mediante la construccién de un nuevo
segmento que tenga una relacion determinada con los segmentos dados.
En este mismo sentido se aplica a series de nimeros en los libros de arit-
mética (cf. IX 18 y 19).
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ProposIiCION 12

Dadas tres rectas, hallar ura cuarta proporcional®.

Sean A, B, T las tres rectas dadas.
Asi pues hay que hallar una
cuarta proporcional a A, B, T.
Dispénganse % las dos rectas AE,
a4z comprendiendo el angulo Eaz;
hagase aH igual a A, HE igual 2 B, y
ademas ae igual ar; y, una vez tra-
zada He, tracese por el (punto) E la
(recta) EZ paralela a ella {1, 31].
Asi pues, dado que He ha sido trazada paralela a uno de

los lados, Ez, del triangulo AEZ, entonces, como AH es a HE,

asi 46 a oz [V, 82]. Pero aH es igual a A, HE a B yaear;
por tanto, como A es a B, asi I' es a ©Z.

Por consiguiente, dadas tres rectas, A, B, I, se ha hallado
una cuarta proporcional ez. Q. E. F.

PROPOSICION 13

Dedas dos rectas. hallar una media proporcional,

Sean AB, Br las dos rectas dadas.

** Se trata de un caso particular de la proposicion 12. Para el signifi-
cado de proseurein, cf. nota 44.

*® Euclides utiliza aqui ekkeisthésan «dispénganse», en lugar del sim-
ple keisthosan «ponganse», mucho més frecuente.
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Asi pues hay que hallar una media proporcional a las
(rectas) AB, Br.

Ponganse en linea recta, y des-
cribase sobre Ar el semicirculo AAr
y tracese a partir del punto B la (rec-
ta) BA formando angulos rectos con a B r
la recta AT, y tracense AA, AT.

Puesto que el (angulo) Aar es un angulo en un semi-
circulo, es recto [11I, 31]. Y, dado que en el tridngulo rectan-
gulo Aar se ha trazado la perpendicular AB desde el angulo
recto hasta la base, entonces AB es una media proporcional
entre los segmentos de la base, AB, Br [VI, 8, porisma].

Por consiguiente, dadas dos rectas, AB, BT, se ha hallado
una media proporcional, AB. Q. E. F. %,

ProrosiciON 14

En los paralelogramos iguales y equiangulos entre si,
los lados que comprenden los dngulos iguales estdn inver-
samente relacionados, y aquellos paralelogramos equidn-
gulos que tienen los lados que comprenden los dngulos
iguales inversamente relacionados, son iguales.

Sean AB, Br paralelogramos iguales y equiangulos que
tienen iguales los angulos correspondientes a B, y pénganse
en linea recta los (lados) AB, BE; entonces ZB, BH también
estan en linea recta {1, 14].

47 Esta proposicion del libro VI, version de la Il, 14, es equivalente a
la extraccién de la raiz cuadrada y, ademas, nos permite, dada una razén
entre lineas rectas, hallar la razén que es su «subduplicaday, o, dicho de
otro modo, la razén de la que ella es la duplicada.
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Digo que en los (paralelogramos) AB, Br, los lados que

£ r comprenden los angulos iguales

estan inversamente relacionados, es

z 5 w decir que como AB es a BE, asi HB a
BZ.

Pues complétese el paralelogra-

A mo ZE. Asi pues, dado que el parale-

logramo AB es igual al paralelogra-

mo Br, mientras que ZE es otro (paralelogramo), entonces

como el (paralelogramo) AB es al (paralelogramo) ZE, asi el

paralelogramo Br al (paralelogramo) zt [V, 7]. Pero como <—

el (paralelogramo) AB es al (paralelogramo) ZE, asi el (lado)

aB al (lado) BE [VI, 1], y como el paralelogramo 8r es al
(paralelogramo) zE, asi el (lado) HB al (lado) Bz [V, 1]; en-
tonces, como AB es a BE, asi HB a BZ [V, 11]. Por tanto, en 4—
los paralelogramos AB, Br, los lados que comprenden los
angulos iguales estan inversamente relacionados.

Ahora bien, sea HB a BZ como AB €s a BE.

Digo que el paralelogramo AB es igual al paralelogramo
BI.

Pues dado que, como AB es a BE, asi HB a Bz, mientras
que, cOmo AB es a BE, asi el paralelogramo AB al paralelo-
gramo ZzE [VI, 1], y como HB es a Bz, asi el paralelogramo
Br al paralelogramo ZE [VI, 1], entonces, ccmo AB es a ZE,
asi Br a ZE [V, 11]; por tanto el paralelogramo AB es igual al
paralelogramo Br [V, 9].

Por consiguiente, en los paralelogramos iguales y equi-
angulos, los lados que comprenden los angulos iguales estan
inversamente relacionados, y aquellos que tienen los lados
que comprenden los angulos iguales inversamente relacio-
nados, son iguales. Q. E. D.
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PROPOSICION 15

En los triangulos iguales que tienen un angulo (de uno)
igual a un angulo (del otro), los lados que comprenden los
angulos iguales estan inversamente relacionados. Y aque-
llos triangulos que tienen un dangulo (de uno) igual a un dn-
gulo (del otro) cuyos lados que comprenden los dangulos
iguales estan inversamente relacionados, son iguales.

Sean ABr, AAE tnangulos iguales que tienen un angulo
(de uno) igual a un angulo (del otro), " r
a saber: el angulo BAr al angulo AAE.

Digo que en los triangulos Asr,
AAE, los lados que comprenden ios
angulos iguales estan inversamente
relacionados, es decir, que como ra
€s a AA, asi EA a AB.

Pues hagase de modo que ra esté en linea recta con A,
entonces EA esta también en linea recta con AB [I, 14]. Y
tracese BA.

Asi pues, dado que el triangulo ABr es igual al tridangulo
AAE y BAA es otro (tridangulo), entonces, como el triangulo
rAB es al triangulo BA4, asi el tridngulo EAa es al tridangulo
BAA [V, 7]

Pero como el (triangulo) raB es al (triangulo) Baa, asi la
(base) TA es a la (base) aa [V, 1]. y, como el (tridngulo)
EAA es al (tridngulo) BAa, asi la (base) EA a la (base) AB.
Entonces, como I'A es a Aa, asi EA a AB. Por tanto en los
triangulos ABr, AAE, los lados que comprenden los angulos
iguales estan inversamente relacionados.

AT £
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Pero, ahora, estén inversamente relacionados los lados
de los triangulos ABT, AAE 'y sea EA 2 AB como T'A 3 AA.

Digo que el triangulo ABT €8 igual al triangulo AAE.

Pues, trazada de nuevo BA, dado que, como TA €5 a A,
asi EA a AB, mientras que, como TA €S a AA, asi el tridn-
gulo ABr al triangulo BAA, y, como EA es a AB, asi el
triangulo EAA al triangulo BAA V1, 1], entonces, como el
triangulo ABr es al triangulo BAA, asi el triangulo EAa al
triangulo Baa [V, 1 1]. Asi pues, cada uno de los (triangulos)
ABT, EAA guardan la misma razon con el (triangulo) BAA. Por
tanto el (tridngulo) ABI es igual al (triangulo) EAA v,9l

Por consiguiente, en los triangulos iguales que tienen un
angulo (de uno) igual a un angulo (del otro), los lados que
comprenden los angulos iguales estan inversamente relacio-
nados; y aquellos triangulos que tienen un angulo (de uno)
igual a un angulo (del otro), cuyos lados que comprenden
los angulos iguales estan inversamente relacionados, son

iguales. Q. E. D.

PROPOSICION 16

Si cuatro rectas son proporcionales, el rectangulo com-
prendido por las extremas es igual al rectangulo compren-
dido por las medias; y si el rectangulo comprendido por las
extremas es igual al rectangulo comprendido por las me-
dias, las cuatro rectas seran proporcionales.

Sean AB, I'a, E, Z cuatro rectas proporcionales, a saber:

como ABes arla, asiEaZ.
Digo que el rectangulo comprendido por AB, Z €S igual

al rectangulo comprendido por 14, E.

I ==
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Tracense a partir de los puntos A, T, las (rectas) AH, I®
que formen 4ngulos rectos con las rectas AB, Ta, Y héagase

]

A B r A

E —rem— 2

AHigualaz,yre jgual a E. Y complétense los paralelogra-

mos BH, A®.
Pues bien, dado que, como ABesarla,asiEazZ, mientras

que E es igualareyza AH, entonces, como AB es a TA, asi
re a AH. Por tanto, €n los paralelogramos BH, a®, los lados
que comprenden los angulos iguales son jnversamente pro-
porcionales; ¥ aquellos paralelogramos equiangulos, que
tienen los lados que comprenden los angulos iguales inver-
samente proporcionales, son iguales [V, 14]; luego el para-
lelogramo BH e€s jgual al paralelogramo 46. Y BH es €l
(rectangulo comprendido) por AB, Z: porque AH €s igual a Z.
Pero ae es el (rectangulo comprendido) por ra, E: porque E
es igual a re; enionces, el rectangulo comprendido por AB, Z
es igual al rectangulo comprendido por I'a, E.

Pero, ahora, sea igual el rectangulo comprendido por AB,
z al rectangulo comprendido por T, E.

Digo que las cuatro rectas seran proporcionales, a saber:
como ABes aTa,asiEaZ.

Pues, siguiendo la misma construccion, dado que el
(rectangulo comprendido) por AB, Z €5 igual al (rectangulo
comprendido) por ra, B, ¥ el (rectangulo comprendido) por
AB, Z es el (rectangulo) BH: porque AH es igual a Z; mientras
que el (rectangulo comprendido) por I'a, E €5 el (rectangulo)
A®: porque I'e €S jgual a E; entonces BH es igual a 48. Y son
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Por consiguiente, si tres rectas son proporcionales, el
rectangulo comprendido por las extremas es igual al cua-
drado de la media; y si el rectangulo comprendido por las
extremas es igual al cuadrado de la media, las tres rectas se-
ran proporcionales. Q. E. D.

ProposICION 18

A partir de una recta dada, construir una figura rectili-
nea semejante y situada de manera semejante a una figura
rectilinea dada.

Sea AB la recta dada y rE la figura rectilinea dada.
Asi pues, hay que construir, so-

gz ¥ o bre la recta AB, una figura rectilinea
semejante y situada de manera se-
mejante a la figura rectilinea rE.
r A A B

Tracese Az, y constriyase sobre
la recta AB y en sus puntos A, B el
4ngulo HAB igual al angulo correspondiente a T, y el (angu-
lo) ABH igual al (4ngulo) raz I, 23]. Entonces el (angulo)
restante rza es igual al (angulo) AHB [I, 32]; asi pues el
triangulo zra y el tridngulo HAB son equiangulos. Entonces,
proporcionalmente, como ZA €s a HB, asi Zr a HA, y T'A a AB
[V, 4].
Construyase a su vez, sobre la recta BH y en sus puntos
B, H, el (angulo) BH® igual al (angulo) AZE, y el (angulo)
HBe igual al (angulo) zaE I, 23]. Entonces el (angulo) res-
tante correspondiente a E es igual al (angulo) restante co-
rrespondiente a © [I, 32]; por tanto el triangulo zAE y el
triangulo HeB son equidngulos. Asi pues, proporcional-
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mente, cOmo ZA es a HB, asi ZE a HO y EA a @8 [VI, 4]. Pero
se ha demostrado que también, como ZA es a HB, asi ZI' a HA
y I'a a AB; por tanto, asimismo, COmo ZI' ¢s a AH, asi I'a a AB
y ZE a H8 y también Ea a @8. Y, dado que el (angulo) rza es
igual al (angulo) AHB, y el (angulo) azt al (angulo) BHe,
entonces, el angulo entero rze es igual al (angulo) entero
AH®. Por lo mismo, el angulo rag es también igual al
(angulo) ABe. Pero el (angulo) correspondiente a I es tam-
bién igual al (angulo) correspondiente a A, y el (angulo) co-
rrespondiente a E, al correspondiente a 6. Entonces la figura
A® es de angulos iguales a (los de) la (figura) rE; y tienen
proporcionales los lados que comprenden los angulos tgua-
les; por tanto, la figura rectilinea A8 es semejante a la figura
rectilinea re [VI, Def. 1].

Por consiguiente, a partir de la recta AB, se ha construido
la figura rectilinea Ae, semejante y situada de manera seme-
jante a la figura rectilinea dada re. Q. E. F. %, '

PROPOSICION 19

Los triangulos semejantes guardan entre si la razon du-
plicada de sus lados correspondientes.

“* Simson pone las siguientes objeciones a esta demostracién:

a. S6lo se demuestra en el caso de los cuaarilateros, sin decir de qué
forma se puede extender a las figuras rectilineas de cinco o mas lados.

b. En los tningulos equilateros entre si, se infiere que el lado del uno
es al lado correspondiente del otro como el otro lado del primero a su lado
correspondiente del segundo, sin permutar las proporciones, contra la cos-
tumbre de Euclides (cf. Simson, ed. cit., pag. 324). Heath no concede
importancia a las objeciones de Simson (cf. HeaTH, ed. cit., pag. 231).
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equiangulos. Pero en los paralelogramos iguales y equian-
gulos, los lados que comprenden los dngulos iguales estan
inversamente relacionados [VI, 14]. Asi pues, como AB €5 a
ra, asi re a AH. Pero re es igual a E y AH a Z; por. tanto,
como ABes arTA, asi EaZ. : o v S

Por consiguiente, si cuatro rectas son proporcionales, el
rectingulo comprendido por las extremas es igual al rectan-
gulo comprendido por las medias; y si el rectangulo com-
prendido por las extremas-es igual al rectangulo comprendi-
~ do por las medias, las cuatro ‘rectas seran -proporcionales.

Q. E.D.*8, ' o

LY S
¥
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Si tres rectas son proporcionales, el rectangulo com-
prendido por las extremas es igual al cua(lrada de la me-
dia; y si el rectangulo comprendido por las extremas es
igual al cuadrado de la media, las tres rectas seran pro-
porcionales.

*8 Esta proposicién cs un caso particular de VI 14, pero merece consi-
deracion apartc. Sc podria cnunciar también de la siguicnte forma: «Los

rectangulos que ticnen sus bascs inversamente relacionadas con sus altu-

ras, ticnen la misma 4rea; y los rcctingulos iguales . ticnen sus bases
inversamente relacionadas con sus alturas». Ahora bicn, como cualquier
paralclogramo cs igual al rectangulo que tiene la misma basc y la misma
altura, y cualquicr trisngulo cs igual a la mit_.id del paralclogramo quc
ticne la misma basc y la misma altura, sc siguc que: «Los paralclogramos
o tridngulos igualcs ticnen sus bascs inversamente rclacionadas con sus
alturas y viccversan. ' : )

- ‘Este seria ¢l lugar idonco para incluir las proposicioncs que Simson
aiade al libro VI como proposiciones B, C y D, que sc prueban dirccta-
mente siguicndo los procedimicentos de VI, 16 (cf. SimsoN, ed. cit., pags.
188-189).
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Scan A, B, T tres rectas proporcionales, a saber: como A ﬂ
esaB,asiBar.

Digo que el rectangulo comprendido por A, I es igual al
cuadrado de B. " !‘

Hagase A igual a B.

Y dado que AcsaBcomoBesarl,yBesigual aa, en- %
tonccs, como A €s a B, asi A ¢s a I. Pero, si cuatro rectas son

AV 4 lg’l

B A

r—t ' '

proporcionales, cl (rcctingulo comprendido) por las extre-
mas es igual al rectangulo comprendido’ por las medias [VI,
16]. Entonces, cl (rectangulo comprendido) por A, T es igual
al (rcctangulo comprendido) por B, A. Pero el (rectangulo
comprendido) por B, A ¢s ¢l cuadrado de B: porque B cs igual
a a; por tanto ¢l (rectingulo comprendido) por A, T es igual
al (cuadrado) dc B.

Pcro ahora cl (rectingulo comprendido) por A, I sca
igual al (cuadrado) de B.

Digo quc como AcsaB,asiBar. :

. Pues, siguiendo la misma construccién, dado que: el
(rectangulo comprendido) por A, T es igual al (cuadrado) de
B, mientras quc cl cuadrado dc B es el (rectingulo com-
prendido) por B, A: porque B cs igual a A; entonces el (rec-
tangulo comprendido) por A, r es igual al (rectangulo
comprendido) por B, . Pero si ¢l (rectingulo comprendido)
por las extremas es igual al (rectingulo comprendido) por
las medias, las cuatro rectas son proporcionales [VI, 16].
Entonces, como A es a B, asi A a I. Pero B es igual a A;. ;’;
luego, comoAcsaBasiBar. ' “

191.-6 1-:;
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Sean ABT, AEZ triangulos semejantes que tienen el dngu-

lo correspondiente a B igual al correspondiente a E, tales
que’®, como AB es a Br, asi AE es a

Ez, de modo que Br corresponda a

A

. N EZ [V, Def. 11].

: . Digo que el triangulo ABr guarda

‘ A con el tridngulo AEZ una razon du-

B re z plicada de la que (guarda) BI' con EZ.

Tomese, pues, la tercera propor-

cional, BH, a las (rectas) Br, Ez, de modo que, como BI' es a
EZ, asi EZ a BH [ V], 11]; y tracese AH.

Asi pues, dado que, como AB es a Br', asi AE a EZ, enton-
ces, por alternancia, como AB es a AE, asi Br a £z [V, 16].
Pero, como BI" es a EZ, asi EZ a BH. Por tanto, también, como
AB €s a AE, asi EZ a BH [V, 11]; luego ea los triangulos AB,
aEZ, los lados que comprenden los angulos iguales son in-
versamente proporcionales. Y aquellos triangulos que tienen
un angulo (de uno) igual a un angulo (del otro), cuyos lados
que comprenden los angulos iguales son inversamente pro-
porcionales, son iguales [VI, 15]. Por tanto el triangulo ABH
es igual al triangulo AEz. Ahora bien, dado que como Br es a
EZ, asi EZ a BH, v, Si tres rectas son proporcionales, la pri-
mera guarda con la tercera una razon duplicada de la que
(guarda) con la segunda [V, Def. 91, entonces Br guarda con
BH una razon duplicada (de la) que (guarda) I8 con EZ. Pero
como I'B es a B, asi el tridngulo ABI al triangulo ABH [VI,
1]. Entonces el triangulo ABI' guarda con el triangulo ABH
una razon duplicada (de la) que Br (guarda) con £z. Pero el
triangulo ABH cs igual al tridngulo AEZ; entonces el tridn-

*.Luteralmente: «que tiene el angulo correspondiente a 8 1gual al co-
rrespondiente a E 'y como A-es a A, ast Ak a s
Sobre ¢l sentido de «duplicadas of nota 9
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gulo ABr guarda con el triangulo AEZ una razoén duplicada
de la que Br (guard2) con EZ.

Por consiguiente, los tridngulos semejantes guardan en-
tre si una razén duplicada (de la que guardan) los lados co-
rrespondientes.

Porisma:

A partir de estc queda claro, que, si tres rectas son pro-
porcionales, entonces, como la primera es a la tercera, asi la
figura construida sobre la primera es a la figura construida
de manera semejante sobre la segunda’'.

PROPOSICION 20

Los poligonos semejantes se dividen en triangulos seme-
jantes e iguales en niimero y homélogos*? a los (poligonos)

51 En el porisma Euclides habla de la «figura» eidos construida sobre
la primera recta y de la construida de mancra semcjante sobre la segunda.
Si con la palabra «figura» se refiere a un tridngulo, que es lo que aparece
en la proposicién, no habria ninguna dificultad, pero si se refiere a cual-
quier figura rectilinea, el porisma no se establece realmente hasta la si-
guiente proposicion (VI, 20) y aqui estaria fuera de lugar. La correccion
de eidos por trigénon «triangulo» se debe a Tedn. En Campano y el ms. P
aparece eidos. Heiberg concluye que debe leerse eidos y que Teon, viendo
la dificultad que ello representaba llevé a cabo la correccién arriba men-
cionada y afiadié el perisma 2 a VI, 20, para aclarar el asunto. Para mas
detalles cf. HeaTn, ed. cit., pags. 234-235.

Entre el porisma y la clausula, Heiberg atetiza unas lineas: «puesto que
se ha demostrado que, como I'B es a BH, asi el tridngulo ABI al tridngulo
ABH, es decir al triangulo aEz». Euclides no suele utilizar este tipo de acla-
raciones en los porismas.

%2 | a expresién utilizada por Euclides es homdloga tois hdlois. Eucli-
des utiliza homélogos para referirse a los términos correspondientes de
una proporcién (V, Def. 11). A partir de Arquimedes designa cualquier
clemento geométrico que ocupe €l mismo lugar en dos figuras entre las
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enteros y un poligono guarda con el otro una razon dupli-
cada de la que guarda el lado correspondiente con el lado
correspondiente.

Sean ABI'AE, ZHOKA poligonos semejantes, y sea AB Co-
rrespondiente a ZH.

r A

Digo que los poligonos ABrag, ZHEKA se dividen en
triangulos semejantes e iguales en namero y homologos a
los (poligonos) enteros; y el poligono ABraE guarda con el
poligono zHeKA una razén duplicada de (la que guarda) AB
con ZH.

Tracense BE, EI, HA, AS.

Y puesto que el poligono ABrAE es semejante al poligo-
no ZHOKA, el (dngulo) BAE es igual al (angulo) HzZA. Y,
como BA es a AE, asi HZ a za [VI, Def. 1]. Asi pues, dado
que ABE, ZHA son dos triangulos que tienen un angulo (de
uno) igual a un angulo (del otro), y los lados que compren-
den los 4ngulos iguales, proporcionales, entonces el tridn-
gulo ABE y el tridngulo zHA son equiangulos [VI, 6]; de
modo que también son semejantes [VI, 4 y Def. 1]. Por
tanto el angulo ABE es igual al (dngulo) zHA. Pero el (an-

que se establece una comparacién. En esta proposicién se vislumbra la
transicion entre el sentido estricto y el méas amplio de la palabra. De hecho
Euclides se siente obligado a explicar a qué se refiere: «es decir que los
triangulos...». He traducido por «homoélogos» para distinguirlo de otros ca-
sos en los que se refiere a rectas o magnitudes.
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gulo) entero ABI' es también igual al (angulo) entero zHe
por la semejanza de los poligonos; luego el angulo restante
EBT es igual al (angulo) AHe. Ahora bien, puesto que, por la
semejanza de los tridangulos ABE, ZHA, como EB €s a BA, asi
AH a HZ, mientras que también por la semejanza de los poli-
£Onos, cOmo AB €s a BI, asi ZH a He, entonces, por igualdad,
como EB es a BI, asi AH a HO [V, 22}, y los lados que com-
prenden los angulos iguales EBF, AH® son proporcionales;
por tanto, el tridngulo EBr y el tridngulo AH® son equiangu-
los [VI, 6]; de modo que el triangulo EBr es semejante al
triangulo AHe [VI, 4 y Def. 1]. Por lo mismo el tridngulo
Era es semejante al tridngulo Aek. Entonces los poligonos
semejantes ABrak, zHeKA se han dividido en tridngulos se-
mejantes e iguales en nimero.

Digo que también son homélogos a los poligonos ente-
ros, es decir, de tal manera que los triangulos son propor-
cionales, y los antecedentes son ABE, EBT, El'a, Y sus conse-
cuentes ZHA, AHO, AOK y (digo) que el poligono ABI'AE
guarda con el poligono ZHeKA una razon duplicada (de la
que guarda) el lado correspondiente con el lado correspon-
diente, es decir, AB con ZH.

Tracense, pues, AT, zo. Y puesto que, por la semejanza
de los poligonos el angulo ABr es igual al (angulo) zHe, vy,
COmo AB es a B, asi ZH a He, el tridngulo ABr y el triangulo
ZHe son equiangulos [VI, 6]; entonces el angulo BAT es
igual al (angulo) Hze, y el (angulo) sra al (angulo) Hez. Y
puesto que el angulo BAM es igual al (angulo) HzN, y el
(angulo) ABM es igual al (angulo) zHN, entonces el (angulo)
restante AMB es igual al (dngulo) restante zNH {I, 32]. Por
tanto el tridngulo ABM y el triangulo ZHN son equidngulos.
De manera semejante demostrariamos que el triangulo BMr
y el tridngulo HNG son equiangulos. Entonces, proporcional-
mente, cCOMO AM ¢s a MB, asi ZN a NH, mientras que como

)
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BM es a M, asi HN a Ne; de modo que también, por igual-
dad, como AM es a MT, asi zN a Ne. Pero, como AM €s a MF,
asi el (triangulo) ABM al (triangulo) MBI, Yy el (triangulo)
AME al (tridngulo) EMT: porque son entre si como sus bases
[V, 1]. Entonces, también, como uno de los antecedentes es
a uno de los consecuentes, asi todos los antecedentes a to-
dos los consecuentes [V, 12]; por tanto, cOmo el tridngulo
AMB es al (tridngulo) BMT, asi el (triangulo) ABE al (trian-
gulo) rBE. Ahora bien, como el (tridngulo) AMB €s al (tnan-
gulo) BMT, asi AM a Mr; luego también, como AM €s a Mr, asi
el triangulo ABE al (triangulo) EBT. Por lo mismo, ademas,
como ZN es a Ne, asi el triangulo zHA al triangulo HA®.
Ahora bien, como AM es a MI, asi ZN a Ne; entonces, tam-
bién, como el tridnguio ABE €s al triangulo BET, asi el trian-
gulo ZHA al triangulo HA®, y, por alternancia, como el trian-
gulo ABE es al triangulo ZHA, asi el triangulo BET es al
(triangulo) HAe. De manera semejante demostrariamos, una
vez trazadas BA, HK, que también, como el triangulo BET €S
al triangulo AHe, asi el triangulo Era al triangulo Aek. Y
puesto que, como el triangulo ABE es al triangulo ZHA, asi el
(triangulo) EBr al (triangulo) AH® Yy ademas el (triangulo)
Era al (triangulo) Ak, entonces, como uno de los antece-
dentes es a uno de los consecuentes, asi todos los antece-
dentes a todos los consecuentes [V, 12]. Por tanto, como el
triangulo ABE es al triangulo ZHA, asi el poligono ABIAE €5
al poligono ZHEKA. Pero el triangulo ABE guarda con el
triangulo ZHA una razon duplicada de la que el lado corres-
pondiente AB (guarda) con el lado correspondiente ZH: por-
que los triangulos semejantes guardan entre si una razon
duplicada de la de los lados correspondientes [VI, 19]. Por
tanto, ei poligono ABFAE guarda con el poligono ZHEKA una
razén duplicada de la que (guarda) el lado correspondiente
AB con el lado correspondiente ZH.

e B
|
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Por consiguiente, los poligonos semejantes se dividen
en triangulos semejantes e iguales en namero y homologos
a los (poligonos) enteros y un poligono guarda con otro una
razéon duplicada de la que el lado correspondiente guarda
con el lado correspondiente.

Porisma:

De manera semejante, en el caso de los cuadrilateros se
demostraria también que guardan una razén duplicada de la
de los lados correspondientes. Pero se ha demostrado que
también en el caso de los triangulos; de modo que, en gene-
ral, las figuras rectilineas guardan entre si una razén dupli-
cada de la de sus lados correspondientes. Q. E. D.

{Porisma 2:

Y si tomamos la tercera proporcional = de los lados AB,
ZH, BA guardan con E una razon duplicada de la que
(guarda) AB con ZA. Pero un poligono guarda con otro poli-
gono, 0 un cuadrilatero con otro cuadrilatero, una razon
duplicada de la que (guarda) el lado correspondiente con el
lado correspondiente, €s decir, AB con ZH; pero se ha de-
mostrado esto también en el caso de los triangulos; de modo
que, en general, queda claro que, si tres rectas son propor-
cionales, como la primera es a la tercera, asi sera la figura
construida sobre la primera a la figura semejante construida
de modo semejante sobre la segunda] *.

PROPOSICION 21

Las figuras semejantes a una misma figura rectilinea
son también semejantes entre si.

53 Heiberg considera el segundo porisma una interpolacién debida a
Teon.
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Pues sea cada una de las figuras A, B semejante a1,
Digo que también A es semejante a g,
Pues dado que A es semejante 2 I, también es de angulos
1guales a (los de) ella Yy tiene Proporcionales los ladog que
- comprenden log angulos iguales [VI,
Def. 1].

A su vez, dado que B es seme-
jante a I, también es de angulos
iguales a (los de) ella Yy tiene propor-
cionales los Jadog que comprenden
los angulos iguales. Por tanto cada

una de Jag (figuras) A, B es de
angulos iguales a (los de) r y tiene

By tiene los lados que comprenden los 4
porcionales) 4,

Por tanto 4 eg Semejante a g, Q.E. D.

Prorosicign 22

Si cuatro rectqg Son proporcionales, |gs Sfiguras rectil;.

leas semejantes y construidas de manerq semejante a partiy

‘e ellas serdgn también proporcionales; y s; [g¢ Sfiguras se-
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Sean s, ry, EZ, H® cuatro recqag Proporcionales tajes
que como Ag es 3 Ia, asi £z a ye; Y constniyanse 3 partir de
AB, T4, las figuras rectilineas semejantes y situadas de ma-
nera semejante KAB, Ara, y a partir de gz, He, las figuras

i S Y situadas de manera semejante Mz,

Ne.
Digo que como KAB es a Ara, asj K_ A

MZ a Ne. / \ A
Pues tomese la tercera propor- a B 1 a

cional, z, 5 las rectas AB,TA, y later- -

cera proporcional, 0, a las (rectas) /.

EZ, He [VI, 11). v dado que, como
ABesara,asikza H®, y como rj es
aZ, asi He 3 O, entonces, por igualdad, como A

E .z, H o

B es a =z a5i
%, asi la (figura) kap ala

, asi la (figura) mz a la
(figura) Ng [VL, 19, Por.]; luego también, como |, (figura)

KAB es a |3 (figura) ATA, asj la (figura) Mz a |5 (figura) ne
[V, 11).

- -a
—

-

N NN EE N R O Ew Am .
- :
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las (figuras) N, ZP; por tanto N© s igual a zp [V, 9]. Pero
es semejante y situada de manera semejante a ella; por tanto
He es igual a nip. Y, dado que, como AB €s a I'a, asi EZ a TP,
y nip es igual a H®, entonces, COMO AB €s a Ia, asi EZ a HO.

Por consiguiente, si cuatro rectas son proporcionales, las
figuras rectilineas semejantes y construidas de manera se-
mejante a partir de ellas seran también proporcionales; y si
las figuras rectilineas semejantes y construidas de manera
semejante a partir de ellas son proporcionales, las propias
rectas seran también proporcionales. Q. E. D.

[Lema:

Que si las figuras rectilineas son iguales y semejantes,
sus lados correspondientes son iguales entre si, lo demostra-
remos de la siguiente manera:

Sean Ne, P figuras rectilineas iguales y semejantes y
sea PIl a I1= como 6H a HN.

Digo que pn es igual a 6H.

Pues, si no son iguales, una de ellas es mayor. Sea ma-
yor PIl que ©H. Y dado que, como PIt €s a [1%, asi 8H a HN, Y,
por alternancia, como Pl €s a 8H asi I1Z a HN, y MP es mayor
que ©H, entonces X es mayor que HN; de modo que tam-
bién Pz es mayor que ©N. Pero también igual. Lo cual es ab-
surdo. Por consiguiente no es el caso de que P no sea igual
a He; luego es igual. Q E. D.]%.

%5 En esta proposicion se asume sin prueba que, puesto que las figuras
N, Ip son semejantes y construidas de manera semejante, sus lados co-
rrespondientes son iguales. El lema que sigue a la definicién trata de suplir
esta deficiencia, pero presentarlo tras, la proposicion va en contra del pro-
ceder habitual de Euclides. Por ello Heiberg concluye que se trata de una
interpolacion, si bien, en este caso, anterior a Teén.
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PrOPOSICION 23

Los paralelogramos equidngulos guardan entre silara-
z6n compuesta de (las razones) de sus lados**.

Sean AT, rz paralelogramos equiangulos que tienen el
angulo Bra igual al (angulo) ErH.

Digo que el paralelogramo Ar A A o
guarda con el paralelogramo Iz la
razén compuesta (de las razones (B T H
de) sus lados. A —t

Pues coloquense de modo que M | )

Br esté en linea recta con I'H; en-
tonces AT esta en linea recta con I'E.

Complétese el paralelogramo aH, pongase una recta K'y
resulte que, como B es a TH, asi K a A, y como AT es a IE,
asi Aam[V], 12].

Entonces, las razones de Ka Ay de A aMson las mismas
que las razones de los lados, a saber: de Br arH y de Ar a rE.
Pero la razén de K a M se compone de larazéndeKaAy de
la de A a M; de modo que también K guarda con M la razon
compuesta de (las de) los lados. Y, dado que, como BT es a
TH, asi el paralelogramo Ar al (paralelogramo) e [VI, 1],
mientras que, como BI es a TH, asi K a A, entonces, también,
como K €s a A, asi Ar are [V, 11]. Por otra parte, dado que,
Como AT es a [E, asi el paralelogramo re al (paralelogramo)
rz [V], 1], pero, como AT €s a I'E, asi A a M, entonces, tam-

% Las palabras del texto son légon ton synkeimenon ek t6n pleurdn,
lit., «razébn compuesta de los lados», expresion abreviada por logon ton
synkeimenon ek 16n (logon) (6n pleurdn.
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bién, como A es a M, asi el paralelogramo re al paralelo-
gramo rz [V, 11].

Puesto que se ha demostrado que como K es a A, asi el
paralelogramo Ar al paralelogramo re, y, como A €s a2 M, asi
el paralelogramo re al paralelogramo rz, entonces, por
igualdad, como K es a M, asi el (paralelogramo) Ar al parale-
logramo rz. Pero K guarda con M la razén compuesta de (las
de) los lados; entonces Ar guarda con Iz la razén compuesta
de (las de) sus lados.

Por consiguiente, los paralelogramos de angulos iguales
guardan entre si la razon compuesta de (las razones de) sus
lados. Q. E. D.57.

PropPOSICION 24

En todo paralelogramo, los paralelogramos situados en
torno a su diagonal son semejantes al (paralelogramo) en-
tero y entre si.

Sea ABra un paralelogramo, y su diagonal AT, y EH, €K
los paralelogramos situados en torno a Ar.
Digo que cada uno de los para-

A E B
lelogramos EH, €K es semejante al
" @  (paralelogramo) entero ABra y al
otro.
Pues como se ha trazado EZ pa-

A K r
' ralela a uno de los lados Br del trian-
gulo ABr, proporcionalmente, como BE es a EA, asi IZ a ZA
[VI, 2]. Como se ha trazado a su vez zH paralela a uno de

57 Sobre la razén compuesta cf. nota 40 y SiMsoN, ed. cit., pags. 324-
329.
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los lados ra del triangulo Ara, proporcionalmente, como 1z
es a ZA, asi AH a HA [VI, 2]. Pero se ha demostrado que,
como I'Z es a ZA, asi también BE a EA; entonces, también,
cOomo BE es a EA, asi AH a HA; entonces, por composicion,
COmOo BA €s a AE, asi AA a AH [V, 18] y, por alternancia, co-
mo BA €S a A4, asi EA a AH [V, 16]. Asi pues, en los parale-
logramos ABra, EH, los lados que comprenden el angulo co-
mun BAa son proporcionales. Y puesto que Hz es paralela a
ar, el angulo AzH es igual al (angulo) ara; y el angulo aAr
es comun a los dos trniangulos AAr, AHz; por tanto, los
triangulos AAr y AHZ son equiangulos. Por lo mismo, los
triangulos ArB y AZE son también equidngulos, y el parale-
logramo entero ABIa y el paralelogramo kEH son equiangu-
los. Entonces, proporcionalmente, como Aa €s a AT, asi AH a
HZ, mientras que como &I' es a I'A, asi HZ i ZA, y, COmOo Al
es a I'B, asi AZ a ZE, y ademds, como I'B €5 a BA, asi ZE a EA.
Puesto que se ha demostrado también que, como al' es a I'A,
asi HZ a ZA, mientras que, cOmo Al es a I'B, asi AZ a ZE, en-
tonces, por igualdad, como ar es a I'B, asi HZ a ZE [V, 22].
Por tanto, en los paralelogramos ABra, EH, los lados que
comprenden los angulos iguales son proporcionales. Luego
el paralelogramo ABra es semejante al paralelogramo EH
[VI, Def. 11. Por lo mismo, el paralelogramo ABra también
es semejante al paralelogramo Ke; entonces, cada uno de los
paralelogramos EH, K@ es semejante al (paralelogramo)
ABra. Pero las (figuras) semejantes a una misma figura rec-
tilinea también son semejantes entre si [VI, 21]. Por tanto el
paralelogramo EH es semejante al paralelogramo k.

Por consiguiente, en todo paralelograino, los paralelo-
gramos situados en torno a la diagonal son semejantes al
(paralelogramo) entero y entre si. Q. E. D.

B AR ol 1 s A

—

e
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PROPOSICION 25

Construir una misma (figura) semejante a una figura
rectilinea dada, e igual a otra (figura) dada.

Sea ABr la figura rectilinea dada a la que debe ser seme-
jante la figura que hay que construir y A (la figura) a la que
debe ser igual.

Asi pues, hay que construir una misma (figura) seme-
jante a ABT e igual a A.

Apliquese, pues, al (lado) Br el paralelogramo BE igual
al triangulo ABr (I, 44], y a rE el paralelogramo M igual a A

[/ ]

A E M

en el dngulo zre que es igual al (4ngulo) ra [I, 45]. Enton-
ces BI esta en linea recta con rz, y AE con EM. Y tomese la
media proporcional He a las (rectas) Br, rz [VI, 13], y
construyase a partir de He la (figura) KHe semejante y si-
tuada de manera semejante a ABr [V, 18].

Puesto que como Br es a He, asi H& a I'Z, si tres rectas
son proporcionales, como la primera es a la tercera, asi la
(figura construida) a partir de la primera a la figura seme-
jante y construida de manera semejante a partir de la segun-
da [VI, 19, Por.], entonces, como BT es a Iz, asi el triangulo
ABr al triangulo kHe. Pero también, como Br es a rz, asi el
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paralelogramo BE al paralelogramo Ez [VI, 1]. Entonces
también, como el tridngulo ABr es al triangulo kHe, asi el
paralelogramo BE al paralelogramo Ez. Asi pues, por alter-
nancia, como el tridngulo ABr es al paralelogramo BE, asi el
triangulo KHe es al paralelogramo Ez [V, 16]. Pero el trian-
gulo ABr es igual al paralelogramo BE; entonces el triangulo
KH® es igual al paralelogramo Ez. Pero el paralelogramo Ez
es igual a A. Entonces el (triangulo) kHe es también igual
a A. Y el tridngulo KHe es también semejante al (tridngulo)
ABT.

Por consiguiente, se ha construido una misma figura se-
mejante a la figura rectilinea dada ABr e igual a otra (figura)
dada A. Q.E. F. %,

PROPOSICION 26

Si se quita de un paralelogramo un paralelogramo se-
mejante y situado de manera semejante al paralelogramo
entero que tenga un dngulo comun con él, estd en torno a la
misma diagonal que el (paralelogramo) entero.

Pues quitese del paralelogramo ABra el paralelogramo
AZ semejante y situado de manera semejante a ABra y que
tenga el Angulo AAB comin con él.

Digo que ABrA esta en torno a la A 7 4
misma diagonal que AZ. AV

Pues supongamos que no, pero
si es posible, sea la diagonal Aer, y s T

prolongada Hz llévese hasta © y tra-
cese por el (punto) e, la (recta) ek paralela a una de las
(rectas) A4, Br {1, 31].

58 Se atribuye a Pitigoras una resolucién inicial de este importante
problema.

191.-7
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Dado que ABra esta en torno a la misma diagonal que
KH, entonces, COmo AA €s a AB, asi HA a Ak [VI, 24]. Pero
también, por semejanza de los paralelogramos ABra y EH,
COMO AA €S a AB, asi HA a AE; entonces también como HA es
a AK, asi HA a AE [V, 11]. Asi pues, HA guarda la misma ra-
z6n con cada una de las (rectas) AK, AE. Por tanto AE es
igual a AK [V, 9], la menor a la mayor; lo cual es imposible.
Luego no es el caso de que ABra no esté en torno a la misma
diagonal que Az; por tanto el paralelogramo ABra esta en
torno a la misma diagonal que AZ.

Por consiguiente, si se quita de un paralelogramo un pa-
ralelogramo semejante y situado de manera semejante al
(paralelogramo) entero, que tenga un angulo comin con €él,
esta_en torno a la misma diagonal que el paralelogramo en-
tero. Q. E. D.%.

ProposICION 27

De todos los paralelogramos aplicados a una misma
recta y deficientes en figuras paralelogramas semejantes y
situadas de manera semejante al construido a partir de la
mitad de la recta, el (paralelogramo) mayor es el que es
aplicado a la mitad de la recta y es semejante al defecto®.

%9 Se trata de la proposicidn conversa de la 24 y no es facil explicar su
situacidn aqul, detras de la 25.

% Sobre aplicacion de areas, cf. EucLipes, Elementos 1-1V, nota 59.
En la proposicién 44 del libro I se planteaba el problema de aplicar a una
recta dada un paralelogramo igual a una figura rectilinea dada. En VI, 27-
29, se trata de paralelogramos aplicados a una misma recta pero que son
«deficientes» o que «exceden» de la manera indicada.
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Sea AB la recta y dividase en dos partes iguales en el
(punto) r y apliquese a la recta AB el paralelogramo Aa defi-
ciente en la figura paralelograma aB construida sobre la mi-
tad de AB, es decir I'B.

Digo que todos los paraleiogra-
mos aplicados a AB y deficientes en H e
las figuras semejantes y situadas de
manera semejante a AB, el mayor es
AA.

Pues apliquese a la recta aB el paralelogramo Az defi-
ciente en la figura paralelograma zB semejante y situada de
manera semejante a AB.

Digo que AA es mayor que AZ.

Pues como AB es un paralelogramo semejante al parale-
logramo 7B, estan en torno a la misma diagonal [VI, 26].
Tracese su diagonal AB y constniyase la figura.

Pues bien, dado que rz es igual a zE y zB es comin (I,
43], entonces el (paralelogramo) entero re es igual al
(paralelogramo) entero KE. Pero re es igual a rH, porque Ar
también es igual a rB [I, 36]. Por tanto Hr es también igual a
EK. Aiidadase a ambos rz; entonces el (paralelogramo) entero
AZ es igual al gnomon AMN; de modo que el paralelogramo
AB, es decir Aa, es mayor que el paralelogramo Az.

A r K B

Las proposiciones 27-29 se han considerado como una especie de
equivalente geométrico de la forma algebraica mas generalizada de ecua-
cicnes cuadraticas cvando tienen una raiz real y positiva. El método ex-
puesto fue muy popular entre los gedmetras griegos y se usé muy frecuen-
temente para la resolucién de diferentes problemas. Constituye el funda-
mento del libro X de los Elementos y del procedimiento seguido por
Apolonio en el estudio de las secciones conicas. Simson destaca la enorme
utilidad de estas proposiciones, tachando de ignorantes a quienes como
Tacquet y Dechales las eliminan de los Elementos por considerarlas de es-
casa utilidad.
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Por consiguiente, de todos los paralelogramos aplicados
a una misma recta y deficientes en figuras paralelogramas
semejantes y situadas de manera semejante al construido a
partir de la mitad de la recta, el (paralelogramo) mayor es el
aplicado a la mitad de la recta. Q. E. D.

PROPOSICION 28

Aplicar a una recta dada un paralelogramo igual a una
figura rectilinea dada deficiente en una figura paralelo-
grama semejante a una dada; pero es necesario que la figu-
ra rectilinea dada no sea mayor que el paralelogramo cons-
truido a partir de la mitad y semejante al defecto®'.

Sea AB la recta dada y r la figura rectilinea dada a la que
debe ser igual la figura que hay que aplicar a la recta AB, sin

que sea mayor que el (paralelogramo) construido a partir de

6! 1a segunda parte del enunciado es un caso claro de diorismos. Por
otra parte, en esta proposicion y en la siguiente se asume ticitamente que,
si de dos paralclogramos semejantes uno es mayor que otro, cada lado del
mayor es mayor que ¢l lado correspondicnte del menor.
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la mitad de AB y semejante al defecto; y sea A el (parale-
logramo) al que ha de ser semejante el defecto.

Asi pues, hay que aplicar a la recta dada AB un paralelo-
gramo igual a la figura rectilinea dada r deficiente en la fi-
gura paralelograma que es semejante a A.

Dividase AB en dos partes iguales por el punto E, y
constriyase a partir de EB el (paralelogramo) EBZH seme-
jante y situado de manera semejante a A [VI, 18], y com-
plétese el paralelogramo AH.

Si en efecto el (paralelogramo) AH es igual a I, se habria
hecho lo propuesto; pues ha sido aplicado a larecta dada AB
un paralelogramo igual a la figura dada r, deficiente en la
figura paralelograma HB que es semejante a A. Y si no, sea
©E mayor que I'. Y ©E es igual a HB; entonces HB es también
mayor que I. Constriyase entonces KAMN igual al exceso
por el que HB es mayor que I y semejante y situada de ma-
nera semejante a a [VI, 25].

Pero A es semejante a HB; entonces KM es también seme-
jante a HB [VI, 21). Sea KA correspondiente a HE y AM a HZ.
Ahora bien, como HB es igual a I, KM, entonces HB €s mayor
que KM; luego HE es también mayor que KA, y HZ (mayor)
que AM. Hagase H= igual a KA y HO a AM, y complétese el
paralelogramo =HOII; entonces es igual y semejante a KM.
Luego HI es también semejante a HB [VI, 21]; por tanto HiI
esta en torno a la misma diagonal que HB [VI, 26]. Sea su
diagonal HNB y consiryase la figura.

Pues bien, dado que BH es igual aT, KM y en ellas HII es
igual a KM, entonces el gnomon restante YXo es igual a la
(figura) restante r. Y, puesto que OP es igual a =z, aflddase a
ambos nB; entonces el (paralelogramo) entero OB es igual al
(paralelogramo) entero =B. Pero =B es igual a TE, porque el
lado AE es también igual a EB [I, 36]; entonces TE es tam-
bién igual a oB. Afiadase a ambos =z; entonces el (parale-
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logramo) entero Tz es igual al gnomon entero oXxy. Pero se
ha demostrado que el gnomon XY es igual a I; por tanto TZ
esigualar.

Por consiguiente se ha aplicado a la recta dada AB un pa-
ralelogramo =T igual a la figura rectilinea dada r, deficiente
en la figura paralelograma 118 que es semejante a A. Q. E. F.

ProposiCION 29

Aplicar a una recta dada un paralelogramo igual a una
figura rectilinea dada y que exceda en una figura paralelo-
grama semejante a una dada.

Sea AB la recta dada, r la (figura) rectilinea dada igual al
(paralelogramo) que hay que aplicar a ABy A la (ﬁgura) se-
mejante al (paralelogramo) en que es necesario que exceda.

M K e
H
Asi pues, hay que aplicar a la recta AB un paralelogramo

igual a la (figura) rectilinea r y que exceda en una figura pa-
ralelograma semejante a A.
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Dividase AB en dos partes iguales por el (punto) E y
constriyase a partir de EB el paralelogramo Bz semejante y
situado de manera semejante a 4, y construyase HO igual a
ambos Bz, T y al mismo tiempo semejante y situado de ma-
nera semejante a a [VI, 25). Y sea ke correspondiente a ZA,
y KH a ZE. Y puesto que HE es mayor que ZB, entonces Ko
es también mayor que ZA y KH que ZE. Proldnguense zA, ZE,
y sea zZAM igual a ke y ZEN igual a KH, y complétese MN;
entonces MN es igual y semejante a H8. Pero He es seme-
jante a EA; luego MN es semejante también & EA [VI, 21};
luego EA esta en torno a la misma diagonal que MN. Tracese
su diagonal =, y constriyase la figura.

Puesto que He es igual a EA, I, mientras que Ho es igual
a MN, entonces MN es también igual a EA, I'. Quitese de am-
bas EA; entonces el gnomon restante wxe es igual ar. Y
puesto que AE es igual a EB, AN también es igual a NB I, 36],
es decir, a AO [I, 43]. Afiddase a ambos E=; entonces el
(paralelogramo) entero A= es igual al gnomon oxw. Pero el
gnomon &X¥ es igual a I. Por tanto A= es igual aI.

Por consiguiente, se ha aplicado a la recta AB un parale-
logramo Az igual a la (figura) rectilinea dada r y que excede
en la figura paralelograma 1o que es semejante a A, puesto
que OI es semejante a EA [VI, 24]. Q. E. F.

Proposici6N 30

Dividir una recta finita dada en extrema y media razon.

Sea AB la recta finita dada.
Asi pues, hay que dividir la recta AB en extrema y media
razon.
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Constrityase a partir de AB el cuadrado Br'y apliquese a
ar el paralelogramo ra igual a Br' y que exceda en la figura
AA semejante a Br [V], 29].

Ahora bien, Br es un cuadrado; en-
tonces AA es también un cuadrado. Y co-
mo Br es igual a ra, quitese de ambos I'E;
entonces el (paralelogramo) restante BZ €s
igual al (paralelogramo) restante AA. Pero
E son también equiangulos; entonces los la-

dos que comprenden los angulos iguales

de los (paralelogramos) BZ, As son inver-

samente proporcionales { V1, 14]; entonces,
como ZE es a Ea, asi AE a EB. Pero ZE es igual 2 ABy EA 2
AE. Por tanto, como BA es a AE, asi AE a EB. Pero AB es ma-
yor que AE; asi pues, AE €S también mayor que EB.

Por consiguiente se ha dividido la recta AB en extrema y
media razon por E y su segmento mayor €s AE. Q. E. F.%%.

r 2 e

A

PROPOSICION 31

En los triangulos rectangulos, la figura (construida) a
partir del lado que subtiende el anguio recto es igual a las
figuras semejantes y construidas de manera semejante a
partir de los lados que comprenden el angulo recto.

Sea ABr el triangulo rectangulo que tiene el angulo recto
BAT.

62 Se trata de una aplicacién directa de VI 29, en el-caso particular de
que el exceso del paralelogramo que se aplica sea un cuadrado. Cf. It

LIBRO VI 105

Digo que la figura (construida) a partir de Br es igual a
las figuras semejantes y construidas de manera semejante a
partir de los lados BA, AT.

Tracese la perpendicular AA.

Puesto que se ha trazado la per-
pendicular Aa en el triangulo rectan-
gulo ABr desde el angulo recto A has- B2 r
ta la base Br, los tridngulos ABA, AAT,
adyacentes a la perpendicular, son
semejantes al (tringulo) completo ABr y entre si [V1, 8].

Y puesto que ABT es semejante a ABA, entonces, como I'B
es a BA, asi AB a BA [VI, Def. 1]. Ahora bien, dado que tres
rectas son proporcionales, como la primera es a la tercera,
asi la figura (construida) a partir de la primera es a la
(figura) semejante y construida de manera semejante a partir
de la segunda [VI, 19, Por.]. Entonces, como I'B es a Ba, asi
la figura (construida) a partir de I'B es a la (figura) semejante
y construida de manera semejante a partir de BA. Por lo
mismo, ademas, como Br es a TA, asi la figura (construida) a
partir de Br es a la (figura) construida a partir de ra. De
modo que también, como Br es a BA, AT, asi la figura (cons-
truida) a partir de Br a las (figuras) semejantes y construidas
de manera semejante a partir de BA, Ar. Pero Br es igual a
BA, AT; por tanto la figura (construida) a partir de Br es
también igual a las figuras semejantes y construidas de
manera semejante a partir de BA, AT

Por consiguiente, en los tridngulos rectingulos la figura
(construida) a partir del lado que subtiende el angulo recto
es igual a las figuras semejantes y construidas de manera
semejante a partir de los lados que comprenden el angulo
recto. Q. E. D.
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PROPOSICION 32

Si dos triangulos que tienen dos lados (de uno) propor-
cionales a dos lados (del otro) se construyen unidos por un
dngulo®® de modo que sus lados correspondientes sean pa-
ralelos, los restantes lados de los triangulos estardn en li-
nea recta.

Sean ABr, ATE dos tridngulos que tienen los dos lados
BA, AT proporcionales a los dos lados ar, AE (es decir) como
AB €S a AT, asi AT a AE, y AB paralela a ATy AT a AE.

Digo que Br estd en linea recta con IE.

a Pues como AB es paralela a ar, y
la recta Ar ha incidido sobre ellas,
los 4ngulos alternos BAT, Ara son
iguales entre si [I, 29]. Por lo mismo
el (4ngulo) raE es también igual al
(4ngulo) Ara. De modo que también
el (angulo) BAr es igual al dngulo

TAE. Y puesto que ABI, ATE, son dos tridngulos que tienen

un angulo, el correspondiente a A, igual a un angulo, el

correspondiente a A, y los lados que comprenden los an-

gulos iguales, proporcionales (es decir que) como BA es a

AT, asi I'A a AE, entonces el tridngulo ABr y el tridngulo ArE

son equiangulos [VI, 6]. Por tanto el angulo ABT es igual al

(4ngulo) ATE. Pero se ha demostrado que el (dngulo) Ara es

también igual al (dngulo) BAr; luego el (4ngulo) entero ATE

es igual a los dos (4ngulos) ABr, BAT. Afiddase a ambos el

(4ngulo) ArB; entonces los (dngulos) ATE, AB son iguales a

B r E

%3 La expresion griega es syntithénai kata mian gonian.
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los (4ngulos) BAT, AI'B, FBA. Pero los (angulos) BAT, ABT, AIB
son iguales a dos rectos [I, 32); luego los (angulos) ATE, ATB
son también iguales a dos rectos. Por tanto, las dos rectas
BT, T'E que no estan en el mismo lado forman con una recta
AT y en su punto T los angulos adyacentes ATE, ArB iguales a
dos rectos; por tanto Br esta en linea recta con rE [I, 14].

Por consiguiente, si dos tridngulos que tienen dos lados
(de uno) proporcionales a dos lados (del otro) se construyen
unidos por un dngulo de modo que sus lados correspondien-
tes sean paralelos, los restantes lados de los tridngulos esta-
ran en linea recta. Q. E. D.

PropPoOsICION 33

En los circulos iguales, los angulos guardan la misma
razon que las circunferencias sobre las que estan, tanto si
estan en el centro como si estan en las circunferencias®.

Sean ABr, AEZ los circulos iguales y sean BHI, EOZ los
angulos correspondientes a sus centros (H, ©) y BAT, EAZ los
(4ngulos) correspondientes a sus circunferencias.

Digo que: como la circunferencia Br es a la circunfe-
rencia Ez, asi el angulo BHr al (dngulo) Eez y el angulo BAT
al (Angulo) EaZ.

Pues haganse tantas circunferencias sucesivas Ik, KA
como se quiera iguales a Br y tantas circunferencias sucesi-
vas ZM, MN como se quiera, iguales a EZ, y tracense HK, HA,
eM, eN.

Asi pues, como las circunferencias Br, Ik, KA son igua-
les entre si, los 4&ngulos BHT, 'HK, KHA son también iguales
entre si (11, 27]; entonces cuantas veces BA es miultiplo de

8 Cf. EucLipes, Elementos 111 (nim. 155 de la B.C.G.), Definiciones,
pég. 292, nota 84.

\
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Br, tantas veces el angulo BHA es también multiplo del
(4ngulo) BHr. Por lo mismo, también, cuantas veces la cir-

@

o K

cunferencia NE es multiplo de la circunferencia EZ, tantas
veces el angulo NeE es multiplo también del (angulo) E€Z.
Entonces, si la circunferencia BA es igual a la circunferencia
EN, el angulo BHA es también igual al (4ngulo) EBN {111, 27],
y si la circunferencia BA es mayor que la circunferencia EN,
el angulo BHA es también mayor que el (4ngulo) EGN, y si es
menor, menor. Habiendo entonces cuatro magnitudes, las
dos circunferencias Br, EZ y los dos angulos BHI, EOZ, s€
han tomado unos equimiltiplos de la circunferencia Br y del
angulo BHT, a saber: la circunferencia BA y el angulo BHA; Y
otros equimultiplos de la circunferencia Ez y el angulo E6Z,
a saber: la circunferencia EN y el angulo E&N.
Ahora bien, se ha demostrado que, si la circunferencia
A excedc a la circunferencia EN, el 4ngulo BHA excede tam-
bién al angulo EeN, y si es igual, es igual, y si menor, me-
nor. Entonces, como la circunferencia Br es a la (circunfe-
rencia) Ez, asi el angulo BHT al (angulo) ez [V, Def. 5].
Pero, como el angulo BHr es al (angulo) E®Z, asi €l (angulo)
BAT al (angulo) EAZ; pues son dobles respectivamente. En-
tonces, como la circunferencia Br es a la circunferencia EZ,
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asi el angulo BHT al (4ngulo) EOZ y el (4ngulo) BAT al
(angulo) EAZ.

Por consiguiente, en los circulos iguales, los angulos
guardan la misma razén que las circunferencias sobre las
que estan, tanto si estan en el centro como si estan en las

circunferencias. Q. E. D.%.

65 1 a asuncion ticita de que el angulo que esta en un arco mayor €s
mayor, y el que estd en un arco menor es menor, se deduciria facilmente

de 111, 27.
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2. Un numero es una pluralidad compuesta de unida-
des®’.

del punto en que la unidad no tiene posicién (Metafisica 1016b25). De
acuerdo con esta Gitima distincién, Aristoteles llama a la unidad «un punto
sin posicion» stigmeé dthetos (Metafisica 1084b26).

e. Por ultimo, Jamblico dice que la escuela de Crisipo define la unidad
de una forma confusa (synkechyménds), a saber: como «pluralidad uno»
(pléthos kén).

La definicién de Euclides parece dirigida a separar la unidad de la
multiplicidad y de la divisibilidad —lo cual, en cierto modo, supondria
una exclusién de las fracciunes (cf. PLATON, Repriblica 525¢)—. Pero, en
todo caso, su utilidad matematica es muy inferior a sus resonancias filos6-
ficas. El propio Platén ya habia reparado, con cierta gracia, en esta di-
mensién de la definicion «modema»: «Hombres asombrosos, jacerca de
qué nimeros discurris, en los cuales se halla la unidad tal como la consi-
derais, como igual a cualquier otra unidad sin diferir en lo més minimo y
sin contener en si misma parte alguna?» (Republica V11 526a).

Por lo demas, Teon de Esmima atribuye la etimologia de monds «uni-
dad» bien al hecho de permanecer inalterada cuando se multiplica por s
misma cualquier nimero de veces, o bien al hecho de mantenerse aislada
(memondésthati) del resto de los numeros. Nicémaco observa a su vez que
mientras cualquier nimero es la mitad de la suma de los nimeros ad-
yacentes y de los numeros equidistantes, por cada lado, la unidad resulta
mas aislada pues no tiene numeros a ambos lados sino sélo a uno de ellos,
amén de limitarse a ser la mitad del siguiente, el 2.

" Arithmos de 16 ek monddon synkeimenon pléthos.

La definicion de numero de Euclides no es, una vez mas, sino una de
Jas muchas que conocemos. Nicomaco combina varias en una al decir que
es «una pluralidad definida» fpléthos horisménon) o un «conjunto de uni-
dades» (monddon systema), o un «flujo de cantidad compuesto por unida-
des» (posotétos chyma ek monddon synkeimenon). Tedn dice que un nu-
mero es una «coleccion de unidades», o una progresion (propodismos) de
cantidad que parte de una unidad y una regresién (anapodismos) que aca-
ba en una unidad. Segin Jamblico, la descripcion como coleccién de uni-
dades fue aplicada a la cantidad, es decir al nimero, por Tales, que en esto
seguia a los cgipcios (katd to Aigyptiakon aréskon). Micntras que Eudoxo
¢l pitagérico fue quien hablé del niumero como «pluralidad definida».
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3. Un numero es parte de un nimero, el menor del ma-
yor, cuando mide al mayor.

4. Pero partes cuando no lo mide®,

5. Y el mayor es multiplo del menor cuando es medido
por el menor®.

ARISTOTELES presenta una serie de definiciones que insisten sobre lo
mismo: «una pluralidad definida» pléthos 16 peperasménon (Metafisica
1020a13); «pluralidad o combinacién de unidades» o «pluralidad de indi-
visibles» (ibid. 1053a30, 1039a12, 1085b22); «varios unos» héna pleio
(Fisica 111 7, 207b7); «pluralidad que se puede medir por uno» (Metafisica
1057a3) y «pluralidad medida» y «pluralidad de medidas» siempre que la
medida sea el uno ro hén (ibid. 1088a5).

Por otra parte, he traducido el término pléthos por «pluralidad» pues
asi se distingue tanto de arithmds «nimero» como de poson «cantidad».
Otros contextos de los libros de aritmética exigiran, llegado el caso, una
version diferente.

88 Si por méros «parte» en la definicién anterior se entiende una parte
alicuota o submultiplo, con el plural mére «partes», en esta definicién, Eu-
clides alude a2 un niimero de partes alicuotas o a lo que nosotros llama-
rfamos una fraccién propia. De modo que, por ejemplo, el nimero 2 es
parte del niimero 6, pero el nimero 4 no es parte sino partes de este mismo
numero 6.

Qd:’ Esta definicion viene a formular la relacién reciproca de la estable-

ida en la def. 3 (supra). El uso de estas nociones aritméticas en los Ele-
mentos envuelve algunas suposiciones tacitas sobre la relaciéon de medir
una cantidad un nimero de veces. Por ejemplo: si x mide ay e y mide a z,
x mide a z; si x mide a y y mide a z, x mide a y + z; si x mide a y y mide a
z,xmeditiay-zo0az-y(segin que y >z 0 y < z). Pero su limitacién
mayor es no ofrecer una conceptualizacion o una explicacién de la nocién
involucrada de medida. Una reconstruccién axiomatica moderna de la
teoria aritmética de los Elementos puede verse en N. MALMENDIER, «Eine
Axiomatik zum 7. Buch der Elemente von Euklid», Mathematische-Phy-
sikalische Semesterberichte 22 (1975), 240-254. Puede que ¢l primer ensa-
yo en la direccién de completar el marco de postulados, definiciones y
axiomas de la aritmética clasica haya sido la Arithmetica de Jordano de
Nemore (s. xu1); vid. la reciente edicion de H. L. Busarp, Jordanus de
Neinore. De-elementis arithmetice artis, Stuttgart, 1991, 2 vols.
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12. Un nimero primo es el medido por la sola unidad ™.

13. Numeros primos entre si son los medidos por la sola
unidad como medida comun.

14. Nuamero compuesto es el medido por algin nimero.

nos «sblow estaria de mas. Recordemos asi mismo el caso de la proposi-
cion IX 34 que muestra claramente cuél es el punto de vista de Euclides.

Por otro lado, las proposiciones 1X 33 y 34, también dan motivos para
excluir la definicion que Heiberg considera como una interpolacion (vid.
la nota anterior). De acuerdo con ella, un nimero parmente impar podria
resultar también imparmente par. De modo que si tanto esta presunta de-
finicion 10 como la definicion 9 fueran genuinas, las proposiciones 1X 33
y IX 34 plantearian scrios problemas. Pues en X 33 podria darse el caso
de que un nimero no fuera «sélo» parmente impar; y la prueba de 1X 34
no dejaria de ser equivoca.

7 Nicomaco, Teon y Jamblico afiaden a «nimero primo» proétos arith-
més el término asynthetos «no compuesto». Teén lo define de manera si-
milar a Euclides como «el medido por ningin nimero excepto la unidad».
ARISTOTELES dice también que un nimero primo no es medido por ningan
nimero (Analiticos Segundos 11 13, 16a36), pues la unidad no es un nu-
mero (Metafisica 1088a6), sino solo el principio del numero. Para Nicé-
maco, los numeros primos no son una subdivision de los numeros en
general sino solo de los impares. Dice que un numero primo no admite
otra parte (i.e., otro submultipio) que la que tiene su nombre derivado del
del propio numero (parénymon heautoi), por ejemplo «tres» no admite
otra parte que «un tercio». Segun esta teoria, los nimeros primos em-
piezan por el 3, mientras que para Aristoteles el 2 seria el primer nimero
primo y el unico par. El testimonio aristotélico demuestra que esta diver-
gencia con la doctnna pitagorica es anterior a Euclides. El numero 2
cumple las condiciones de la definicion euclidea, lo que sirve a Jamblico
de pretexto para criticar a Euclides una vez mas.

A los nimeros primos se aplican en griego también otros nombres di-
ferentes de protos. Jamblico los llama euthimetrikoi; Timaridas, euthy-
grammikoi «rectilineos»; y una variante del anterior, grammikoi, «linea-
les», es el utilizado por Teén de Esmima: ambas tienen en cuenta que solo
pueden ser representados por una linea.

Segin Nicémaco, el término prétoi se debe a que solo se puede llegar
a ellos juntando unidades y la unidad es el principio del numero.
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15. Nimeros compuestos entre si son los medidos por al-
glin nimero como medida comin’s.

16. Se dice que un numero multiplica a un niimero cuando
el multiplicado se afiade (a si mismo) tantas veces
como unidades hay en el otro y resulta un namero 76,

17. Cuando dos nameros, al multiplicarse entre si, hacen
algin (numero), el resultado se llama (nimero) pla-
no y sus lados son los numeros que se han multi-
plicado entre si”’.

75 Teén define los nimeros compuestos entre si de manera similar a
Euclides, y pone como ejemplo el 8 y el 6, que tienen al 2 como medida
comun, y el 6 y el 9, que cuentan con el 3. La clasificacion euclidea de nu-
meros primos y compuestos entre si difiere, sin embargo, de las de Nico-
maco y Jamblico. Este ultimo considera que todos estos tipos de numeros
son subdivisiones sélo de la clase de los nimeros impares, mientras que
los numeros pares se dividen, a su vez, en tres tipos: a) parmente pares ; b)
parimpares; c) imparpares. Los dos primeros, a y b, son los casos extre-
mos, y los del tipo ¢ son intermedios entre los otros dos tipos. Del mismo
modo, la clase de los nlimeros impares se divide en tres tipos, de los que el
tercero es intermedio entre los otros dos: a) primos y no compuestos: que
equivalen a los numeros primos de Euclides con excepcion del 2; b) se-
cundarios y no compuestos: cuyos factores deben ser no solo impares sino
primos, por ejemplo 9, 15, 21...; ¢) secundarios y compuestos en si mis-
mos pero primos en relacion con otros. También en este caso los factores
deben ser impares y primos. Esta clasificacion es objetable por limitar un
término tan amplio como «compuesto» a los casos formados por factores
primos.

7 Traduzco synrethéi por «se afiade (a st mismo)» para que resulte in-
teligible en castellano. Se trata de 1a definicién sobradamente conocida de
la multiplicacién como suma abreviada.

7 Los términos plano y solido aplicados a numeros proceden de la
adaptacion de su uso con referencia a figuras geométricas. De acuerdo con
esto, un numero recibe la calificacion de lineal cuando es contemplado
como si constara de una sola dimension, la longitud. Cuando se le aiiade
otra dimension, la anchura, resulta un numero plano, cuya forma mas co-
mun es la que corresponde al rectangulo en Geometria. En la tradicion pi-
lagérfca no dejaron de abundar estas y otras muestras de numeros figura-
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18. Cuando tres numeros, al multiplicarse entre si, hacen
algin nimero, el resultado es un (nimero) sélido y
sus lados son los numeros que se han multiplicado
entre si.

19. Un namero cuadrado es el multiplicado por si mismo o
el comprendido por dos nimeros iguales.

20. Y un (nimero) cubo el multiplicado dos veces por si
mismo o el comprendido por tres nimeros iguales 8.

21. Unos nimeros son proporcionales cuando el primero
es el mismo miltiplo o la misma parte o las mismas
partes del segundo que el tercero del cuarto .

22. Nuameros planos y sélidos semejantes son los que tie-
nen los lados proporcionales.

dos (e.g. los numeros cuadrados, generados por la adicién de un gnémon
impar, o los numeros oblongos, generados por la adicién de un gno-
mon par).

Por otra parte, el griego utiliza el verbo poiéo «hacem para significar
el proceso de la multiplicacién y gignomai para el resultado.

78 Para las definiciones de niimero cuadrado y numero cubo Euclides
emplea las curiosas expresiones isdkis isos e isdkis isos isdkis respectiva-
mente, cuya traducci6n literal es la siguiente: «igual niimero de veces
igual» (Def. 19) e «igual nimero de veces igual nimero de veces igual».

Nicémaco distingue un caso especial de nimero cuadrado que acaba
(en la notacién adoptada) en el mismo digito o numeral que su lado, por
ejemplo: 1, 25, 36, cuadrados de 1, 5 y 6 respectivamente. A estos nu-
meros los llama ciclicos (kyklikoi) por analogia con los circulos, en geo-
metria, que vuelven al punto donde han empezado. Por la misma razén a
los nimeros cubos que acaban con el mismo digito que sus lados y los
cuadrados de sus lados los llama esféricos.

" Euclides no se plantea la nocién de proporcién en los mismos térmi-
nos que otros autores anteriores o posteriores que definen la proporcién
como «igualdad o semejanza de razones». Por otra parte, habla normal-
mente de niimeros «continuamente proporcionales» en el sentido de «pro-
porcionales en orden, o sucesivamente».
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23. Numero perfecto® es el que es igual a sus propias par-
tes®!.

% | a ley de formacion de los nimeros perfectos, dada por la formula
2n (2n - 1) cuando 2n - | es un nimero primo, se demuestra mas ade-
lante, en IX 36. Tedn de Esmima y Nicomaco afaden otros dos tipos de
nimeros: los «superperfectos», hypertelés o hypertéleios, cuando la suma
de sus partes alicuotas (submultiplos) es mayor que el propio niimero, por
ejemplo la suma de las partes de /12 es6 +4+3+2+ 1] =16,y los
«defectivos», ellipés, cuando la suma de las partes es menor que el propio
numero, por ejemplo la suma de las partesde 8 es4+ 2+ /=7.

8 Los libros VII-IX cubren lo que podria llamarse «aritmética tedrica
elemental» griega. La suerte de la aritmética no deja de ser un tanto cu-
riosa en Grecia. Por una parte, no tardé mucho en verse disociada de la
«logistica» prictica, i.e. de las técnicas comunes de célculo aplicadas a lle-
var las cuentas y a traficar con objetos materiales, a menesteres de caracter
administrativo o mercantil. Al propio Pitigoras se le atribuyd una primera
depuracién filosofica o «tedrican de la aritmética: «Pitagoras honro la arit-
mética mas que ningun otro. Hizo grandes avances en ella, sacandola de
los célculos practicos de los comerciantes y tratando todas las cosas como
numeros» (ARISTOXENO, fr. 23). Esta «liberacién», al parecer, no impidié a
los pitagéricos mantener antiguos hébitos intuitivos de calculo, como el de
operar con guijarros o marcas (logidsesthai pséphois). Pero si pudo contri-
buir a cierta idealizacién de los nimeros y a la consideracién de una
«logistica» teérica, interesada en propiedades y relaciones numéricas ge-
nerales. Y, desde luego, contribuy6 a elevar los nimeros y sus relaciones,
o «configuraciones», a la dignidad de simbolos inicidticos o claves de
comprensién del universo. Asi, en pitagéricos tan notables como Filolao,
la aritmética parece inseparable de la numerologia. Una numerologia que
no dejara de tener vania y curiosa fortuna: cobra enjundia metafisica en el
s. 1v a. C. (con Espeusipo y Jendcrates); mucho mas tarde, a partir del
neopitagorismo del s. 1 d. C., retorna a la ari*mologia simbélica (e.g. en
Nicémaco, Tedn de Esmimna); luego, de ia mano de Jamblico (s. 1v), viene
a desembocar en la teologfa. Por oiro lado, al margen de los dos caminos
principales de la anitmética griega (el de la teoria de los nameros —en
parte recogida y en parte normalizada por los Elementos— y el de la sim-
bologia numerolégica). ir&n quedando otras sugerencias sobre el desarro-
llo numérico de la raz6n y la proporcién, innovaciones notacionales como

e s
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ProPOSICION |

Dados dos numeros desiguales y restdndose sucesiva-
mente el menor del mayor, si el que queda no mide nunca al

la del Arenario de Arquimedes, investigaciones métricas como las de He-
rén o primicias «algebraicas» como las de Diofanto.

En realidad, la misma aparicion de estos libros de aritmética en los
Elementos de Euclides no deja de ser un tanto curiosa. Desde un punto de
vista sistematico, sélo podria justificarse por relacién a ciertas aplicacio-
nes en el libro X. En todo caso, algunos desarrollos como los de la teoria
del par/impar, o los primos relativos o la teoria misma de la proporcion
numeérica, dan la impresion de que Euclides trabaja con un legado auté-
nomo y autosuficiente. Es cierto que, en la tradicién, la aritmética y la
geometria se consideraban de la misma familia: al decir de Arquitas (se-
gin Porrrio, In Ptol. Harm. 1 330, 26-331, 8), parecian «hermanas»,
tampoco conviene olvidar el legado pitagérico de los nimeros figurados.
Pero, por otra parte, los nameros y las magnitudes geométricas son, segun
otra tradicién no menos persistente, entidades dispares. No sélo por moti-
vos de orden matemético (como el caso de la inconmensurabilidad o la
perspectiva de la teoria generalizada de la proporcion), sino también, qui-
zs, por motivos filoséficos, e.g. la «pureza» mayor de la aritmética con
respecto al mundo sensible, la categorizacion de lo discreto y lo continuo,
1a indole misma de los nimeros como objetos susceptibles de hallazgo o
determinacién pero no de conformacién o construccién —no hay postula-
dos ni problemas expresos en los libros de aritmética de los Elementos—-
En suma, la pregunta de por qué aparece aqui el venerable legado de la
teoria de los niimeros, puede todavia considerarse abierta.

Otra cuestién afadida es la curiosa circunstancia de que hoy no dis-
pongamos de unos Elementos de aritmética dentro de la tradicion mate-
matica griega. Sobre la base de la antigiiedad de buena parte del material
con que trabaja Euclides, hay quienes insisten en la presunta existencia de
unos Elementos pitagéricos [e.g. B. L. VAN WAERDEN, «Die postulate und
Konstruktionen in der frithgriechischen Geometrien, Archive for History
of Exaci Sciences 18 (1978), 343-357; L. Zumup, «Pythagoras as a Mathe-
matician», Historia Mathematica 16 (1989), 249-268]. No hay datos que
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anterior hasta que quede una unidad, los numeros iniciales
serdn primos entre si.

Pues sean AB, ra dos numeros [desiguales] tales que,
restandose sucesivamente el menor del mayor, el que quede
no mida nunca al anterior hasta que quede
una unidad. lo

Digo que AB, I'a son primos entre s, es
decir que la sola unidad mide a AB, TA.

Pues si AB, A no son primos entre si,
algun numero los medira. Midalos (un nu-
mero) y sea E; y T'a, al medir a Bz, deje ZA
menor que ¢l mismo, y AZ, al medir a aAH, l {
deje Hr menor que €l mismo, y Hr, al medir B a
a ze, deje una unidad ©A.

Asi pues, como E mide a ra, y ra mide también a BZ, en-
tonces E mide también a BZ, pero mide también al total BA;
por tanto medira también al resto AZ. Ahora bien, AZ mide a
AH; entonces E mide también a AH; pero mide asi mismo al
total Ar; por tanto medira también al resto r. Pero rH mide
a ze; y mide asi mismo al total za; luego medira también a

la unidad restante A8, aun siendo un nimero; lo cual es im-
posible. Por tanto, ningun namero medira a los numeros
AB, TA.

4T

corroboren la inferencia. Pasando a otros tiempos muy posteriores —in-
cluso a Euclides—, también se ha sugerido la existencia de unos Ele-
mentos de Diofanto [J. CHISTIANIDIS, «Arithmetiké Stoikheiosis: Un traité
perdu de Diophante d’ Alexandrie?», Historia Mathematica 18 (1991),
239-246]; pero la principal base aducida, un escolio de un bizantino
anénimo al Comentario a la Introduccion a la aritmética de Nicémaco, de
Jamblico, no parece demasiado fuerte para sostener esta conjetura. No
obstante, sigue en pie la afirmacion de Proclo de que «muchos autores han
escrito tratados de Elementos sobre aritmética y astronomia» (73, 12-14).
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Por consiguiente, AB, TA son primos entre si [VII, Def.
13]. Q. E. D.

PROPOSICION 2

Dados dos numeros no primos entre si, hallar su medi-
da comiin maxima.

Sean AB, 'a los dos nimeros dados no primos entre si.
Asi pues, hay que hallar la medida
comin méaxima de AB, TA.
Si en efecto ra mide a AB, y s€ mide
z también a si mismo, entonces Ia es medida
comun de ra, AB. Y esta claro que también
H  es la maxima, pues ninguna mayor que I'a
pl L medird aTA.

Pero si ra no mide a AB, entonces, res-
tandose sucesivamente el menor de los (ntmeros) AB, TA del
mayor, quedara un numero que medira al anterior. Pues no
quedara una unidad: porque en otro caso AB, A serdn
primos entre si [VII, 1], que es precisamente lo que se ha
supuesto que no. Asi pues, quedara un numero que medira
al anterior. Ahora bien, ra, al medir a BE, deje EA menor que
¢l mismo, y Ea, al medir a Az, deje Zr menor que ¢l mismo,
y mida rZ a AE. Asi pues, como I'Z mide a AE, y AE mide a
AZ, entonces Iz medird también a AZ; pero se mide también
a si mismo; entonces medira también al total ra. Pero ra
mide a BE; luego Iz mide a BE; Yy mide también a EA; por
tanto medira también al total BA; pero mide también a Ta;
entonces rz mide a AB, ra. Por tanto, I'Z s medida comun
de AB, I'A.

"]

E r
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Digo ahora que también es la maxima. Pues, si I'Z no es
la medida comin maxima de AB, I'A, Un nUMEro que sea ma-
yor que rz medira a los numeros AB, I'a. Midalos (un niime-
ro) y sea H. Y como H mide aray ra mide a BE, entonces H
mide también a BE; pero también mide al total BA; entonces
medira también al resto AE. Pero AE mide a AZ; por tanto, H
medira a Az y mide también al total ar; luego medira tam-
bién al resto Iz, esto es: el mayor al menor, lo cual es im-
posible; asi pues, no medira a los numeros AB, F'A un numero
que sea mayor que I'z.

Por consiguiente, rZ es la medida comin maxima de
AB, TA.

Porisma:

A partir de esto queda claro que, si un namerc mide a
dos numeros, medira también a su medida comin maxima.
Q. E.D.8,

82 g la proposicién anterior puede considerarse como un «testy de la
propiedad de ser primos relativos, ahora Euclides ofrece un método no
menos eficaz para hallar la medida comiin maxima de dos nameros por el
mismo método de sustraccion reciproca sucesiva (anthyphairein). Puede
que este método proceda de la determinacién de razones entre dos seccio-
nes del monocordio —como sugiere A. Szabé—. Desde luego, la nocion
de anthyphairesis parece relacionada con un concepto de razén numérica
anterior a Euclides. (Mas adelante, en X 2, 3, se encontrard una nueva
aplicacion en un marco mas general.) Por otro lado, la versién moder-
nizada de este procedimiento en términos no ya de sustracciéon sino de
divisién, y de su resultado como obtencion del «maximo comtn divisor»,
puede prestarse a equivocos, €.g. al aproximar la aritmética euclidea a la
modemna aritmética de fracciones. Mayor confusién seria una mezcla de
todo ello tan curiosa como la acepcién del uso «matematico» de anthy-
phairéo (referido a X 2, 3) en los términos: «sustraer alternativamente dos
magnitudes para hallar el maximo denominador comin» —en el Diccio-
nario Griego-Espariol 11, Madrid, C.S.1.C., 1986, pag. 309.
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ProposiciON 3

Dados tres niumeros no primos entre si, hallar su medi-
da comun maxima.

Sean A, B, I los tres nimeros dados no primos entre si.

Asi pues, hay que hallar la medida comin méxima de
A,B,T.

Témese pues la medida comin

Ale maxima, A, de los dos (numercs) A, B

rl Al lE 12 [VII, 2]; entonces A o mide o no mi-

de a r. En primer lugar midalo; pero

mide también a A, B; entonces A mide a A, B, I. Luego A es
una inedida comun de A, B, T.

Digo ahora que también es la maxima. Pues si A noes la
medida comun maxima de A, B, I, un numero que sea mayor
que A medird a los nimeros A, B, I. Midalos y sea E. Asi
pues, como E mide a A, B, I', entonces medira también a A, B,
luego medira también a la medida comin maxima de A, B
[VII, 2, Por.]. Pero la medida comiin maxima de AB es 4,
entonces E mide a A, el mayor al menor; lo cual es imposi-
ble. Por tanto no medira a los numeros A, B, I un nimero
que sea mayor que A; entonces A es la medida comin méxi-
made A, B, T.

Ahoranomidaaar.

Digo, en primer lugar, que I', A no son primos entre si.
Pues, como A, B, I' no son primos entre si, algun numero los
medira. Entonces el que mida a A, B, I, medira también a A,
B; y medira también a A la medida comin maxima de A, B
[VI1, 2, Por.]; pero mide también a I; entonces un nimero
medira a a, r; luego a, I no son primos entre si. Tomese,
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pues, su medida comun méxima, E [VII, 2]. Y como E mide
a A, mientras que A mide a A, B, entonces E también mide a
A, B; pero mide también a r; luego E mide a A, B, I; por
tanto, E es una medida comun de A, B, I

Digo ahora que también es la maxima. Pues, si E no es
la medida comin maxima de A, B, I', un nimero que sea
mayor que E medira a los nimeros A, B, I'. Midalos y sea z.
Ahora bien, como zZ mide a A, B, I, también mide a A, B;
entonces también medira a la medida comun maxima de A,
B [VI], 2, Por.]. Pero A es la medida comun maxima de A, B;
entonces Z mide a A; y mide también a r; luego Z mide a 4,
r; por tanto medira también a la medida comin maxima de
a, T [VI], 2, Por.]. Pero E es la medida comin maxima de 4,
r; entonces z mide a E, el mayor al menor, lo cual es impo-
sible; por tanto, no medira a los nimeros A, B, I' un nimero
que sea mayor que E.

Por consiguiente, E es la medida comin maxima de A,
B,I.Q.E.D.%,

® Herén sefiala que este método nos permite hallar la medida comiin
méxima de tantos niimeros como queramos y no sélo de tres, porque cual-
quier namero que mida a dos niumeros medira también a su medida comin
méxima. Asf que se trata de ir hallando sucesivamente la medida comin
méxima de pares de numeros, hasta que queden sélo dos niimeros de los
que se hallar4 la medida comun méaxima. Euclides asume ticitamente esta
extension en VII 33 donde se toma la medida comin maxima de tantos
nimeros como se quiera.

Estas proposiciones iniciales 1-3 del libro VII presentan el llamado
«algoritmo» euclideo para la determinacién de nimeros primos y la ob-
tencién de la medida comun méxima entre dos o mds nimeros no primos
entre si. Esa denominacién no es inadecuada en la medida en que, cierta-
mente, representan un procedimiento de célculo efectivo, i.e. una rutina
metddica capaz de conducimos en una serie finita de pasos a un resultado
preciso.
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PrOPOSICION 4

Todo numero es parte o partes de todo numero, el me-
nor del mayor. ’

Sean dos numeros A, BT, y sea el menor Br.

Digo que Br es parte o partes de A.

Pues A, Br o son primos entre si 0 no lo son.

En primer lugar sean primos entre si.

B Entonces, si se divide Br en las unidades

que hay en ¢él, cada unidad de las que hay

Al E en Br sera alguna parte de A; de modo que
BT es partes de A.

z Ahora no sean A, Br primos entre si;

a  entonces Br o mide a A o no (lo mide). Si

r en efecto Br mide a A, Br es parte de A.

Pero, si no, témese la medida comin
maxima, A, de A, Br [VII, 2] y dividase Br en los (niimeros)
BE, EZ, 7T iguales a A. Ahora bien, como A mide a A, A es
parte de A; pero A es igual a cada uno de los (nimeros) BE,
EZ, zI; luego cada uno de los (niimeros) BE, EZ, ZI' es
también parte de A. De modo que BT es parte de A.

Por consiguiente, todo nimero es parte o partes de todo
numero, el menor del mayor. Q. E. D. %,

% En términos modernos se podria resumir como sigue:

Dados dos nimeros A y B, en primer lugar se halla su maximo comiin
divisor, C. Si C es contenido x veces en A € y veces en B, x e y precisarn la
razén de A a B. De esta forma, la razén de /0 a 15, por ejemplo, sera 2/3.
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PROPOSICION 5

Si un numero es parte de un numero, y otro es la misma
parte de otro, la suma serd también la misma parte de la
suma que el uno del otro.

Pues sea el nimero A parte del numero Br, y otro (nu-
mero) A la misma parte de otro (niime- B
r0) EZ que A de Br. ] E
Digo que la suma de a, a es la mis- H
ma parte de la suma de Br, Ez que A A] ]A °
de bBr. r z
Pues como la parte que es a de sr,
la misma parte es a de Ez, entonces, cuantos nimeros hay
en Br iguales a A, tantos nimeros hay en Ez iguales a a.
Dividase Br en BH, Hr iguales a A, y EZ en E®, 6z iguales a
A. Entonces la cantidad de los (niimeros) BH, Hr sera igual a
la cantidad de los (niimeros) Ee, ©z. Y como BH es igual a A
Yy E® es igual a a, entonces BH, E® son iguales a A, a. Por lo
mismo, Hr, 8z son también iguales 1 A, a. Por tanto, cuantos
nameros hay en Br iguales a 4, tantos hay en Br, £z iguales
a A, A. Luego, cuantas veces Br es multiplo de A, tantas
veces lo es también la suma de Br, Ez de la suma de A, A.
Por consiguiente, la parte que A es de Br, la misma parte
es también la suma de A, A de la suma de s, £2. Q. E. D.*.

® En términos modernos se podria resumir:

Dados cuatro nimeros A, B, C, D.

Sia=(I/m)ByC=(1/n)D,entonces 4+ C = (1/n) (8 + D).

Esta proposicion puede relacionarse con V 1, donde las demostracio-

nes son bastante similares, pero en V 1, se habla de «multiplo», mientras
que en VII 5, se trata de «parte» o submaitiplo.

S

v
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PROPOSICION 6

Si un numero es partes de un numero y otro (numero) es
las mismas partes de otro (numero), la suma serd también
las mismas partes de la suma que el uno del otro.

Pues sea el nimero AB partes del numero r, y otro
(numero) AE las mismas partes de otro (nimero), Z, que AB
der.

Digo que la suma de AB, AE es también las mismas par-

tes de lasumar, z que ABdeT.

Pues como las partes que AB es de T,
A A las mismas partes es también AE de Z,
H 19 Z  entonces, cuantas partes de I hay en AB,
E tantas partes de z hay también en AE. Di-
vidase AB en las partes AH, HB de T, y AE
en las partes a®, ©E de Z; entonces la cantidad de los
(nimeros) AH, HB sera igual a la cantidad de los (nimeros)
a®, 8E. Y como la parte que AH es de T, la misma parte es
también ae de z, entonces la parte que es AH de I, la misma
parte es también la suma de AH, ae de la suma der, z [VII
5]. Por lo mismo, la parte que es HB de r, la misma parte es

también la suma de HB, 8E de lasumade T, Z.

Por consiguiente, las partes que es AB de T, las mismas
partes es también la suma de AB, AE de la suma de T, Z.
Q.E.D.%.

% Si 4 = (m/n) B, C = (m/n) D, entonces: 4 + C = (m/n) (8 + D).
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PrOPOSICION 7

. Si un ntimero es la misma parte de un numero que un
(niimero) restado de (un ntimero) restado, el resto serd la
misma parte del resto que el total del total.

Pues sea el niimero AB la misma parte del namero ra
que el niimero (restado) AE del (nimero) restado rz.

A B B

Digo que el resto, EB, es también la misma parte del res-
to, zA, que el total AB del total ra.

Pues la parte que AE es de Iz, la misma parte sea tam-
bién EB de TH. Y como la parte que AE es de rz, la misma
parte es también EB de I'H, entonces la parte que AE es de Iz,
la misma parte es también AB de HZ [VII, 5]. Pero la parte
que AE es de rz, la misma parte se ha supuesto que es AB de
ra; entonces la parte que es AB de Hz, es también la misma
parte de ra, luego HZ es igual a ra. Quitese de ambos rz;
entonces el resto Hz es igual al resto za. Y como la parte
que AE es de 1z, la misma parte es también EB de HI', y HI' €5
igual a za, entonces la parte que AE es de rz, la misma parte
es EB de za. Ahora bien, la parte que AE es de Iz, la misma
parte es también AB de ra.

Por consiguiente, el resto EB es la misma parte del resto
za que el total, AB, del total, ra. Q. E. D. 87,

7 i A. = (1/n) B; € = (1/n) D, entonces: 4—C = (1/n) (8- D).

191.-9
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PROPOSICION 8

Si un numero es las mismas partes de un numero que un
(niumero) restado de un (nimero) restado, el resto serd las
mismas partes del resto que el total del total.

Pues sea el nimero AB las mismas partes del nimero ra
que el (nimero) restado AE del (nimero) restado rz.
Digo que el resto EB es las mis-

r z . a

+ mas partes del resto za que el total
H MK NO AB del total ra.
A A E B Hagase He igual a AB. Entonces

las partes que He es de ra, las mis-
mas partes es también AE de rz. Dividase He en las partes
HK, KO de ra y AE en las partes AA, AE de rz; entonces la
cantidad de los nimeros HK, K© sera igual a la cantidad de
los (nimeros) AA, AE. Y como la parte que HK es de ra, la
misma parte es también AA de Iz, y ra es mayor que I'Z, en-
tonces HK es también mayor que AA. Hagase HM igual a AA.
Entonces la parte que HK es de ra, la misma parte es tam-
bién HM de rz; por tanto, el resto MK es la misma parte del
resto ZA que el total HK del total ra [VII, 7].

Como la parte que Ko es de ra, la misma parte es, a su
vez, EA de Iz, y TA es mayor que Iz, entonces 6K es mayor
que EA. Higase kN igual a EA. Entonces la parte que Ko es
de ra, la misma parte es KN de rz. Por tanto, el resto Ne es
la misma parte del resto za que el total ke del total ra [VII
7]. Pero se ha demostrado que el resto MK es la misma parte
del resto za que el total Hk del total ra; asi pues, la suma de
MK, N© es también las mismas partes de az que el total eH
del total ra. Pero la suma de MK, N© es igual a EB, y 6H a BA.
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Por consiguiente, el resto EB es las mismas partes del
resto zA que el total AB del total ra. Q. E. D.

PROFOSICION 9

Si un numero es parte de un nimero y otro (numero) es
la misma parte de otro, también, por alternancia, la parte o
partes que el primero es del tercero, la misma parte o par-
tes sera el segundo del cuarto.

Pues sea el nimero A parte del nimero Br, y otro
(nimero) a la misma parte de otro EZ que A
de Br.

Digo que también, por alternancia, la 8
parte o partes que A es de A, la misma parte :
o partes es también Br de EZ. 18

Pues como A es parte de Br y a es la
misma parte de Ez, entonces, cuantos nii- |
meros iguales a A hay en Br, tantos hay
también en EZ iguales a a. Dividase Br en
los (niimeros) BH, Hr iguales a A, y EZ en los (niimeros) E®,
ez iguales a A; entonces, la cantidad de los (nimeros) BH,
HF sera igual a la cantidad de los (nimeros) Ee, 6z.

Ahora bien, puesto que los niimeros BH, HT son iguales
entre si, y los niimeros E®, 6z son también iguales entre si,
mientras que la cantidad de los (nimeros) BH, Hr es igual a
la cantidad de los (nimeros) Ee, 6z, entonces la parte o par-
tes que BH es de E6, la misma parte o las mismas partes es
también Hr de 6z; de modo que también la parte o partes
que BH es de E®, la misma parte o las mismas partes es la
suma de ambos, Br, de la suma de ambos, Ez. Pero BH es
igualaAyE@aa.

‘E

r z

@m i .’
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Por consiguiente, la parte o partes que A es de 4, la mis-
ma parte o las mismas partes es Br de EZ. Q. E. D. 8,

ProposICION 10

Si un niimero es partes de un nimero y otro (nimero) es
las mismas partes de otro, también, por alternancia, las
partes o parte que el primero es del tercero, las mismas
partes o la misma parte sera también el segundo del cuarto.

Pues sea el numero AB partes del namero I, y otro
(nimero) AE las mismas partes de otro Z.

Digo que también, por alternancia, las
partes o parte que AB es de AE, las mis-
mas partes o la misma parte es también r
s | dez

Pues como las partes que AB es de T,
las mismas partes es AE de Z, entonces,
Fle- cuantas partes de I hay en AB, tantas par-
H tes (habra) también en AE de z. Dividase
AB en las partes de T, a saber: AH, HB, Yy

n E AE en las partes d= z, a saber: a®, ©E;
entonces la cantidad de los (niimeros) AH,

1B sera igual a la cantidad de los (numeros) 4®, ©€. Ahora
bien, puesto que la parte que AH es de I, la misma parte es
también ae de z, también, por alternancia, la parte o partes
que AH es de a®, la misma parte o las mismas partes es
también 1 de z [VII, 9]. Por lo mismo entonces, la parte o
partes que HB es de ©E, la misma parte o las mismas partes
es también 1 de z; de modo que asimismo [la parte o partes

" Qi< 1B C=(l'n)D. 4= (mn)c, entonces: B = (m/n) D.
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que AH es de e, la misma parte o las mismas partes es
también HB de ©E; por tanto la parte o partes que AH es de
4, la misma parte o las mismas partes es también AB de AE;
pero se ha demostrado que la parte o partes que AH es de ae,
la misma parte o las mismas partes es I de z, y entonces] las
partes o parte que es AB de AE, las mismas partes o parte es
también r de z [VIL, 5, 6]. Q. E. D.%.

ProrosiCiON 11

Si como un todo es a un todo, asi es un niimero restado
a un (nimero) restado, también el resto sera al resto como
el todo al todo.

Como el todo AB es al todo ra, sea asi el (nimero) resta-
do AE al (niimero) restado rz.

Digo que también el resto EB es al resto Za como el todo
AB es al todo ra.

Puesto que, como AB es a Ta, asi AE a I'Z, entonces la
parte o partes que AB es de ra, la misma parte o las mismas
partes es AE de rz [VII, Def. 21}. Luego el resto EB es la
misma parte o partes de za que AB de ra [VII, 7, 8].

A E B

r oz ‘a

Por consiguiente, como EB es a Z4, asi AB a r'a [VII, Def.
21].Q.E.D.%.

% Heiberg, sobre la base del ms. P, concluye que el texto entre corche-
tes es una interpolacion atribuible a Teon por figurar en el margen en este
importante manuscrito y aparecer escrito por una mano posterior.

% Euclides asume en las proposiciones 11-13 que el primer nitmero ¢s
menor que el segundo o que el segundo y el tercero. Las figuras de estas
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PROPOSICION 12

Si unos numeros, tantos como se quiera, fueren propor-
cionales, como uno de los antecedentes es a uno de los con-
secuentes, asi todos los antecedentes serdn a todos los con-
secuentes.

Sean A, B, I, A tantos nimeros como se quiera en pro-
porcion, (es decir que) como A €s a B,
asiresaa.

Digo que como A es a B, asi A, T
aB,A.

a Pues, dado que, como A es a B, asi I

B |T a A, entonces, la parte o partes que A €s

A de B, la misma parte o partes es también

r de a [VII, Def. 21]. Luego la suma de

ambos A, T es la misma parte o las

mismas partes de la suma de ambos B, A que A de B [vil,

5, 6].

proposiciones son inconsistentes con esta suposicion. Si los hechos con-
cuerdan con las figuras hay que tener en cuenta otras posibilidades que se
encuentran en la definicién 21 de este libro, a saber: que el primer nimero
puede ser también un miltiplo més una parte o partes de cada nimero con
el que se compara. Asi pues, habria que tomar en consideracion diferentes
casos.

Por lo demas, esta proposicion se corresponde con V 19, que se aplica
a magnitudes. El enunciado es practicamente el mismo cambiando mége-
thos «magnitud» por arithmés «namero». La prueba es una combinacién
de VII, Def. 21, y los resultados de VII 7-8, y ¢l lenguaje de las propor-
ciones se adapta al de los numeros y fracciones mediante la definicion 21
del libro VIL
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Por consiguiente, COmo A €s a B, asi A, raB, a [VII, Def.
21].Q. E.D.°\.

PrOPOSICION 13

Si cuatro numeros son proporcionales, también por al-
ternancia serdn proporcionales.

Sean A, B, I, A cuatro nimeros proporcionales (es decir,
que) como A €s a B, asiraa.

Digo que también por alternancia,
seran proporcionales (es decir, que) como
Aesarl,asiBaA.

Puesto que, como A €5 a B, asi I' a 4,
entonces la parte o partes que A €S de B, la
misma parte o las mismas partes es |
también 1 de a [VII, Def. 21]. Luego, por
alternancia, la parte o partes que A €s der, {
la misma parte o las mismas partes €s
también Bde a [VII, 10].

Por consiguiente, como AesaT, asi Ba a [VII, Def. 21].

Q.E.D.%2

A

.

e —t &>

9! Esta proposicion se corresponde con V 12, y, como en el caso Fie la
anterior, el enunciado es practicamente ¢l mismo sustituyendo «magnitud»
por «niimero». La prueba combina, a su vez, la definicién VII 21, y los re-
sultados de VII 5-6, que se declaran verdaderos para cualquier cantidad de
nameros y no solo para dos como en Jos enunciados de VIl 5-6.

9 Qi g: b :: c: d, entonces, por alternancia:a:c: b:d.

La proposicion se corresponde con V 16, y la prueba conecta VII, Def.
21, con el resultado de Vil 10.
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ProOPOSICION 14

Si hay unos niumeros, tantos como se quiera, y Otros
iguales a ellos en cantidad que, tomados de dos en dos,
guardan la misma razon, también, por igualdad, guardaran
la misma razon. -

Sean A, B, I tantos nimeros como se quiera y A, E, Z
otros iguales a ellos en cantidad que, tomados de dos en
dos, guardan la misma razon, (es decir que) como A es a B,
asiaaE,ycomoBesarl,asiEazZ

4 A a
L Pt
B E
et ———
r z

Digo que también, por igualdad, como A es a T, asf
AazZ.

Puesto que, como A es a B, asi A a E, entonces, por alter-
nancia, como A es a A, asi Ba E [VII, 13]. Asi mismo, dado
que como Besar, asi E a Z, entonces, por alternancia, como
Bes ak, asi I a z [VII, 13]. Pero, como Bés a E, asi A aa,;
por tanto, como A es a 4, asi también T a z; luego, por alter-
nancia, como A esar,asiaaz[VI] 13]. Q. E. D. %,

» Sia:b::d:eyb:c::e:ﬁentonces,porigualdad:a:c::d:[

Y 1o mismo es verdad sin que importe cuantos sean los sucesivos nu-
meros relacionados. Este método no puede usarse para la proposicién co-
rrespondiente de magnitudes (V 22); porque s6lo probaria V 22 para seis
magnitudes homogéneas, y las magnitudes de V 22 no estan sujetas a di-
cha limitacion.
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PROPOSICION 15

Si una unidad mide a un numero cualquiera, y un se-
gundo numero mide el mismo numero de veces a otro nume-
ro cualquiera, por alternancia, la unidad medira también al
tercer numero el mismo numero de veces que el segundo al
cuarto.

Pues mida la unidad A a un nimero cualquiera Br, y
mida un segundo niumero, A, a otro nimero cualquiera EZ el
mismo numero de veces.

Digo que, por alternancia, la unidad A mide también al
numero A el mismo numero de veces que BI' a EZ.

A B H e T
— 4
€ K A 4

Pues como la unidad A mide al nimero Br el mismo na-
mero de veces que A a EZ, entonces, cuantas unidades hay
en Br, tantos nimeros hay en Ez iguales a A. Dividase BI' en
sus unidades BH, H®, Or, y EZ en los (numeros) EK, KA, AZ
iguales a . Entonces la cantidad de las (unidades) BH, H®,
er ser igual a la cantidad de los (niimeros) EK, KA, AZ.

Ahora bien, puesto que las unidades BH, HO, er son
iguales entre si, y los niumeros EK, KA, AZ son también igua-
les entre si, mientras que la cantidad de las unidades BH, HO,
or, es igual a la cantidad de los nimeros EK, KA, AZ, enton-
ces, como la unidad BH es al nimero EK, asi la unidad He
serd al nimero KA y la unidad er al nimero Az. Asi pues,
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como uno de los antecedentes es a uno de los consecuentes,
asi seran todos los antecedentes a todos los consecuentes
[V1l, 12}; por tanto, como la unidad BH es al nimero EX, asi
BF es a EZ. Pero la unidad BH es igual a la unidad A, y el ni-
mero EK es igual al nimero A. Luego, como ]a unidad A es
al nimero A, asi Brr es a EZ. )

Por consiguiente, la unidad A mide al nimero A el mis-
mo numero de veces que Br a EZ. Q. E. D.%.

PROPOSICION 16

Si dos numeros, al multiplicarse entre si, hacen ciertos
(ntimeros), los (ntimeros) resultantes seran iguales entre
si%.

Sean A, B los dos numeros, y A, al multiplicar a B, haga
el (nimero) T, y B, al multiplicar a A, haga el (ntimero) a.

Digo que T es igual a A.

Dado que A, al multiplicar a B ha hecho el (nimero) T,
entonces B mide a I segin las unidades de A. Pero la unidad

o A

E mide también al numero A segun sus unidades; entonces la
unidad E mide al niimero A el mismo numero de veces que B

% Esta proposicion puede considerarse un caso particular de Vil 9.

9 Hoi genémenoi ex auton «los niimeros resultantes a partir de ellos».
Esta expresion es la utilizada normalmente para el resultado de multipli-
caciones. En este caso las palabras ex auton resultan ambiguas, se refieren
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ar. Entonces, por alternancia, la unidad £ mide al namero B
el mismo nimero de veces que A a1 [VII, 15]. Puesto que B,
al multiplicar a A, ha hecho a su vez el (numero) A, entonces
A mide a A segun las unidades de B. Pero la unidad E mide
también a B segun sus unidades; entonces la unidad E mide
al nimero B el mismo nimero de veces que A a a. Pero la
unidad E media al nimero B el mismo numero de veces que
A a T; por tanto, A mide el mismo nimero de veces a cada
uno de los (nimeros) T, a.
Por consiguiente, I' es igual a A. Q. E. D.

PROPOSICION 17

Si un numero, al multiplicar a dos numeros, hace cier-
tos (numeros), los (numeros) resultantes guardardn la mis-
ma razon que los multiplicados.

Pues haga el nimero A, al multiplicar a los nameros B, T,
los (nimeros) A, E.

Digo que como Besal', asi AaE.

Pues dado que A, al multiplicar a B, ha hecho el (no-

et A F 4—mmererar 4
Br— — E —t
A
Lo mpad —tZ

mero) A, entonces B mide a A segun las unidades de A. Pero
la unidad z también mide al niimero A segun sus unidades;

a los nimeros inicialmente dados. Creo que suprimirlas es la mejor mane-
ra de deshacer la ambigiiedad.

Por otra parte, la proposicion prueba que el orden de factores no altera
el producto.




140 ELEMENTOS

entonces la unidad Z mide a A el mismo nimero de veces
que Ba A. Por tanto, como la unidad z es al nimero A, asi B
es a a [VII, Def. 21]. Por lo mismo, como la unidad z es al
nimero A, asi también r a E; luego, como Bes a A, asi T
esaE.

Por consiguiente, por alternancia, como Bes a T, asi A
ag[VI 13].Q.E. D.

ProrosiciON 18

Si dos numeros, al multiplicar a un numero cualquiera,
hacen ciertos (nimeros), los resultartes guardardn la mis-
ma razon que los multiplicados.

Pues hagan los dos niumeros A, B, al multiplicar a un nu-
mero cualquiera, I, los (nimeros) A, E.

Digo que, como Aes aB,asiAaE.

Pues, dado que A, al multiplicar a r, ha hecho el (nu-
mero) A, entonces I', al multiplicar a A, también ha hecho el

numero a [VI], 16]. Por lo mismo, también r, al multiplicar
a B, ha hecho el numero E. Entonces el nimero r, al multi-
plicar a los dos numeros A, B, ha hecho los (nimeros) 4, E.

Por consiguiente, como A es a B, asi A a £ [VII, 17].
Q. E. D.
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PRrROPOSICION 19

Si cuatro numeros son proporcionales, el producto® del
primero y el cuarto serd igual al del segundo y el tercero; y
si el producto del primero y el cuarto es igual al producto
del segundo y el tercero, los cuatro numeros serdan propor-
cionales.

Sean A, B, I, A cuatro numeros proporcionales (tales
que) como A es a B, asi I' a A; y A, al multiplicar a A, haga el
(nimero) E, y B, al multiplicar a r, haga el (nimero) z.

Digo que E es igual a z.

Pues A, al multiplicar a r, haga el (niimero) H.
Asi pues, dado que A, al multiplicar a r, ha hecho el
(niimero) H, y, al multiplicar a A, ha hecho el (nimero) E,

% A partir de aqui traduzco por «producto» la expresion griega utiliza-
da comunmente para el resultado de la multiplicacién ho gendmenos ek...
«el (numero) resultante (o producido) a partir de».
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entonces, el namero A, al multiplicar a los dos numeros T, A,
ha hecho los (nimeros) H, E. Luego, como I' €s a A, asi H es
a E [VII, 17]. Pero como T es a 4, asi A es a B; entonces,
como A es a B, asi también H es a E. Puesto que 4, al multi-
plicar a r, ha hecho a su vez el (nimero) H, mientras que B,
al multiplicar a r, ha hecho el (niimero) Z; entonces, los dos
niimeros A, B, al multiplicar a cierto namero, T, ‘han hecho
los (niimeros) H, Z.

Por tanto, como A es a B, asi H a Z [VII, 18]. Pero, como
A es a B, asi H a E; entonces, como H es a E, asi también H
a z. Por tanto, H guarda la misma razén con cada uno de los
(nimeros) E, z. Luego E es igual a Z [V, 9].

Sea E ahora igual a Z.

Digo que, comoAesaB,asiraa.

Pues, siguiendo la misma construccion, dado que E es
igual a z, entonces, como H es a E, asi H a z [V, 7). Pero
como H es a E, asi I' a A [VII, 17], mientras que, como H s a
z,asi AaB[VIL 18].

Por consiguiente, como A es a B, asi también I a A.
Q.E.D.7.

ProposiCiON 20

Los niimeros menores de aquellos que guardan la mis-
ma razon que ellos miden a los que guardan la misma razon

9 Heiberg relega al apéndice una proposicién que aparece en los mss.
V, p, en el sentido de que, si tres nimeros son proporcionales, el producto
de los extremos es igual al cuadrado del medio, y viceversa. No aparece
en la primera mano de P; B la tiene en el margen y Campano la omite. Al-
Nayrizi cita la proposicién sobre tres numeros proporcionales como una
observacion a VII 19 debida probablemente a Heron.
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el mismo numero de veces, el mayor al mayor y el menor al
menor.

Pues sean ra, Ez los numeros menores de aquellos que
guardan la misma razén que A, B.

Digo que ra mide a A el mismo naumero de veces que
EZaB.

Porque ra no es partes de A, pues, si
fuera posible, sea asi; entonces EZ es las o )
mismas partes de B que ra de A [VII, 13 B H
y Def. 21]. Luego, cuantas partes hay A z
en ra de A, tantas partes hay en EZ de B.
Dividase ra en las partes ', HaA de A, y a
EZ en las partes EQ, 6z de B; entonces la
cantidad de los (numeros) r'H, HA sera
igual a la cantidad de los (nimeros) E®,
oz. Ahora bien, puesto que los niimeros rH, Ha son iguales
entre si y los nimeros E®, ©Z son también iguales entre si,
mientras que la cantidad de los (nimeros) rH, Ha es igual a
la cantidad se los (numeros) E®, 8z, entonces, como I'H es a
E®, asi HA a 8Z. Por tanto, como uno de los antecedentes es
a uno de los consecuentes, asi todos los antecedentes seran a
todos los consecuentes [VII, 12]. Luego, como TH es a E®,
asi ra a EZ; por tanto, I, E6 guardan la misma razon que
ra, ez, sitendo menores que ellos; lo cual es imposible:
porque se ha supuesto que ra, Ez son ios menores de los que
guardan la misma razén que ellos. Luego ra no es partes de
A; entonces es parte (de A) [VII, 4]. Y Ez es la misma parte
de Bque ra de A [VIL, 13 y Def. 21]. '

Por consiguiente, ra mide a A el mismo numero de ve-
cesque EZaB. Q. E. D.%,

T E

- % Aqui Heiberg omite una proposicién que sin duda es una interpola-
cion de Teon (B, V, p la tienen como VII 22, pero P la presenta en el

N MR Y A aE
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ProposICION 21

Los numeros primos entre si son los menores de aque-
llos que guardan la misma razon que ellos.

Sean A, R nUmeros primos entre si.

Digo que A, Bson los menores de aquellos que guardan
la misma razon que ellos.

Pues, si no, habra algunos numeros
l menores que A, B que guarden la misma
B| razdn que A, B. SeanT, A.
A Asi pues, como los nimeros menores
de los que guardan la misma raz6n miden a
{ los que guardan la misma razén el mismo
numero de veces, el mayor al mayor y el
1 l menor al menor, €8 decir, el antecedente al
8 antecedente y €l consecuente al con-
secuente [VII, 20], entonces T mide a A el
mismo nimero de veces que AaB.

Pues cuantas veces I mide a 4, tantas unidades habra
en E. Por tanto, o mide a B segun las unidades de E. Pero,
puesto que T mide 2 A segun las unidades de E, entonces E
mide a A segun las unidades de r [VII, 16]. Luego, por lo
mismo, E mide también a B segun las unidades de a [VI],
16]. Entonces E mide a A, B que son primos entre si. Lo cual
es imposible [VII, Def. 13]. Luego no habré algunos nume-
ros menores que A, B que guarden la misma razon con A, B.

margen y en la ltima mano; Campano la omite también). Prueba, para
numeros, la proporcion pcrturbada:
Sia:b:e:fy b:c::d:e,cntoncesa:c::d:f
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Por consiguiente, A, Bson los menores de aquellos que guar-
dan la misma razon que ellos. Q. E. D.

PROPOSICION 22

Los numeros menores de aquellos que guardan la mis-
ma razén que ellos son primos entre si.

Sean A, B los nimeros menores de aquellos que guardan
la misma razon que ellos.

Digo que A, Bson primos entre si.

Pues, si no son primos entre si, algin numero los medi-
r4. Midalos (un numero) y sea I Ar—— —
Y, cuantas veces mide I' a A, tantas
unidades haya en 4, y, cuantas ve-
ces T mide a B, tantas unidades ha-
yaenE. A ————t

Puesto que I mide a A segun
las unidades de A, entonces T, al
multiplicar a a, ha hecho el (mamero) A [VI], Def. 16). Por
lo mismo, también T, al multiplicar a E, ha hecho el (nu-
mero) B. Asi pues, el nimero T, al multiplicar a los dos ni-
meros A, E ha hecho los (nimeros) A, B; por tanto, como A
es a E, asi A a B [VII, 17]; entonces 4, E guardan la misma
raz6n que A, B, siendo menores que ellos, lo cual es imposi-
ble. Luego ningun numero medira a los nimeros A, B.

Por consiguiente, A, Bson primos entre si. Q. E.D.%.

B._._.——————“

r————A

B —t

9 Beppo Levi, Leyendo a Euclides, Rosario, 1947, pag. 208, dice que
los enunciados de 20, 21 y 22, suponen implicitamente por lo menos uno
de los siguientes hechos: existe un par de numeros minimos entre los que
guardan una misma razon; existe un par de nimeros primos entre si entre
los pares que guardan la misma razon. Pues, aunque se admite como evi-

191.-10
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PROPOSICION 23

Si dos nimeros son primos entre si, el niumero que mide
a uno de ellos sera primo respecto al restante.

Sean A, B dos niimeros primos entre si, y mida a A un
numero cualquiera T.
Digo que también r, B son primos
entre si.
Pues si I, B no son primos entre si,
algun numero medira a r, B. Midalos y
. sea A. Puesto que A mide a T, mien{ras
I que r mide a A, entonces A mide también
a A. Pero mide también a B; entonces A
mide a A, B que son primos entre si; lo
cual es imposible [VI], Def. 12]. Por tanto ningun numero
medira a los nimeros T, B.
Por consiguiente, T, Bson primos entre si. Q. E. D.

A B

PROPOSICION 24

Si dos niumeros son primos con respecto a otro numero,
también su producto serd primo con respecto al mismo (nu-
mero).

Sean los dos nimeros A, B primos con respecto a un nu-
mero T, y A, al multiplicar a B, haga a.

dente la existencia de un minimo en todo sistema de enteros, no es eviden-
te la existencia de un par minimo.
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Digo que T, A son primos entre si.
Pues si T, A no son primos entre si, algin nimero medira
ar, a Midalos y sea E. Ahora
bien, puesto que I, A son primos
entre si, y cierto nimero E mide a
r, entonces A, E son primos entre
B ~si [VII, 23]. Entonces, cuantas
A veces E mide a a, tantas unidades
i hay en z; por tanto, z mide tam-
z bién a A segun las unidades de E
A [VII, 16]. Luego &, al multiplicar a
Z, ha hecto el numero a [VI], Def.
16]. Pero también A, al multiplicar a B, ha hecho el
(nimero) a; asi pues, el (producto) de E, z es igual al
(producto) de A, B. Pero si el producto de los extremos es
igual al producto de los medios, los cuatro nimeros son
proporcionales [VII, 19].

Entonces, como E es a A, asi Bes a Z. Pero A, E son pri-
mos (entre si) y los primos son también los menores, y los
numeros menores de los que guardan la misma razén que
ellos miden a los que guardan la misma razén el mismo
nimero de veces, el mayor al mayor y el menor al menor, es
decir: el antecedente al antecedente y el consecuente al con-
secuente [VII, 20]. Por tanto, E mide a B; pero también mide
ar; luego E mide a B, I que son primos entre si; lo cual es
imposible [VII, Def. 13]. Por tanto ningiin nimero medira a
los nlimeros T, A.

Por consiguiente, I, A son primos entre si. Q. E. D.
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ProposiCION 25

Si dos numeros son primos entre si, el producto de uno
de ellos (multiplicado por si mismo) serd primo con respec-
to al restante'®.

Sean A, B dos niimeros primos entre si, y A, al multipli-
carse a si mismo, hagaT.

Digo que B, I son primos entre si.

Hagase, pues, A igual a A. Puesto que A,
B son primos entre si, mientras que A es igual
a A, entonces también A, B son primos entre
si. Asi pues cada uno de los (nimeros) a, A
cs primo con respecto a B; luege el producto
de a, A sera primo con respecto a B [VI], 24], pero el nimero
producido 2 partir de A, AesT.

Por consiguiente, T, B son primos entre si. Q. E. D.

A A

PROPOSICION 26

Si dos numeros son primos con respecto a dos numeros,
uno y otro con cada uno de ellos, sus productos también
serdn primos entre si.

19 tio ek toti henos autdn genémenos, lit.: «el (nimero) producido por
uno de ellos...» se refiere al producto de dicho nimero por si mismo. Afia-
do estas palabras entre paréntesis porque no aparecen en el texto griego.
Por otra parte, !a proposicién es un caso particular de la precedente.
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Pues sean A, B dos nimeros primos ambos con respecto
a cada uno de los dos numeros I, A, y A, al multiplicar a B,
haga E, y I, al multiplicar a a, haga z.

Digo que E, Z son primos entre si.

Pues como cada uno de los (niimeros) A, B son primos
con respecto a I, entonces el producto de A, B también sera

A r
B+ A b
E

z

primo con respecto a I [VII, 24]. Pero el producto de A, Bes
E; luego E, I son primos entre si. Por lo mismo, A, E también
son primos entre si. Entonces cada uno de los (niimeros) T, A
es primo con respecto a E. Por tanto, el producto de T, A sera
también primo con respecto a E [VII, 24]. Pero el producto
de los (nimeros) T, A es Z.

Por consiguiente los numeros E, Z son primos entre si.
Q.E.D.

PROPOSICION 27

Si dos numeros son primos entre si y al multiplicarse
cada uno a si mismo hace algun otro (numero), sus produc-
tos serdn primos entre si, y si los niimeros iniciales, al mul-
tiplicar a los productos, hacen ciertos numeros, también
ellos seran primos entre si [y siempre sucede esto con los
extremos] .

1% Heiberg atetiza el final del enunciado porque dkroi s6lo podria sig-
nificar «los ultimos productos» y porque no hay nada en la prueba que se
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Sean A, B dos niimeros primos entre si, y A al multipli-
carse a si mismo haga el (numero) I, y al multiplicar a r
haga el (nimero) a; por otra parte, B al multiplicarse a si
mismo haga el (nimero) E, y al multiplicar a E haga el (ni-
mero) Z.

Digo queT, E 'y A, Z son primos entre si.

Pues como A, B son primos entre si, y A al multiplicarse
a si mismo ha hecho el (numero) r,
entonces T, B son primos entre si [VII,
A 25). Dado que, en efecto, I, B son pri-
mos entre si y B, al multiplicarse por si
A mismo, ha hecho el (nimero) E, enton-
ces I, E son primos entre si [VII, 25]. A
¥ su vez, como A, B son primos entre si y
B al multiplicarse a si mismo ha hecho
el (nimero) E, entonces A, E son pri-
mos entre si [VIL, 25]. Asi pues, como
los dos niimeros A, I son primos ambos con respecto a cada
uno de los dos nimeros B, E, entonces el producto de A, T es
también primo con respecto al (producto) de B, E [VII, 26].
Pero el (producto) de A, T es A, mientras que el (producto)
deB,Ees Z.

Por consiguiente, A, Z son primos entre si. Q. E. D.

PROPOSICION 28

Si dos niimeros son primos entre si, su suma también
serd un (nimero) primo con respecto a cada uno de ellos; y
si la suma de ambos es un (numero) primo con respecto a

corresponda con estas palabras. De hecho Campano las omite. Heiberg
concluye que se trata de una interpolacién anterior a Tedn.
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uno cualquiera de ellos, también los numeros iniciales se-
ran primos entre si.

Sumense pues los dos nimeros primos entre si AB, BI.
Digo que también la suma de

ambos, Ar, es un (nimero) primo A B r o

con respecto a cada uno de los (nd- ——F—
meros) AB, BI.

Pues si ra, AB no son primos entre si, algin nimero
medira a rA, AB. Midalos y sea a. Asi pues, como A mide a
TA, AB, entonces medira también al resto Br. Pero mide
también a BA; entonces a mide a AB, BI' que son primos entre
si; lo cual es imposible [V1I, Def. 13]. Por tanto ningin na-
mero medira a A, AB; luego ra, AB son primos entre si. Por
lo mismo, Ar, rB son también primos entre si. Entonces ra
es primo con respecto a cada uno de los (nimeros) AB, Br.

Sean ahora ra, AB primos entre si.

Digo que AB, Br son también primos entre si.

Pues si AB, Br no son primos entre si, algin nimero
medira a los (nimeros) AB, Br. Midalos y sea a. Ahora bien,
como A mide a cada uno de los (niumeros) AB, Br, entonces
medira también al total ra. Pero mide también a AB; enton-
ces A mide a los (numeros) T'A, AB que son primos entre si;
lo cual es imposible [VII, Def. 13]. Luego ningin nimero
medira a los (nimeros) AB, Br.

Por consiguiente, AB, Bl son primos entre si. Q. E. D.

E
B
i
i
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PRrOPOSICION 29

Todo numero primo es primo con respecto a todo (nu-
mero) al que no mide.

Sea A un nimero primo y no mida a B.
Digo que B, A son primos entre si.
Pues si B, A no son primos entre si, algiin nimero los
medira. Midalos y sea r. Puesto
que r mide a B, pero A no mide a
B, entonces T no es el mismo (nd-

——r mero) que A. Y puesto que I mide

a B, A, entonces mide también a A
que es primo nc siendo el mismo (que r); lo cual es impo-
sible; luego ningiin nimero medira a los (nimeros) B, A.
Por consiguiente, A, Bson primos entre si. Q. E. D.

e A

ProposICION 30

Si dos numeros, al multiplicarse entre si, hacen algun
(numero) y algin nimero primo mide a su producto, tam-
bién medird a uno de los iniciales.

Hagan, pues, los dos numeros A, B, al multiplicarse entre
si, el (numero) T, y mida algin nimero primo, 4, al (nu-
mero) I.

Digo que a mide a uno de los (numeros) A, B.

Pues no mida a A; pero A es primo; entonces A, A son
primos entre si [VII, 29]. Ahora bien, cuantas veces mida A
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a I, tantas unidades haya en E. Asi pues, como A mide a T
segun las unidades de E, entonces A, al multiplicar a E, ha
hecho el (numero) r [VII, Def. 16]. Pero, en efecto, A, al
multiplicar a B, ha hecho también el
(nimero) r; entonces el (producto) de
A, E es igual al (producto) de A, B. B—m7—
Luego, como 4 es a A, asi Ba E [VII,

Ar—

19]. Pero a, A son primos y los primos
son también los menores [VII, 21], y
los menores miden el mismo numero
de veces a los que guardan la misma
razon, el mayor al mayor y el menor al menor, es decir el
antecedente al antecedente y el consecuente al consecuente
[VIL, 20]; asi pues, A mide a B. De manera semejante
demostrariamos que, si no mide a 8, medira a A.

Por consiguiente, A mide a uno de los (nimeros) A, B.
Q.E.D.

ProposiciON 31

Todo nimero compuesto es medido por algun numero
primo.

Sea A un nimero compuesto.

Digo que A es medido por algun nimero primo.

Pues como A es compuesto, algin
numero lo medira. Midalo y sea B.
Ahora bien, si B es primo se habria
dado lo propuesto. Pero si es com-
puesto, algin nimero lo medird. Mi-
dalo y sea r. Pues bien, como I mide a By B mide a A,
entonces.I mide también a A. Y si I' es primo, se habria dado
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lo propuesto. Pero si es compuesto, algin numero lo medi-
ra. Siguiendo asi la investigacion se hallard un nimero pri-
mo, que lo medira '%2. Pues, si no se halla, una serie infinita
de numeros mediran al nimero A, cada uno de los cuales es
menor que otro; lo cual es imposible en el (caso de) los nu-
meros. Luego se hallard un nimero primo que medira al
anterior a él mismo, que también medira a A.

Por consiguiente, todo niimero compuesto es medido
por algiin nimero primo. Q. E. D.

PROPOSICION 32

Todo nimero o es primo o es medido por algun (nu-
mero) primo.

Sea A un nimero.

Digo que A o es primo o es medido por algin
(nimero) primo.

Pues si A es primo se habria dado lo
propuesto, pero si es compuesto, algin numero
primo lo mediré [VII, 31].

Por consiguiente, todo nimero o es primo 0
es medido por algin (nimero) primo. Q. E. D.

102 Ge echan en falta en esta proposicion las palabras «al anterior a él
mismo que también medird a A» que aparecen asi unas lineas més abajo.
Heiberg piensa que es posible que dichas palabras hayan desaparecido de
P en este lugar, debido a un error de homeoteleuton. Por otro lado, relega
al apéndice una prueba alternativa de esta proposicién, cf. HeaTh, ed. cit,,
pag. 333.

LIBRO VII 155

ProposicION 33

Dados tantos nimeros como se quiera, hallar los meno-
res de aquellos que guardan la misma razon que ellos.

Sean a, B, I' tantos numeros dados como se quiera.

Asi pues hay que hallar los menores de los que guardan
la misma razon que A, B, I.

Pues A, B, I o son primos entre si o no. Si, en efecto, son
primos entre si, son los menores de los que guardan la mis-
ma razdn que ellos [VII, 21].

Pero si no, tomese la medida comin maxima, a, de A,
B, I' y, cuantas veces mida a a cada uno de los (ntimeros) A,

T

B, I, tantas unidades haya en cada uno de los (nlimeros) E, z,
4. Entonces, los nimeros A, B, I micen respectivamente a
los (nimeros) E, z, H, segun las unidades de a [VII, 16].
Luego E, z, H miden el mismo numero de veces a A, B, T;
por tanto, E, Z, H guardan la misma razon que A, B, T [VI],
Def. 21].
Digo ademas que también son los menores.

' Pues si E, z, H no son los menores de los que guardan la
misma razon que A, B, I, habra unos nimeros menores que
E, Z, H que guarden la misma razén con A, B, I. Sean ©, K, A;

[
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entonces Z mide a A el mismo niimero de veces que K, A mi-
den respectivamente a B, I. Ahora bien, cuantas veces ©
mide a A, tantas unidades haya en M; entonces K, A miden
respectivamente a B, T segun las unidades de M. Y puesto
que © mide a A seghn las unidades de M, entonces M mide
también a A segin las unidades de e [VII, 16]. Por lo
mismo, M mide a B, I' segin las unidades de K, A respecti-
vamente; luego M mide a A, B, I. Y como © mide a A segun
las unidades de M, entonces ©, al multiplicar a M, ha hecho
el (namero) A [VII, Def. 16]. Por lc mismo, E al multiplicar
a A ha hecho también el (nimero) A. Entonces el (producto)
de E, A es igual al (producto) de ©, M. Luego, como Ees a e,
asi M es a A [VII, 19]. Ahora bien, E es mayor que 6; enton-
ces M es también mayor que A, y mide a los (nimeros) A, B,
r; lo cual es imposible: porque se ha supuesto que A €S la
medida comin maxima de A, B, r Por tanto, no habra nin-
gan numero menor que E, Z, H que guarde la misma razén
que A, B, T.

Por consiguiente, E, Z, H son los (niimeros) menores de
los que guardan la misma razén con A, 3, . Q. E. D.

PROPOSICION 34

Dados dos numeros, hallar el menor nimero al que

miden.

Sean A, B los dos nimeros dados.

Asi pues hay que hallar el menor nimero al que miden.

Pues bien, A, B 0 son primos entre si 0 no. En primer lu-
gar sean A, B primos entre si, y A al multiplicar a B haga el
(numero) T; entonces B al multiplicar a A ha hecho también
el (namero) 1 [VII, 16]. Entonces A, B miden aT.
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Digo ademas que también es el menor (nimero al que
miden).

Pues, si no, A, B mediran a algiin nimero que sea menor
que I'. Midan a A. Y cuantas veces A mide a A, tantas unida-
des haya en E, y, cuantas veces B mide a A, tantas unidades
haya en z; entonces A, al multiplicar
a E, ha hecho el (nimero) 4, y B, al 4 B
multiplicar a z, ha hecho el (niimero)
a [VII, Def. 16]; entonces el (produc-
to) de A, E es igual al (producto) de .
B, Z. Por tanto, como AesaB,asiza ' & 2
E [VII, 19]; pero A, B son primos, y
lo§ primos son también los menores [VII, 21] y los menores
miden a los que guardan la misma razén el mismo nimero
de veces, el mayor al mayor y el menor al menor [VII, 20];
asi pues, Bmide a E, como el consecuente al consecuente. Y
como A, al multiplicar a B, E, ha hecho los (mimeros) T, a,
entonces, como Bes a E, asi ' a A [VI], 17]. Pero B mide a E;
!uego r mide también a A, el mayor al menor; lo cual es
imposible. Por tanto, A, B no miden a algin niimero que sea
menor que I. Luego r es el menor que es medido por A, B.

Ahora, no sean A, B primos entre si, y tomense los ni-
meros menores Zz, E de los que
guardan la misma razén con A, B
[VII, 33]; entonces, el (producto) de z ——E
A, E es igual al (producto) de B, z
[VIL, 19]. Y haga A, al multiplicar a r
E, el (numero) r; entonces B, al mul-

tiplicar a z, ha hecho también el (nd- ——H  ——e
mero) I'; asi pues, A, Bmiden aT.

Digo ademas que también es el menor (niimero al que
miden).
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Pues, si no, A, B mediran a algun nimero que sea menor
que . Midan a A. Y cuantas veces A mide a 4, tantas unida-
des haya en H, y cuantas veces B mide a a, tantas unidades
haya en o. Entonces, A al multiplicar a H ha hecho c!
nimero A, y B al multiplicar a ® ha hecho el numero a. Asi
pues, el (producto) de A, H es igual al (producto) de B, 6;
luego, como A es a B, asi ® a H [VII, 19]. Pero como A es a
B, asi z a E. Por tanto, también, como Z s a E, asi & a H.
Pero z, E son los menores, y los menores miden a los que
guardan la misma razén el mismo numero de veces, el
mayor al mayor y el menor al menor [VII, 20]. Entonces, E
mide a H. Y como A, al multiplicar a E, ha hecho los
nimeros T, A, entonces, como E es a H, asi I' a a [VII, 17}.
Pero E mide a H; luego I también mide a a, el mayor al
menor; lo cual es imposible. Por tanto, A, B no miden a al-
gun nimero que sea menor que I. .

Por consiguiente, T es el nimero menor que es medido
por A, B. Q. E. D.'%,

PROPOSICION 35

Si dos nimeros miden a algiin numero, el (numero) me-
nor medido por ellos también medird al mismo (nimero).

Pues midan dos nimeros A, B a un numero ra 'y sea E el
menor (al que miden).

A o Digo que E mide también a ra.
r 7 A Pues si E no mide a ra, deje E, al
—E medir a Az, al nimero menor que si

mismo rz. Y como A, Bmiden a E'y
E mide a Az, entonces, A, B mediran también a az. Pero

103 Qe trata del procedimiento para hallar el minimo comin miltiplo
de dos niimeros.

LIBRO VI 159

miden también al total ra; luego, mediran también a rz que
es menor que E; lo cual es imposible. Por tanto, no es el ca-
so de que E no mida a ra; por consiguiente lo mide. Q. E. D.

PROPOSICION 36

Dados tres nimeros, hallar el nimero menor al que mi-
den.

Sean A, B, T tres nimeros dados.

Asi pues, hay que hallar el nimero menor al que miden.

Témese, pues, a, el (numero)
mener que es medido por los dos A
(nimeros) A, B [VII, 34). Entonces r
o mide a 4 o no lo mide. En primer
lugar, midalo. Pero A, B miden tam- N
bién a a; entonces A, B, I miden a a. . - a

Digo ademas que también es el
menor (al que miden).

Pues, si no, A, B, I mediran a un nimero que sea menor
que A. Midan a E. Como A, B, I miden a E, entonces A, B
también miden a E. Asi pues, el menor (nimero) medido por
A, Btambién medira [a E] [VII, 35]. Pero el menor (numero)
medido por A, B es a; entonces, A medira a E, el mayor al
menor; lo cual es imposible. Luego, A, B, I no mediran a
algun numero que sea menor que a; por tanto, a es el ni-
mero menor que A, B, I miden.

Ahora, por el contrario, no mida r a a, y tomese E, el
menor numero medido por 1, A [VII, 34). Como A, B miden
a A, pero A mide a E, entonces, A, B miden también a E. Pero
r mide también [a E]; entonces A, B, I miden también [a E].

Digo ademas que es el menor (nimero al que miden).
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Pues, si no, A, B, I medirdn a algin (namero) que sea
menor que E. Midan a z. Como A, B, T miden a z, entonces

Ar— T — E

A, B miden también a z; luego el menor (nimero) medido
por A, Bmedira a z [VI], 35].

Pero el menor (nimero) medido por A, B es A; entonces,
A mide a z. Pero r también mide a z; por tanto, A, I mide a
z; de modo que el menor (nimero) medido por 4, T también
medira a z. Pero el menor (nimero) medido por I, A es E.
Entonces E mide a z, el mayor al menor; lo cual es imposi-
ble. Por tanto, A, B, I no mediran a un numero que s€a me-
nor que E.

Por consiguiente, E es el menor que es medido por
A,B,I.Q.E.D.'%

PROPOSICION 37

Si un numero es medido por algun numero, el (nimero)
medido tendrd una parte homénima del (nimero) que lo
mide.

Sea medido, pues, A por algun nimero B.

Digo que A tiene una parte homénima de B.

Pues cuantas veces B mide a A, tantas unidades haya en
r. Como B mide a A segun las unidades de T, y la unidad a
mide al niraero T segin sus propias unidades, entonces, la

104 £ método de Euclides para hallar el m. c. m. de tres nimeros nos
es familiar. Primero se halla el m. c. m. de a. b, sea d; y después se halla el
mcmdedyc
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unidad A mide al nimero I el mismo numero de veces que B
a A. Asi pues, por alternancia, la unidad A mide al nimero B
el mismo numero de veces quer a
A [VII, 15]; entonces la parte que
la unidad A es del numero B, la
misma parte es también r de A. ————T

Pero la unidad A es una parte del .

numero B homénima de él; enton-

ces I' es también una parte de A homénima de B. De modo
que A tiene una parte I que es homonima de B. Q. E. D. 105,

A

PrOPOSICION 38

Si un numero tiene una parte cualquiera, sera medido
por un numero homonimo de la parte.

Tenga, pues, el nimero A una parte cualquiera B, y sea r
homénimo de la parte B.

Digo que r mide a A.

Pues como B es una parte de A homoénima de r, y la uni-
dad A es una parte de r homoénima de él, entonces la par-
te que la unidad a es del nimeror,
la misma parte es también B de A;
entonces la unidad A mide al nu-
mero T el mismo nimero de veces ———
que B a A. Asi pues, por alternan- v
cia, la unidad A mide al nimero B
el mismo nimero de veces que r a A [VII, 15].

Por consiguiente, r mide a A. Q. E. D.

105 ; :

. El texto del enunciado precisa de una explicacion. Por ejemplo, si 3
mide a 4, es decir: Si 4 = 3m = (3+3+...3), la proposicién afirma que hay
un numero que es un fercio de 4.

Si 8 mide a 4, existe un nimero que es la 3"

parte de 4.
191.-11
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ProrosiCION 39

Hallar un niumero que sea el menor que tenga unas
partes dadas. '

Sean las partes dadas A, B, T.
Asi pues, hay que hallar un nimero que sea el menor
que tenga las partes A, B, T.
Pues sean A, E, Z nimeros homonimos de las partes A, B,
r; y tomese H, el menor (nimero) medido por 4, E, Z
[vII, 36].
Entonces, H tiene partes homoénimas de 4, E, z [VII, 37].
A+—mt B—— F——— Pe€ro A, B, T son partes homoénimas
de A, E, Z, T; entonces tiene las

A ~E
partes A, B, T.
— Digo ademés que es también el
" menor.
or Pues, si no, habrd un nimero

menor que H que tenga las partes A,
B, I. Sea 6. Puesto que © tiene las partes A, B, T, entonces €
sera medido por los niimeros homénimos de las partes A, B,
r [VII, 38]. Pero a, E, Z son nimeros homénimos de las
partes A, B, I'; entonces © es medido por los (nimeros) 4, E,
Z.'Y es menor que H; lo cual es imposible.

Por consiguiente, no habra ningiin nimero menor que H
que tenga las partes A, B, T. Q. E. D.

LIBRO OCTAVO

Proposicion 1

Si tantos numeros como se quiera son continuamente '%
proporcionales y sus extremos son primos entre si, son los
menores de aquellos que guardan la misma razon que ellos.

Sean A, B, I', A tantos numeros como se quiera continua-
mente proporcionales, y sean primos entre si sus extremos
A, A.

Digo que A, B, I, 4 son los menores de los que guardan
la misma razén que ellos.

Pues, si no, sean E, z, H, ® menores que A, B, I, A, guar-
dando la misma razén que ellos. Y puesto que A, B, I, A

Ar— —E

[

A . — )

guardan la misma razén que E, z, H, © y la cantidad de los
(nimeros) A, B, I, A es igual a la cantidad de los (nimeros)

106 . - . 5 I
La expresién utilizada aqui es hexés andiogon. Se trata de lo que
nosotros llamariamos «progresion geométrican.
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E, Z, H, ©, entonces, por igualdad, como Aesaa, Eae [VI],
14]. Pero A, A son primos, y los primos son los menores
[VII, 21], y los nimeros menores miden a los que guardan
la misma razoén que ellos el mismo nimero de veces, el ma-
yor al mayor y el menor al menor, es decir: el antecedente al
antecedente y el consecuente al consecuente [VII, 20]. En-
tonces, A mide a E, el mayor al menor; lo cual es imposible.
Luego, E, Z, H, ©, que son menores que A, B, T, a no guardan
la misma razén que ellos. Por consiguiente, A, B, T, A son los
menores de aquellos que guardan la misma razén que ellos.
Q. E. D.

PROPOSICION 2

Hallar tantos numeros como uno proponga continua-
mente proporcionales, los menores en una razén dada.

Sea la razon de A a B la razén dada en sus menores nu-
meros.

Asi pues, hay que hallar tantos nimeros como uno pro-
ponga continuamente proporcionales, los menores en la ra-
z6n de A a B.

Sean cuatro los propuestos, y A, al multiplicarse por si
mismo, haga el (nimero) r, y al multiplicar a B, haga el
(nimero) 4, y ademas B, al multiplicarse por si mismo, haga
el nimero E y ademas A, al multiplicar a r, a, E, haga
los (niimeros) z, H, ©, y B, al multiplicar a E, haga el (nu-
mero) K.

Y puesto que A, al multiplicarse por si mismo, ha hecho
el (nimero) r y, al multiplicar a 8, ha hecho el (nimero) 4,
entonces, como A es a B, asi I' a a [VII, 17]. Puesto que 4, al

o - o - - 5+
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multiplicar a B, ha hecho a su vez el (niimero) A, mientras
que B, al multiplicarse por si mismo, ha hecho el (niimero)
E, entonces, cada uno de los (nimeros) A, B, al multiplicar a

Ar— P
B-———‘c A :

E

z H 4
e

K

B, han hecho los (niimeros) A, E respectivamente. Por tanto,
como AesaB,asiaak[VI], 18]. PerocomoAesaB,Tesa
A; entonces también como I es a A, A es a E. Y puesto que A,
al multiplicar a 1, A, ha hecho los (niimeros) z, H, entonces,
comoresaa,zesaH[VII 17]. Pero comor es a a, asi A
era a B; luego también como A es a B, Z es a H. Puesto que A,
al multiplicar a a, E, ha hecho a su vez (los niimeros) H, o,
entonces, como A es a E, H es a 8 [VI], 17]. Pero como A es
aE, A es a B. Por tanto, también como AesaB,asiHa®e. Y
puesto que A, B, al multiplicar a E han hecho los (nimeros)
8, K, entonces, como A es a B, asi © a K [VI], 18]. Pero como
AesaB,asi ZaH,yH a e. Por tanto, también, como Z es a
H,asiHa®y®ak;luegor, A, Ey Z, H, 6, K son proporcio-
nales en la razon de A a B.

Digo ademas que también son los menores. Pues como
A, Bson los menores de los que guardan la misma razén que
ellos, y los menores de los que guardan la misma razén son
primos entre si [VII, 22], entonces A, B son primos entre si.
Y cada uno de los (nimeros) A, B, al multiplicarse por si
mismo, ha hecho los niimeros r, E respectivamente, mien-
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tras que, al multiplicar a los (numeros) T, E, ha hecho los
(nimeros) z, K respectivamente; entonces I, E 'y Z, K son
primos entre si [VII, 27]. Pero si tantos numeros como se
quiera son continuamente proporcionales y sus extremos
son primos entre si, son los menores de los que guardan la
misma razén que ellos [VII], 1].

Por consiguiente, T, A, EY Z, H, 6, K son los menores de
los que guardan la misma razén que A, B. Q. E. D.

Porisma:

A partir de esto queda claro que si tres numeros conti-
nuamente proporcionales son los menores de los que guar-
dan la misma razén con ellos, sus extremos son cuadrados
y, si son cuatro, cubos.

PROPOSICION 3

Si tantos numeros como se quiera continuamente pro-
porcionales son los menores de los que guardan la misma
razén que ellos, sus extremos son primos entre si.

Sean A, B, T, A tantos niimeros como se quiera continua-
mente proporcionales y los menores de los que guardan la
misma razon que ellos.

Digo que sus extremos, A, A, SOn primos entre si.

Témense, pues, dos nimeros E, Z los menores en la ra-
z6n de A, B, T, A [VI], 33], y otros tres H, 6, K, ¥ asi sucesi-
vamente aumentando la serie de uno en uno [VIII, 2] hasta
que la cantidad (de niimeros) tomada resulte igual a la can-
tidad de los (nimeros) A, B, T, A. Tomense y sean A, M, N, E.

Y puesto que E, Z son los menores de los que guardan la
misma razon que ellos, son primos entre si [VII, 22]. Ahora
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bien, como cada uno de los (numeros) E, z, al multiplicarse
pqr si mismo, ha hecho los (nimeros) H, K, respectivamente,
muentras que al multiplicar a H, K, ha hecho los niimeros A,

—— —_—t B
S, A — B ——y——j
. PR BGSE A I

A ¢
. E z
1
—_—— H — o
K
A - M N

E respectivamente, entonces, H, K y A, = son primos entre si
[VIL 27]. Y como A, B, T, a son los menores de los que
g}lardan la misma razéa con ellos, pero A, M, N, £ son tam-
bién los menores que guardan la misma razén con A, B, T, A
y la cantidad de los (nimeros) a, B, T, 4 es igual a la canti:
dad de los (mlmeros) A, M, N, E, entonces, los (niimeros) A,
B, T, A son iguales respectivamente a los (niimeros) A, M, N,
tsr; p(l>r tanto, A es igual a Ay 4 a &. Pero A, = son primos en-
e si.

Por consiguiente, A, A también son primos entre si.
Q.E.D.

ProposICION 4

Dadas tantas razones como se quiera en sus menores

numeros, hallar los mimeros continuamente proporcionales
menores en las razones dadas.

Sean las razones dadas en sus menores numeros la de A
aByladeraayademasladeeaz.

i
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Asi pues, hay que hallar los nimeros continuamente
proporcionales menores en larazénde AaB,enladeraay

enladeEaz.
Pues tomese H, el menor nimero medido por B, I [VII,
34]. Y cuantas veces B mide a H, tantas mida también A a ©,

B

A—i B

[ et A Vet

E ——t z,_.__;_—-a

N st H et
Er— © et
M»—————-o K— —

o . - A —

y cuantas veces [ mide a H, tantas mida también A a K. Aho-
ra bien, E o0 mide a K 0 no lo mide. En primer lugar, midalo.
Y cuantas veces E mide a K, tantas mida también Z a A. Y
como A mide a e el mismo numero de veccs que B a H, en-
tonces como A es a B, asi ® a H [VII, Def. 21 y VII, 13]. Por
lo mismo, también como I' €s a 4, asi H a K, y ademas, como
E es a Z, asi K a A; por tanto, 8, H, K, A son continuamente
proporcionales en la razon de AaBytambiénenladeraa
y ademéasenlade EazZ

Digo ademas que también son los menores (con esta
propiedad).

Pues si ©, H, K, A no son los (nimeros) continuamente
proporcionales menores en las razones de A aB,deraay
de E a z, séanlo entonces N, E, M, O. Ahora bien, puesto que
como A es a B, asi N a £, mientras que A, Bson los menores y
los menores miden a los que guardan la misma razon que
ellos el mismo numero de veces el mayor al mayory el me-
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nor al menor, es decir: el antecedente al antecedente y el
consecuente al consecuente, entonces B mide a z [VII, 20]:
por lo mismo, r también mide a =; por tanto, B, T miden a =;
luego el menor medido por B, I medira también a = [VII,
35]; pero H es el menor medido por B, I': entonces H mide a
z, el mayor al menor; lo cual es imposible. Asi pues, no ha-
bra algunos niimeros menores que ©, H, K, A que estén con-

A r E
B — A +Z

H r——— o r—————
K — 1 r—
M — P —
g 4 e
N+— —t e e |
o "

tinuamente en la razén de A a B, ni en la de T a 4, ni tampo-
coenladeEaz.

Ahora no mida E a K. Y tomese M, el menor niimero me-
dido por E, K. Y cuantas veces K mide a M, tantas veces
mida e, H a N, £ respectivamente y cuantas veces E mide a
M, tantas mida también z a 0. Como © mide a N el mismo
numero de veces que H a £, entonces como © es a H, asiNa
£ [VII, 13 y def. 21]. Pero como © es a H, asi A a B. Enton-
ces como A es a B, asi N a £. Por lo mismo, también como 1
es a A, asi £ a M. A su vez, como E mide a M el mismo nu-
mero de veces que Z a O, entonces, COmo E es a Z, asiMao
[VIIL, 13, y Def. 21]; por tanto, N, E, M, O son continuamente
proporcionales en las razones de AaB,derasydeEaz

o w%
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Digo ademas que también son los menores en las razo-
nes AB, Ta, EZ. Pues, si no, habra algunos nimeros menores
que N, =, M, O continuamente proporcionales en las razones
AB, TA, EZ. Sean 1, P, £, T. Y puesto que como [T es a P, asi A

a B, mientras que A, B son los menores y los menores miden

a los que guardan la misma razon que ellos el mismo nume-
ro de veces, el antecedente al antecedente y el consecuente
al consecuente [VII, 20], entonces B mide a P. Por lo mismo,
r también mide a p, por tanto, B, I miden a P. Luego el me-
nor medido por B, r medira también a p. Pero H es el menor
medido por B, I'; entonces Hmide aP. Y como Hes a P, asi K
a z [VI], 13]; entonces K mide a z. Pero también E mide a %,
luego E, K miden a z. Por tanto, el menor medido por E, K
medira a x. Pero el menor medido por E, K es M; luego M
mide a z, el mayor al menor; lo cual es imposible. Entonces,
no habra algunos nimeros menores que N, £, M, O continua-
mente proporcionales en las razones de AaB,deraaydeE
az

Por consiguiente, N, £, M, O son los numeros continua-
mente proporcionales menores en las razones AB, I'a, EZ.
Q.E.D.17,

97 Euclides utiliza aqui las expresiones abreviadas: «las razones AB, T
a, Ez» para las razones de A a B de T a Ay de E a z. Por otra parte,
«continuamente proporcionales» no se utiliza aqui en el sentido habitual
de progresion geométrica, sino que se aplica a una serie de términos cada
uno de los cuales guarda con el siguiente una razén determinada pero no
la misma razén.
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PROPOSICION §

Los numeros planos guardan entre si la razon com-
puesta de (las razones) de sus lados %8,

Sean A, B nlimeros planos y sean los niimeros T, 4 los la-
dos de A, y E, Z los de B.

Digo que A guarda con B una razén compuesta de (las
razones) de sus lados.

Pues dadas las razones que guardan r con E y A con Z,
tomense H, ©, K, los nimeros menores que estin continua-

A — T

Br— - € r———sy
re - Ar—— —t Kt
E ——— z A

mente en las razones I'e, Az, de modo que como T es a E, asi
Haéycomoaesaz, asieak[VII, 4]y a, al multiplicar a
E, haga el (nlimero) A.

Y‘ puesto que 4, al multiplicar a r, ha hecho el (numero)
A, mientras que al multiplicar a E ha hecho el (niimero) a,
entonces, como ' es a E, asi A a A [VII, 17]. Pero como T es
a E, asi H a ©; entonces, también, como H es a 6, asi A a A.
Puesto que E a su vez, al multiplicar a a, ha hecho el (na-
mero) A, mientras que, al multiplicar también a z, ha hecho
el (nimero) B, entonces, como 4 es a z, asi A a B[VII, 17].
Pero como aesaz, asi®ak; luego, también, como © es a

]“ - .
Como en VI 23, el texto tiene la expresién menos exacta synkeime-
non ek ton pleuron.

< 3

'




|
b
|
i

172 ELEMENTOS

K, asi A a B. Pero se ha demostrado también que como H es a
©, asi A a A; entonces, por igualdad, comoHesaK,AesaB
[VII, 14], pero H guarda con K la razén compuesta de las
(razones) de sus lados.

Por consiguiente, A guarda con B la razén compuesta a
partir de ias (razones) de sus lados. Q. E. D.

ProPOSICION 6

Si tantos numeros como se quiera son continuamente
proporcionales y el primero no mide al segundo, tampoco
ningun otro medird a ninguno.

Sean A, B, T, A, E tantos nimeros como se quiera conti-
nuamente proporcionales y A no mida a B.
Digo que tampoco ningun otro medira a ningin otro.

Est4 claro que A, B, T, A, E no se miden sucesivamente
entre si, pues ni siquiera A mide a B.
Digo ademas que ningun otro medira a ninguno.
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Pues, de ser posible, mida A a r. Y, cuantos nameros
sean A, B, I, tbmense tantos numeros z, H, 8, los menores de
los que guardan la misma razén que A, B, T [VII, 33].

Y puesto que z, H, © guardan la misma razén que A, B, T,
y la cantidad de los (nimeros) A, B, T, es igual a la cantidad
de los (nimeros) z, H, 8, entonces, por igualdad, como A es
aT,asi z ae [VIL, 14]. Ahora bien, dado que como A es a B,
asi Z a H, y A no mide a B, entonces tampoco Z mide a H
[VIL, Def. 21]; por tanto, Z no es una unidad; pues la unidad
mide a cualquier nimero. Y z, @ son primos entre si [VIII,
3]. Por tanto,como Zesa®,asiAar.

Por consiguiente, A tampoco mide a r. De manera seme-
jante demostrariamos que ningun otro mide tampoco a nin-
gun otro. Q. E. D.

PROPOSICION 7

Si tantos numeros como se quiera son continuamente
proporcionales y el primero mide al ultimo, también medird
al segundo.

Sean A, B, I, A tantos numeros como se quiera continua-
mente proporcionales y mida A a a.

A r —

B A

Digo que A también mide a B.

Pues, si A no mide a B, tampoco ningiin otro medira a
ningun otro [VIII, 6]. Pero A mide a A.

Por consiguiente, A mide también a B. Q. E. D.
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ProvosiciON 8

Si entre dos numeros caen numeros en proporcion con-
tinua (con ellos), entonces cuantos numeros caen entre ellos
en proporcién continua, tantos caerdn también en propor-
cion continua entre los que guardan la misma razén (con
los nimeros iniciales)'®.

Pues caigan los nimeros T, A entre los dos numeros A, B
en proporcién continua (con ellos) y hagase que como A es
aB,asiEseaaZ

Digo que cuantos numeros hayan caido entre los (nime-
ros) A, B en proporcién continua, tantos caeran también en-
tre los (nimeros) E, Z en proporcion continua.

Pues cuantos sean A, B, T, A, témense tantos nimeros, H,
e, K, A, los menores de los que guardan la misma razén que

A r— E»——:——-—‘ Hr—t
r—— M —————— e r———
Ar— N : K r————t
B z A

A, T, A, B [VII, 33]; entonces, sus extremos H, A son primos
entre si [VII], 3]. Y como A, T, A, B guardan la misma razon
que H, 8, K, A, y la cantidad de los (nimeros) A, T, A, B es

' Empipto «caer entre», «intercalan.

La expresion utilizada aqui para la proporcién continua es kata t0
synechés andlogon. Para diferenciarla de hexés andlogon, traduzco aquf
«en proporcién continuay en lugar de «continuamente proporcionales».
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igual a la cantidad de los (numeros) H, 8, K, A, entonces, por
igualdad, como A es a B, asi H a A [VII, 14]. Pero como A es
a B, asi E a z; luego también, como H es a A, asi E a Z. Pero
H, A son primos Yy los primos son también los menores [VII,
21], y los nimeros menores miden a los que guardan la
misma razén que ellos el mismo niimero de veces, el mayor
al mayor y el menor al menor, es decir: el antecedente al
antecedente y el consecuente al consecuente [VII, 20]. Asi
pues, H mide a E el mismo numero de veces que A a z. Aho-
ra, cuantas veces H mide a E, tantas veces midan ©, K a M, N
respectivamente; entonces H, ©, K, A miden a E, M, N, Z el
mismo numero de veces. Por tanto, H, @, K, A guardan la
misma razon que E, M, N, Z [VII, Def. 21]. Pero H, 6, K, A
guardan la misma razon que A, T, 4, B; y A, T, A, B guardan la
misma razon que E, M, N, Z; pero A, I, A, B estan en propor-
cién continua; por tanto, E, M, N, Z estan en proporcion con-
tinua.

Por consiguiente, cuantos nimeros han caido entre A, B
en proporcion continua (con ellos), tantos han caido tam-
bién en proporcién continua entre E, Z. Q. E. D.

PROPOSICION 9

Si dos numeros son piimos entre si, y caen entre ellos
numeros en proporcion continua, entonces, cuantos nune-
ros caen en proporcion continua entre ellos, tantos cae-
rdn también en proporcion continua entre cada uno de ellos
y la unidad. '

{
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Sean A, B dos numeros primos entre si y caigan entr.e
ellos T, A en proporcion continua, y quede aparte la uni-
dad E.

Digo que, cuantos nimeros hayan caido entre A, B en
proporcion continua, tantos caeran también en proporcion
continua entre cada uno de ellos y la unidad.

Pues tomense dos nimeros z, H, los menores que estan
en la razon de A, T, A, B, y tres (niimeros) ©, K, A, y asi suce-

A Q ——————ot
U —
A - A 4
B .
E ——t [V e—
L iy [ e e
H ——ere—t I
or —

sivamente aumentando la serie de uno en uno, hasta que re-
sulte igual su cantidad a la cantidad de los (nﬁmeros) /;\, T, A,
B [VIII, 2]. Témense y sean M, N, £, O. Pues bien, estfl claro
que z, al multiplicarse por si mismo, ha hecho el (ngmero)
e, y, al muliiplicar a e, ha hecho el (nimero) M, m'lentras
que H, al multiplicarse por si mismo, ha hecho el (namero)
Ay, al multiplicar a A, ha hecho el (numero) o [VIII, 2,
Por.].

Ahora bien, puesto que M, N, £, O son los menores de los
que guardan la misma razén que z, H, y AT, 8, B ,son tam-
bién los menores de los que guardan la misma razon que Z,
1 [VIII, 1], mientras que la cantidad de los (nameros) M, N,
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E, O es igual a la cantidad de los (nimeros) A, T, A, B, enton-
ces los (nimeros) M, N, £, O son iguales a los (nimeros) A,
I, A, Brespectivamente; por tanto, Mes igualaAyoaB. Y
como Z, al multiplicarse por si mismo, ha hecho el (nimero)
o, entonces Z mide a © segin las unidades de z. Pero la
unidad E mide también a e segln sus unidades; luego, la
unidad E mide al nimero z el mismo nimero de veces que z
a e. Por tanto, como la unidad E es al nimero z, asi za @
[VIL, Def. 21]. Puesto que, a su vez, z, al multiplicar a e, ha
hecho el (nimero) M, entonces, ® mide a M segun las uni-
dades de z. Pero la unidad E mide también al niimero z
segun sus unidades; luego la unidad € mide al nimero z el
mismo numero de veces que & a M. Por tanto, como la
unidad E es al nimero z, asi © a M. Luego la unidad E es al
nimero z como © a M. Pero se ha demostrado también que
como la unidad E es al nimero z, asi Z a 8. Entonces como
la unidad E es al niimero z, asi es Za® y @ a M. Pero M es
igual a A; por tanto, como la unidad E es al nimero z, asi es
Zaeye aA. Por lo mismo también, como la unidad E es al
nimero H,asf HaAyAaB.

Por consiguiente, cuantos nimeros han caido en propor-
cion continua entre A, B, tantos niimeros han caido también
en proporcion continiua entre cada uno de los (nimeros) A, B
y la unidad E. Q. E. D.

ProOPOSICION 10

Si entre cada uno de dos nimeros y una unidad caen
niumeros en proporcion continua, entonces, cuantos nime-
ros caigan en proporcién continua entre cada uno de ellos
y la unidad, tantos caerdn también en proporcién continua
entre ellos.

191.-12
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Caigan entre los nimeros A, BY la unidad r los numeros
A, E'Y los (nimeros) H, Z en proporcion continua.

Digo que cuantos numeros hayan caido entre cada uno
de los numeros A, By la unidad r en proporcion continua,
tantos caeran también en proporcion continua entre A, B.

Pues a, al multiplicar a z, haga el (niimero) ®, Y 4, Z, al
multiplicar a @, hagan los (ntimeros) K, A respectivamente.

f— A A

i E

Br—

z— 8 =

H— — A

Puesto que como la unidad r es al nimero 4, asi Aes a E,
entonces la unidad r mide al namero A el mismo numero de
veces que A a E [VII, 20 y Def. 2 1]. Pero la unidad r mide al
nimero A segun las unidades de a,; por tanto, el namero A
también mide a E segun las unidades de 4; luego 4, al mul-
tiplicarse por si mismo, ha hecho el (nimero) E. Asimismo,
puesto que como I €s al numero A, asi E es a A, entonces la
unidad r mide al namero A el mismo numero de veces que E
a A. Pero la unidad r mide al numero A segun las unidades
de A; entonces E mide a A segun las unidades de a; entonces
a, al multiplicar a E, ha hecho el (numero) A. Por lo mismo,
también z, al multiplicarse por si mismo, ha hecho el (na-
mero) H y, al multiplicar a H, ha hecho el (niimero) B.

Y puesto que 4, al multiplicarse por si mismo, ha hecho
E y al multiplicar a Z ha hecho e, entonces como A €s a Z,
asi E a & [VII, 17]. Por lo mismo, también como A es a Z, asi
e a H [VII, 18]. Entonces, también, como Ees a ®, asi ® a H.
Puesto que a su vez 4, al multiplicar a los (numeros) E, ©, ha
hecho los (niimeros) A, K respectivamente, entonces, como E

LIBRO VI 179

esa®,asiAak[VIL 17). Pero como E es a ©, asi a a Z; en-
toncc?s,'como aesaz, asiAaKk. Puesto que asuvez a Z al
multiplicar a ©, han hecho los (nimeros) K, A respe’cti;/a-
mente, entonces, como A es a Z, asi K a A fVII 18]. Pero
como z} €s a Z, asi A a K; por tanto, como A es a K,, asi .K an
Ademas, puesto que z, al multiplicar a los (nimeros) © H-
ha hecho los (nimeros) A, B respectivamente, entom’:es’
como © es a H, asi A a B[VII, 17]. Pero, como e es a H, asi 1;
az. Entonce§, como A es a Z, asi A a B. Pero se ha dem,ostra-
do que también como a es a z, asi A a K y K a A; asi pues
tamb'len, comoAesak,asiKaAyaas. Por tant’o A pK A,
Bestan en proporcién continua. S

3 Por cqnsiguicnte, cuantos numeros han caido en propor-
cion continua entre cada uno de los (numeros) A, B y la uni-

d t
’

ProposICION 11

j’ntre dos numeros cuadrados hay un numero (que es)
media proporcional y el nimero cuadrado guarda con el

numero cuadrado una razén duplicada de |
guarda con el lado. g ¢ e e If’do

Sean A, Blos nii '
e numercs cuadrados y sea I ¢l lado de Aya

1

o Se’observaré que con la expresion «por lo mismo, también co
es 2z, asi © a H», Euclides hace referencia, en realidad ,a VII 18 o s
VIL 17, pero, como el orden de factores no altera el prociucto las ,a);ar't‘)o :
«por Io_ mismo, también» estan justificadas aqui. Lo mismo'ocup i 'la
proposicidn siguiente. e en fa

el e T
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Digo que hay un nimero (que es) media proporcional
entre A y B, y que A guarda con B una razon duplicada de la

que r guarda con A.

Pues T, al multiplicar a A, haga
B el (mimero) E. Y puesto que A es
———ar +~——a un (nmero) cuadrado y r es su la-
do, entonces T, al multiplicarse por
si mismo, ha hecho el (nimero) A.
Por lo mismo, A, al multiplicarse por si mismo, ha hecho
el (nimero) B. Asi pues, como T, al multiplicar a los na-
meros T, A, ha hecho los niimeros A, E respectivamente, en-
tonces, como T €s a 4, asi A a E [VII, 17]. Por lo mismo,
también, como T es a A, asi E a B [VII, 18]. Luego también,
como A es a E, asi E a B. Por tanto, entre A, B hay un nimero
media proporcional.

Digo ademas que A guarda con B una razén duplicada de
la que r guarda con A.

Pues como A, E, B son tres nimeros en proporcion, en-
tonces A guarda con B una razon duplicada de la que A guar-
da corn E [V, Def. 9]. Pero como A es a E, asi I' a A. Por con-
siguiente, A guarda con B una razén duplicada de la que r
guarda con A. Q. E.D.''".

"' Segin Nicomaco, este teorema y el siguiente, a saber: que entre
dos cuadrados hay una media geométrica, se deben a Platén. Cf. Timeo
32a ss.: «Si el cuerpo de! Universo hubiera tenido que ser una superficie
sin profundidad, habria bastado con una magnitud media que se uniera a si
misma con los extremos; pero, en realidad, convenia que fuera sélido, y
los sélidos nunca son conectados por un término medio, sino siempre por
dos». Lo mas que cabria decir es que tales resultados le eran familiares.
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ProPOSICION 12

Entre dos nimeros cubos hay dos nimeros (que son)
medias proporcionales y el (nimero) cubo guarda con el

(nimero) cubo una razon triplicada de la que el lado guar-
da con el lado.

Sean A, B dos niimeros cubos y sea r el lado de A y 4 el
de B.
Digo que entre A, B hay dos nimeros (que son) medias

proporcionales y que A guarda con B una razén triplicada de
la que r guarda con A.

Pues r, al multiplicarse por si mismo, haga el (niimero)
E, y, al multiplicar a , haga el (nimero) z, y 4, al multipli-

A ————— E+—mm——y

carse por si mismo, haga el (numero) H, y T, 4, al multiplicar
a z, hagan los (nlimeros) e, K respectivamente.

Y puesto que A es un (nimero) cubo y T es su lado, y T,
al multiplicarse a si mismo, ha hecho el (nimero) E, enton-
ces I, al multiplicarse por si mismo, ha hecho el (nimero) E
¥, al multiplicar a E, ha hecho A. Por lo mismo, también a,
al multiplicarse por si mismo, ha hecho H, y, al multiplicar a
H, ha hecho B. Ahora bien, puesto que r, al multiplicar a los ~
(nimeros).T, A, ha hecho los (niimeros) E, z respectivamen-
te, entonces como r es a A, asi E a Z [VI], 17]. Por lo mismo,
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también, como I es a A, asi Z a H [VII, 18]. A su vez, puesto
que T, al multiplicar a los (nimeros) E, Z, ha hecho A, e res-
pectivamente, entonces, como E €s a Z, asi A a e [VI, 17].
Pero como E es a Z, asi I' a A; entonces como I' €s a 4, asiAa
. Puesto que, a su vez, los (nimeros) T, 4, al multiplicar a
zZ, han hecho los (numeros) 6, K respectivamente, entonces,
como I es a A, asi © es a K [VII, 18]. Puesto que, a su vez, 4,
al multiplicar a los (nimeros) z, H, ha hecho k, B respectiva-
mente, entonces, como Z €s a H, asi K a B [VIL, 17]. Pero
como Z es a H, asi T a 4; entonces, también, como I €s a 4,
asi Aa®,eaKy K aB. Por tanto, entre A, B hay dos nume-
ros medios proporcionales , K.

Digo ademds que A guarda con B una razon triplicada de
la que r guarda con a. Pues como A, 6, K, B son cuatro na-
meros en proporcion, entonces A guarda con B una razén
triplicada de la que A guarda con e [V, Def. 10]. Pero como
Aesa®,asiraa.

Y, por consiguiente, A guarda con B una razon triplicada
de la que I guarda con 4. Q. E. D.

PROPOSICION 13

Si tantos niimeros como se quiera son continuamente
proporcionales y cada uno, al multiplicarse por si mismo,
hace algiin (niimero), los productos serdn proporcionales;
y, si los (niimeros) iniciales, al multiplicar a los productos,
hacen ciertos (niimeros), también estos ultimos serdn pro-
porcionales.

Sean A, B, T' tantos niimeros como se quiera continua-
mente proporcionales, (es decir que) como A es a B, asiBa
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T; Y A, B, I, al multiplicarse por si mismos, hagan los (ni-
meros) A, E, Z, Y 4, E, Z, al multiplicarse a si mismos, hagan
los (nimeros) H, 8, K.

Digo que 4, E, Z y H, 8, K son continuamente proporcio-
nales.

Haga, pues, A, al multiplicar a B, el (numero) A, y A, B,
al multiplicar a A, hagan los (numeros) M, N respectiva-

Ar—— H i d

Br— e
T r————y K -

o -«'33
A r—————s M ————trprbiaimry |
E N U PO

s AT '}:;’}*:‘: 0ok

Z (4} e
A et n

mente. Y B, al multiplicar a su vez a T, haga =,y B, T, al
multiplicar a =, hagan los (nimeros) 0O, Il respectivamente.

Asi pues, de manera semejante a lo anterior demostra-
riamos que A, A, E Y H, M, N, © son continuamente propor-
cionales en la razon de A a B, y ademas E, 5,2y ©, O, I, K
son continuamente proporcionales en la razén de Ba I. Aho-
ra bien, como A es a B, asi B a I'; entonces A, A, E guardan
la misma razon que E, £, © y ademas H, M, N, 6 (guardan la
misma razén) que 8, 0, N, K. Y la cantidad de los (niimeros)
A, A, E es (igual) a la cantidad de los (nimeros) E, £, z y la
de H,M, N, 9 igualalades, O, 1, K.

A e
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Por consiguiente, por igualdad, como A es aE, asi E a Z,
ycomo Hesa®,asi ®ak[VI] 14). Q. E. D.

ProPOSICION 14

Si un (numero) cuadrado mide a un (nimero) cuadrado,
también el lado medirad al lado; y, si el lado mide al lado, el
(numero) cuadrado medird también al (nimero) cuadrado.

Sean A, B numeros cuadrados y sean sus lados T, A y
mida A aB. 4

Digo que r mide también a a.

Pues r, al multiplicar a A, haga
el (numero) E; entonces A, E, B son

B> . .
continuamente proporcionales en la

r+ A razén de r a a [VIII, 11]. Y puesto

Y S que A, E, B son continuamente pro-

porcionales y A mide a B, entonces
A mide también a E [VIIL, 7). Y como A es a E, asi I' a 4;
entonces I mide a A [VI], Def. 21].

Ahoramidarasuvezaa.

Digo que A también mide a B.

Pues, siguiendo la misma construccién, demostrariamos
de manera semejante que A, E, B son continuamente propor-
cionales en la razon de r a A. Y puesto que, como T es a a,
asi A a E, pero I' mide a 4, entonces, A mide a E [VII, Def.
21]. Y A, E, B son continuamente proporcionales; luego A
mide a B.

Por consiguiente, si un (nimero) cuadrado mide a un
(nimero) cuadrado, también el lado mediré al lado; vy, si el
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lado mide al lado, también el (ntimero) cuadrado medirs al
numero cuadrado. Q. E. D, 12,

Prorosicion 15

Si un nimero cubo mide aq un numero cubo, también

el lado medira al lado; Yy si el lado mide al lado, también el
cubo medira al cubo.

Pues mida el niimero cubo A al (nimero) cubo B, y sear
el ladode Ay A el de B.

Digo que r mide a a.

Pues r, al multiplicarse por si mismo, haga el (ndimero)
E, y 4, al multiplicarse por si mismo, haga el (numero) H y

A ———y Ar—
B+— — Ew

H——— —_—
F—— g — Z—

ademas r, al multiplicar a A, haga el (nimero) z, y r, a, al
multiplicar a z, hagan los (nimeros) o, K respectivamente.
Pues bien, esti claro qQUE E, Z, Hy A, 6, K, B son continua-
mente proporcionales en la razén de r a a (VIIL 11y 12]. Y
pqesto que A, 8, K, B son continuamente proporcionales y A
mide a B, entonces también mide a o [VIIL, 7). Ahora bien,
COmo A es a 6, asi I' a A. Entonces r también mide a A [VII,

Def. 21].

12
Es uno de los raros casos en los teoremas de aritmética cuya con-

clusién reitera el enunciado de la proposicion. Cf. VII 31-32.
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Pero ahora midara a.
Digo que también A medira a B.
Pues, siguiendo la misma construccion, demostrariamos

de modo semejante que A, 6, K, B son continuamente pro-

porcionales en la razén de I a A. Y puesto que T mide aay
como T €s a A, asi A a ©, entonces A mide también a e [VI],

Def. 21]; de modo que B mide también a A. Q. E. D.

PROPOSICION 16

Si un numero cuadrado no mide a un numero cuadrado,
tampoco el lado medird al lado; y si el lado no mide al
lado, tampoco el (nimero) cuadrado medira al (numero)
cuadrado.

Sean los nimeros cuadrados A, By sean sus lados T, Ay

no mida A aB.

Digo que r tampoco mide a A.
Pues, si I mide a 4, A medira

p———————‘—"
* también a B [VIIL, 14]. Pero A no mi-
B —  de a B; luego I tampoco medird a .
| aereramnl Ahora bien, no midara aA.
JRU— Digo que A tampoco mediré a B.

. Pues, si A mide a B, T medira
también a A [VIII, 14]. Pero r no mide a a; luego A tampoco
medira aB. Q. E. D.
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PROPOSICION 17

Si un numero cubo no mide a un nimero cubo, el lado
tampoco medira al lado; y si el lado no mide al lado, tam-
poco el (numero) cubo medira al (niimero) cubo.

Pues que no mida el niamero cubo A al numero cubo B; ¥y
sear el ladode Ay ael deB.

———— A : r

RIGCTLE

Digo que r no medira a a.

Pues, si I mide a A, A también medira a B [VI, 15].
Pero A no mide a B; luego r no mide a a.

Ahora bien, nomidar a aA.

Digo que A tampoco medira a B.

Pues si A mide a B, I medira también a a [VIII, 15].

Pero r no mide a a; luego A no mediraa B. Q. E. D.

PrOPOSICION 18

Entre dos ntmeros planos semejantes hay un numero
(que es) media proporcional; y el (nimero) plano guarda
con el (mimero) plano una razén duplicada de la que el
lado correspondiente guarda con el lado correspondiente.
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Sean A, Bdos nimeros planos semejantes, y sean los ni-
meros T, A los lados de A, y E, Z los de B. Y puesto que

A —————ereee r—
B . A —
H — B
2 .

(nimeros) planos semejantes son los que tienen los lados
proporcionales [VII, Def. 22], entonces como I es a A, asi E
az

Pues bien, digo que entre A, B hay un nimero (que es la)
media proporcional y A guarda con B una razon duplicada de
la que T guarda con E 0 A con Z, es decir, de la que el lado
correspondiente (guarda) con el lado correspondiente.

Y dado que como I es a 4, asi E a Z, entonces, por alter-
nancia, como T es a E, asi A a z [VII, 13]. Ahora bien, como
A es un numero plano y T, A sus lados, entonces 4, al multi-
plicar a r, ha hecho el nimero A. Por lo mismo, también E,
al multiplicar a z, ha hecho el (nimero) B.

Ahora a, al multiplicar a E, haga el (nimero) H. Y pues-
to que A, al multiplicar a r, ha hecho el (nimero) A, y al
multiplicar a E, ha hecho el (nimero) H, entonces como I' €S
aE, asi A aH[VIl, 17]. Pero como I es a E, asi A es a Z;
entonces como A es a Z, asi A a H. Puesto que E, a su Vez, al
multiplicar a A ha hecho el (numero) H, ¥ al muitiplicar a z
ha hecho el (numero) B, entonces como A €s a Z, asiHaB
[VIL, 17). Pero se ha demostrado también que como A es 2
Z, asi A a H; entonces también, como A es a H, asi H a B. Asi
pues, A, H, Bson continuamente proporcionales. Luego entre
A, B hay un nimero (que es la) media proporcional.
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Digo ahora que A guarda con B una razén duplicada de
la que el (lado) correspondiente (guarda) con el (lado) co-
rrespondiente, es decir, de la que r guarda con E 0 a con z.
Pues como A, H, B son continuamente proporcionales, A
guarda con B una razon duplicada de la que (guarda) con H
[V,Def.9]. YcomoAesaH,asiraEyaaz

Por consiguiente, A guarda con B una razén duplicada de
la que r (guarda) con Eo A con z. Q. E. D.

ProposICION 19

Entre dos numeros solidos semejantes caen dos nime-
ros (que son) medias proporcionales; y el (nimero) solido
guarda con el (numero) solido semejante una razon tripli-
cada de la que el lado correspondiente guarda con el lado
correspondiente.

Sean A, B dos (niimeros) solidos semejantes, y sean T, a,
E los lados de A, y Z, H, © los de B. Y como sélidos semejan-

A—_— E—

B N -
r— 2 K
a Mo " A

Er o~ M~

tes son los que tienen los lados proporcionales [VII, Def.
22], entonces como I es a A, asi Za H, y como A es a E, asi H
ae.
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Digo que entre A, B caen dos nimeros (que son) medias
proporcionales y que A guarda con B una razon triplicada de
la que r (guarda) con Z y A con H y ademas E con ©.

Pues haga r, al multiplicar a 4, el (nimero) K, y haga z,
al multiplicar a H, el nimero A. Y como T, A estdn en la
misma razon que Z, H y el (producto) de I, A es K, mientras
que A es el (producto) de z, H, entonces K, A son numeros
planos semejantes [VII, Def. 22}; por tanto, entre K, A hay
un nimero (que es) media proporcional [VIII, 18]. Sea M.
Entonces M es el (producto) de 4, z, segin se ha demostrado
en el teorema anterior [VIII, 18]. Y puesto que a, al multi-
plicar a r, ha hecho el (niimero) K, y al multiplicar a Z ha
hecho el (nimero) M, entonces, como [ €s a Z, asikaM
[VIL, 17]. Pero como K es a M, M €s a A. Luego, K, M, A son
continuamente proporcionales en la razén de r a z. Puesto
que, como T es a A, asi Z a H, entonces, por alternancia,
como T es a Z, asi A a H [VII, 13]. Por lo mismo, también,
como A €s a H, asi E a ©. Asi pues, K, M, A son continua-
mente proporcionales en larazonderazyenladeaaHy
ademdsenladeEae.

Ahora bien, hagan los (nimeros) E, , al multiplicar a M,
los (niimeros) N,  respectivamente. Y puesto que A €s un
ntmero sélido y T, A, E sus lados, entonces E, al multiplicar
al producto de r, A, ha hecho el (nimero) A. Pero el (pro-
ducto) de T, A es K; entonces E, al multiplicar a K, ha hecho
A. Asi que, también, por lo mismo, @, al multiplicar a A, ha
hecho el (nimero) B.

Y puesto que E, al multiplicar a K, ha hecho el (nimero)
A, mientras que, al multiplicar a M, ha hecho el (nimero) N,
entonces, como K es a M, asi A a N [VI], 17]. Pero, como K
esaM,asirazyaaHy ademis E a 8. Entonces también,
comoresazyAaHyEaB®,asi AaN. Puesto que, a su vez,
E, ©, al multiplicar a M, han hecho los (nimeros) N, = res-
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pectivamente, entonces, como E es a ©, asi N a £ [VII, 18].
Pero, como Ees a ®, asi ' a Z y A a H; luego también, como
resazyasaaHyEa®,asiAaNyNa = Puesto que 8, a su
vez, al multiplicar a M, ha hecho el (numero) =, mientras
que, al multiplicar también a A, ha hecho el (niimero) B, en-
tonces, como M es a A, asi £ a B[VII, 17]. Pero como M es a
A,asirazyaaHyEae. Luego también, comoresazy
AaHyEa®,asi nosolo = aB, sinotambién AaNyNa =
Por tanto, A, N, Z, Bson continuamente proporcionales en las
antedichas razones de los lados.

Digo también que A guarda con B una razén triplicada de
la que el lado correspondiente guarda con el lado corres-
pondiente, es decir, de la que el nimero r (guarda) con el
(nimero) z, o el (nimero) A con el (ndmero) H y ademas el
(numero) E con el (nimero) 8.

Pues como A, N, £, B son cuatro nliimeros continuamente
proporcionales, entonces A guarda con B una razoén triplica-
da de la que A (guarda) con N [V, Def. 10]. Pero se ha de-
mostrado que como A esaN,asirazy a aHyademis E
ae.

Por consiguiente, también A guarda con B una razén
triplicada de la que el lado correspondiente guarda con el
lado correspondiente, es decir de la que el numero I guarda
con el (nimero) Z y el (nimero) a con el (nimero) H y ade-
mas el (numero) E con el (nimero) ©. Q. E. D.
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PROPOSICION 20

Si entre dos numeros cae un numero (que es) media
proporcional, los numeros seran numeros planos semejan-
tes.

Pues caiga un numero r (que sea la) media proporcional
entre los numeros A, B. ‘

Digo que A, Bson nlimeros planos semejantes.

Tomense los nameros menores 4, E de los que guardan
la misma razén con A, I [VII, 33]; entonces, A mide a A el

A b et o r—

B .

r E

p A Sm——— H ‘_

mismo nimero de veces que E a I' [V1], 20]. Y cuantas ve-
ces A mida a A, tantas unidades haya en z; entonces, Z, al
multiplicar a a, ha hecho el (nimero) A. De modo que A es
un numero plano y A, z sus lados. Puesto que a su yez AE
son los nimeros menores de los que guardan la misma ra-
zon que T, B, entonces, A mide a r el mismo nimero df’ ve-
ces que E a B [VI], 20]. Ahora bien, cuantas veces E n}nda a
B, tantas unidades haya en H. Entonces, E mide a B segun las
unidades de H; por tanto, H, al multiplicar a E, ha hecho el
(nimero) B. Luego B es un nimero plano y E, H sus lados.
Por tanto, A, B son ntimeros planos.
Digo ademas que son semejantes.
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Pues como z al multiplicar a a ha hecho el (niimero) A y
al multiplicar a E ha hecho el (niimero) r, entonces, como a
esaE, asi Aar', es decir, r a B[VII, 17]. A su vez, puesto
que E, al multiplicar a z, H, ha hecho los (niimeros) r, B res-
pectivamente, entonces, como Z €s a H, asi I' a B [viL, 17].
Pero como r es a B, asi 4 a E; luego también, como A es a E,
asi Za H. Y, por alternancia, como Aesaz, asiEa H [VIL,
13].

Por consiguiente, A, B son nimeros planos semejantes:
porque sus lados son proporcionales. Q. E. D.

ProrosiciON 21

Si entre dos numeros caen dos nimeros medios propor-
cionales, los niumeros son sélidos semejantes.

Pues caigan dos nimeros medios proporcionales T, A
entre los niimeros A, B.

Digo que A, B son (niimeros) sélidos semejantes.

Pues tomense tres niimeros E, z, H los menores de los
que guardan la misma razén que A, T, A [VII, 33 y VIII, 2];
entonces sus extremos E, H son primos entre si [VIII, 3]. Y
puesto que entre E, H ha caido un nimero medio proporcio-
nal, Z, entonces E, H son numeros planos semejantes [VIII,
20]. Pues bien, sean e, K los lados de E, y A, M los de H.
Luego queda claro a partir de la (proposicion) anterior que

"3 Heath considera corruptas estas lineas porque no es necesario infe-
Tir que como A es a E, asi A a T, ya que forma parte de la hipétesis. Ade-
mas, contra lo habitual en este texto, la afirmacion de que z, al multiplicar
a E, ha hecho r, se presenta sin explicacion detallada. Sin embargo los

editores no indican nada al respecto. Por otra parte, esta proposicién es la
conversa de VIII 18,

191.-13
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E, Z, H son continuamente proporcionales en la razén de © a
AyenladekaM. Y comoE, Z H son los (nimeros) me-

A E

B -
. B B
— — or—
NFr— K—

M ———

nores de los que guardan la misma razén que A, T, A'Y la
cantidad de los (numeros) E, Z, H es igual a la cantidad de
los (nimeros) A, T, A, entonces, por igualdad, como E es a H,
asi A a A [VII, 14]. Pero E, H son primos y los primos son
también los menores [VII, 21], pero los menores miden a
los que guardan la misma razoén que ellos el mismo nimero
de veces, el mayor al mayor y el menor al menor, €s decir el
antecedente al antecedente y el consecuente al consecuente
[VII, 20]; entonces E mide a A el mismo numero de veces
que H a A. Ahora bien, cuantas veces E mide a A, tantas uni-
dades haya en N. Entonces N, al multiplicar a E, ha hecho el
(nimero) A. Pero E es el (producto) de e, K; luego N, al
multiplicar al (producto) de e, K, ha hecho el (numero) A.
Por tanto, A es un (nimero) sélido y ©, K, N son sus lados.
Puesto que a su vez E, Z, H son los (niimeros) menores de
los que guardan la misma razén que T, A, B, entonces E mide
a T el mismo nimero de veces que H a B. Ahora bien, cuan-
tas veces E mide a T, tantas unidades haya en =. Entonces H
mide a B segiin las unidades de z; luego &, al multiplicar a H,
ha hecho el (niimero) B. Pero H es el (producto) de A, M;

LIBRO Vili 195

enfonces Z, al multiplicar al (producto) de A, M, ha hecho el
(nimero) B. Luego B es un nimero sélido y A ‘ M, = sus la-
dos; ppr tanto, A y B son (nimeros) solidos. T

l?xg.o que también son semejantes. Pues como N, =, al
multiplicar a E, han hecho los nimeros A r (res e’c;i,va
mente), entonces, como N €s a =, A es a r,’es decif Ea z'
[VII, 18]. Pc'aro COmMoEesaz,@esaAyKaM; luego’, como
e'esaA, astKaMyNaA. Pero e, K, N son los lados de A
mxentra’s que =, A, M son los lados de B. Por consiguiente A,
B son numeros s6lidos semejantes. Q. E. D. o

ProposiCiON 22

‘ Si tres numeros son continuamente proporcionales y el
primero es cuadrado, el tercero serd también cuadrado.

Se§n A, B, I' tres numeros continuamente proporcionales
y €l primero, A, sea cuadrado.

Digo que también el tercero, r, es cuadrado.

Pues como entre A, 1 hay un ni-
mero B (que es) media proporcional, A L
entoqccs A, T son (nimeros) planos B+————
semejantes [VIII, 20]. Pero A es cua- — : AL
drado. ‘ B

Por consiguiente, también r es cuadrado. QED

r—j4 Pl i m
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PROPOSICION 23

Si cuatro niimeros son continuamente proporcionales y
el primero es cubo, también el cuarto sera cubo.

Sean A, B, I, A cuatro nimeros continuamente proporcio-
nales y sea A cubo.
Digo que 4 también es cubo.
Pues como entre A, A hay dos
ntmeros B, I' (que son) medias pro-
porcionales, entonces A, A son dos
nimeros solidos semejantes [VIII,

21]. Pero A es cubo.
Por consiguiente, también a es cubo. Q. E. D.

PROPOSICION 24

Si dos numeros guardan entre si la razon que un nume-
ro cuadrado guarda con un nimero cuadrado y el primero
es cuadrado, el segundo serd también cuadrado.

Pues guarden entre si los dos numeros A, B la razon que
guarda el numero cuadrado I con el
numero cuadrado A, y sea A cua-
B ——ssii—ie— drado.

Digo que también B es cuadrado.

Pues como I, A son cuadrados,
entonces, T, A son (numeros) planos
semejantes. Por tanto, entre I', A cae un numero medio pro-
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porcional [VIIL, 18],y comor es a A, A es a B; luego entre A,
B cae también un niimero medio proporcional {VIIL, 8]. Pero
A es cuadrado.

Por consiguiente, también B es cuadrado [VIII, 22].
Q.E.D.

PROPOSICION 25

Si dos numeros guardan entre si la razén que un nime-
ro cubo guarda con un nimero cubo y el primero es cubo,
el segundo sera también cubo.

Pues guarden entre si los dos nimeros A, B la razén que
el nimero cubo r guarda con el nimero cubo 4, y sea A
cubo.

Digo que B es también cubo.

Pues como r, A son cubos, son (nimeros) sélidos seme-
jantes; entonces entre I, A caen dos niimeros (que son) me-

N e a——
B+
’ g e
r z -
A

dias proporcionales [VIII, 19]. Pero cuantos (nimeros) caen
en proporcion continua entre T, A, tantos (caeran) también
entre los que guardan la misma razén con ellos [VIII, 8]. De
modo que entre A, B caen también dos nimeros (que son)
medias proporcionales. Caigan E, z. Pues bien, como los
numeros A, E, Z, B son continuamente proporcionales y A es
cubo, entonces B es también cubo [VIII, 23]. Q. E. D.
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PROPOSICION 26

Los numeros planos semejantes guardan entre si la ra-
zon que un numero cuadrado guarda con un numero cua-

drado.

Sean A, B dos niimeros planos semejantes. '

Digo que A guarda con B la razén que un numero cua-
drado guarda con un numero cuadrado. '

Pues como A, B son nimeros planos sexpe;anles, er‘uon-
ces entre A, B cae un nimero (que es) media proporcional
[VH(IZ,ailgsi y sea I, y tomense los nameros menores 4, E, \?I;lle
los que guardan la misma razén que A, T, B[VIL, 33 y ,

Y T B+

2]; entonces sus extremos 4, Z son cuadrados [VII, 2, Por.].
Puesto que como Aesaz,asiAaBya, Z son cuadrados, en-
tonces A guarda con B la razdn que un numero cuadrado
(guarda) con un nimero cuadrado. Q. E. D.
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Prorosicion 27

Los numeros sélidos semejantes guardan entre si la ra-
z0n que un numero cubo (guarda) con un nimero cubo.

Sean A, B niimeros sélidos semejantes.

Digo que A guarda con B la razén que un nimero cubo
(guarda) con un nimero cubo.

Pues como A, B son sélidos semejantes, entonces entre
A, B caen dos nimeros (que son) medias proporcionales
[VIII, 19].

Caiganr, a y témense E, z, H, o, los (nimeros) menores
de los que guardan la misma razoén que A, T, A, Be iguales a

A r————— T—— e
e S i

Br— — a

E - T H e

ellos en numero [VII, 33 y VIII, 2). Entonces, sus extremos
E, 8 son cubos [VIII, 2, Por.]. Ahora bien, como E es a e, asi
A a B; entonces A guarda también con B la razén que un ni-
mero cubo guarda con un nimero cubo. Q. E. D.'4,

" Al-Nayrizi recoge dos proposiciones en su comentario afiadidas por
Herén:

a. Si dos ndmeros guardan entre si la razén que un cuadrado guarda
con un cuadrado, los nimeros son planos semejantes.

b. Si dos nimeros guardan entre si la razon que un cubo guarda con un
cubo, los numeros son sélidos semejantes.

Estas proposiciones son las conversas de VIII 26 y 27, respectiva-
mente.

Y .
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LIBRO NOVENO

ProPOSICION 1

Si dos numeros planos semejantes, al multiplicarse en-
tre si, hacen un niimero, el producto sera cuadrado.

Sean A, B dos numeros planos semejantes y A, al multi-
plicar a B, haga el (nimero) I.

Digo que r es cuadrado.

Pues haga A, al multiplicarse por si mismo, el numero A.
Entonces A es cuadrado. Pues bien, como A, al multiplicarse

por si mismo, ha hecho el (niimero) 4 y, al multiplicar a B,
ha hecho el (niimero) r, entonces como Aes aB,asiaar
[VII, 17].

Y puesto que A, B son numeros planos semejantes, en-
tonces entre A, B cae un niimero (que es) media proporcional
[VIIL, 18). Pero, si entre dos niimeros caen niimeros en pro-
porcion continua, cuantos caigan entre ellos, tantos (caeran)
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entre los que guardan la misma razon con ellos [VIII, 8]; df’
modo que entre I', A cae también un namero (que es) media
proporcional. Ahora bien; a es cuadrado.

Por consiguiente, también r es cuadrado [VIII, 22].
Q.E.D.

PROPOSICION 2

Si dos niimeros, al multiplicarse entre si, hacen un (nu-
mero) cuadrado, son nimeros planos semejantes.

Sean A, B los dos nimeros y A, al multiplicar a B, haga el

(nimero) cuadrado r. ’
Digo que A, B son nimeros pla-
nos semejantes.

p— Pues haga A, al multiplicarse por
r : si mismo, el (nimero) a, entonces a
es cuadrado. Y dado que A, al multi-
plicarse por si mismo, ha hecho el
(ntimero) 4 y, al multiplicar a B, ha hecho el (namero) T,
entonces, como AesaB,asiaesar[VII, 17]. Y pue’sto que
A es cuadrado y r también, entonces A, T :c»on (niimeros)
planos semejantes. Luego entre 4, I cae un numero (que es)
media proporcional [VIII, 18]. Ahora bien, como A es a r,
asi A a B. Por tanto, entre A, B cae un numero (que es) media
proporcional [VIII, 18]. Pero, si entre dos m’xm’eros cae un
nimero (que es) media proporcional, los numeros son
planos semejantes [VIII, 20]. ‘

Por consiguiente, A, B son (nimeros) planos semejantes.
Q.E.D.

[ ———

A ey

P

0¥ it
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PROPOSICION 3

Si un nimero cubo, al multiplicarse por si mismo, hace
algin niimero, el producto sera cubo.

Haga, pues, el numero 4, al multiplicarse por si mismo,
el numero B.

Digo que Bes cubo.

Pues témese i, el lado de A, y I, al multiplicarse por si
mismo, haga el (nimero) a.

Entonces queda claro que T, al multiplicar a a, ha hecho

el (nimero) A. Y como r, al multiplicarse por si mismo, ha
hecho 4, entonces, I mide a a

segun sus propias unidades. Pe- A"
ro, ademds, la unidad mide tam- s
bién segun sus propias unidades
a I. Por tanto, como la unidad
esar,resaa[VII Def 21].

Como r, al multiplicar a su vez a 4, ha hecho el (nume-
ro) A, entonces, A mide a A segun las unidades de r. Pero |a
unidad también mide a r segun sus unidades; luego, como la
unidad es ar, A es a A. Y como la unidad es a r,resaa;
entonces, también, como la unidad es ar, asi ra a yraa.
Por tanto, entre la unidad y el nimero A han caido dos
numeros en proporcién continua r, a (que son) medias pro-
porcionales.

Como 4, al multiplicarse por si mismo, ha hecho a su
vez el (nimero) B, entonces A mide a B segun sus propias
unidades. Pero la unidad también mide a A segun sus unida-
des; entonces, como la unidad es a A, A es a B[VII, Def. 21].
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Y entre la unidad y A han caido dos numeros (que son)
medias proporcionales; por tanto, entre A y B caeran también
dos nimeros (que son) medias proporcionales [VIII, 8].
Pero si caen dos nimeros (que son) medias proporcionales
entre dos nimeros y el primero es cubo, también el segundo
sera cubo [VIII, 23]. Ahora bien, A es cubo.

Por consiguiente, también B es cubo. Q. E. D.

7

ProPOSICION 4

Si un numero cubo, al multiplicar a un nimero cubo,
hace algun (numero), el producto sera cubo.

Pues un numero cubo A, al multiplicar a un numero
cubo B, haga el (numero) r.

Digo que T es cubo.

Pues haga A, al multiplicarse por
si mismo, el (nimero) A, entonces A
es cubo [IX, 3]. Y, dado que A, al
multiplicarse por si mismo, ha hecho
el nimero A y, al multiplicar a B, ha
hecho el (nimero) 1, entonces, como A esaB,asiaar [VI],
17]. Ahora bien, puesto que A, B son cubos, A, B son sélidos
semejantes. Por tanto, entre A, B caen dos nimeros (que son)
medias proporcionales [VIII, 19]; de modo que entre a, T
caeran también dos (nimeros que son) medias proporciona-
les [VII], 8]. Pero a es cubo.

Por consiguiente, también r es cubo [VIII, 23]. Q. E. D.
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ProPOSICION §

Si un numero cubo, al multiplicar a algiin niimero, hace

un (numero) cubo, el nimero multiplicado también serd
cubo.

Pues haga el niimero cubo A, al multiplicar a un nimero
B, el numero cubo r.

Digo que Bes cubo. ‘

Pues A, al multiplicarse por si B
mismo, haga el (nimero) a; enton- rr———
ces A es cubo [IX, 3], y dado que a,
al multiplicarse por si mismo, ha he-
cho el (nimero) A y, al multiplicar a B, ha hecho el (nimero)
I, entonces, como A es a B, A es a I' [VII, 17]. Ahora bien,
puesto que 4, T son cubos, son sélidos semejantes. Por tanto,
entre A, T caen dos niimeros (que son) medias proporcio-
nales [VIII, 19]. Ahora bien, como A es a I, asi A es a B;
entonces también entre A, B caen dos niimeros (que son)
medias proporcionales [VIII, 8]. Pero A es cubo. '

Por consiguiente, también B es cubo [VIII, 23]. Q.E. D.

Ar————y

B e t———)

rs

PROPOSICION 6
Si un numero, al multiplicarse por si mismo, hace un
(nimero) cubo, también él mismo serd cubo.

Pues haga el mimero A, al multiplicarse por si mismo, el
(nimero) cubo B.
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Digo que A también es cubo.

Pues A, al multiplicar a B, haga el (nimero) r. Pues bien,
dado que A, al multiplicarse por si
mismo, ha hecho el (numero) By, al
B multiplicar a B, ha hecho el (namero)
r, entonces I' es cubo. Y puesto que
A, al multiplicarse por si mismo, ha
hecho el (nimero) B, entonces A mide segin sus propias
unidades a B. Pero también la unidad mide a A segin sus
unidades. Entonces, como la unidad es a A, asi A es a B[VI],
Def. 21]. Ahora bien, puesto que A, al multiplicar a B, ha
hecho el (nimero) T, entonces B mide a I segun las unidades
de A. Pero también la unidad mide a A segun sus unidades.
Por tanto, como la unidad es a A, asi B a r [VII, Def. 21].
Pero como la unidad es a A, asi A a B; entonces, COMoO A es a
B,Bes aT. Y como B, I son cubos, son sdlidos semejantes.
Por tanto, entre B, I hay dos nimeros medios proporcionales
[VIII, 19]. Ahora bien, como Bes aT, A es a B. Luego entre
A, B hay dos nimeros (que son) medias proporcionales
[VIIL, 8]. Pero Bes cubo.

Por consiguiente, A también es cubo. Q. E. D.

A

r -

PROPOSICION 7

Si un nimero compuesto, al multiplicar a un numero,
hace algiin (nimero), el producto serd solido.

Haga, pues, el nimero compuesto A, al multiplicar a un
nimero B, el (nimero) I.

Digo que r es sélido.

Pues como A es compuesto, sera medido por algin
ntmero [VII, Def. 14]. Sea medido por A y cuantas veces A
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m?de a A, tantas unidades haya en E. En efecto, como a
mide a A segun las unidades de E, entonces E, al multiplicar
a 4, ha hecho el (nimero) a v,

Def. 16). Ahora bien, como A, al * i
multiplicar a B, ha hecho r, yAesel Br—m

producto de a, E, entonces el r
producto de a, E, al multiplicar a B,
ha hecho el (nimero) r.

Por consiguiente, r es sélido y sus lados son 4, E, B
Q. E. D. T

Prorosicion 8

Si tantos numeros como se quiera a partir de una uni-
dad son continuamente proporcionales, el tercero a partir
de la unidad serd cuadrado, asi como todos los que dejan
un intervalo de uno, y el cuarto serd cubo, asi como todos
los que dejan un intervalo de dos, y el séptimo serad al mis-

mo.tzempo cubo y cuadrado, asi como todos los que dejan
un intervalo de cinco.

‘ Sean A, B, 1, 4, E, Z tantos niimeros como se quiera con-
tinuamente proporcionales a partir de una unidad.

A—— A
r— . —4 Zr—

' Digo que B, el tercero a partir de la unidad, es cuadrado

. . ’
ast como todos los que dejan un intervalo de uno, y r, el
cuarto, es cubo, asi como todos los que dejan un intervalo
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de dos, y Z, el séptimo, es al mismo tiempo cubo y cuadra-
do, asi como todos los que dejan un intervalo de cinco.

Pues, como la unidad es a A, asi A a B; entonces la uni-
dad mide al nimero A el mismo nimero de veces que A a B
[VII, Def. 21]. Pero la unidad mide a A segin sus unidades;
entonces, A mide a B también segun las unidades de A. Lue-
go, A, al multiplicarse por si mismo, ha hecho el (numero)
B; por tanto, B €s cuadrado. Ahora bien, puesto que B, T, A
son continuamente proporcionales, y B es cuadrado, también
A es cuadrado {VIII, 22]. Por lo mismo, Z también es cua-
drado. De manera semejante demostrariamos que todos los
que dejan un intervalo de uno son también cuadrados.

Digo ademas que T, el cuarto a pactir de la unidad, es
cubo, asi como todos los que dejan un intervalo de dos.

Pues, como la unidad es a A, asi B a r, entonces, la uni-
dad mide al nimero A el mismo numero de veces que BaT.
Pero la unidad mide al nimero A segun las unidades de A;
entonces B mide a I' segun las unidades de A; por tanto, A, al
multiplicar al namero B, ha hecho el (numero) 1; y, en efec-
to, como A, al multiplicarse por si mismo, ha hecho el (nu-
mero) B y, al multiplicar a B, ha hecho el (numero) T,
entonces I' es cubo. Ahora bien, como T, A, E, Z son conti-
nuamente proporcionales y I €s cubo, entonces z también es
cubo [VIII, 23], pero se ha demostrado que también es
cuadrado; por tanto, el séptimo a partir de la unidad es cubo
y cuadrado.

De manera semejante demostrariamos que todos los
que dejan un intervalo de cincu son cubos y cuadrados.

Q.E. D. us,
'S En la progresion geométnica I, a. & da'dad
Los términos 3.° =a’. 5. = a'y 7.° = a® son cuadrados.
y
Los términos 4.“ = a’. 7" =a’y 10.” = a’ son cubos.
y A
L os términos 7 “ = a® v 13 ° = a'” son cuadrados y cubos a la vez.
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PROPOSICION 9

Si tantos numeros como se quiera a partir de una uni-
dad son continuamente proporcionales, y el numero si-
guiente a la unidad es cuadrado, todos los demds serdn
también cuadrados, y si el numero siguiente a la unidad es
cubo, todos los demds serdan también cubos.

. Sean A, B, T, A, E, Z tantos nimeros como se quiera con-
tl'nuz?mcnte proporcionales a partir de una unidad, y sea A, el
siguiente a la unidad, cuadrado.

Digo que también todos los demas serdn cuadrados.

Se ha demostrado, en efecto, que B, el tercero a partir de
la unidad, es cuadrado, asi como todos los que dejan un in-
tervalo de uno {IX, 8].

Digo que todos los demas son también cuadrados.

Pues como A, B, T son continuamente proporcionales y A
es cuadrado, también r es cuadrado [VII], 22]. Como B, T, A

son a su vez continuamente proporcionales y B es cuadrado,
A es también cuadrado {VIII, 22]. De manera semejante
demostrariamos que todos los demas son cuadrados.

19t.-14
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Pero ahora sea A cubo.

Digo que también todos los demas son cubos.

Se ha demostrado, en efecto, que T, el cuarto a partir de
la unidad, es cubo, asi como todos los que dejan un inter-
valo de dos [IX, 8].

Digo que todos los demas son también cubos.

Puesto que como la unidad es a A, asi A a B, entonces la
unidad mide a A el mismo nimero de veces que A a B. Pero
la unidad mide a A segin sus unidades, entonces A mide
segun sus propias unidades a B; asi pues, A, al multiplicarse
por si mismo, ha hecho B. Y A es cubo. Pero si un nimero
cubo, al multiplicarse por si mismo, hace algin (nimero), el
producto es cubo [IX, 3]; entonces B es cubo. Ahora bien,
puesto que los cuatro nimeros A, B, T, A son continuamente
proporcionales y A es cubo, entonces A €s cubo [VIII, 23].
Luego, por lo mismo, E es también cubo y de manera seme-
jante todos los demds son cubos. Q. E. D.

ProrosiciON 10

Si tantos numeros como se quiera a partir de una uni-
dad son [continuamente] proporcionales y el siguiente a la
unidad no es cuadrado, ningiin otro seré cuadrado salvo el
tercero a partir de la unidad y todos los que dejan un inter-
valo de uno. Y si el siguiente a la unidad no es cubo, ningun
otro serd cubo salvo el cuarto a partir de la unidad y todos
los que dejan un intervalo de dos.

Sean A, B, T, A, E, Z tantos nimeros como se quiera con-
tinuamente proporcionales a partir de una unidad y A, el si-
guiente a la unidad, no sea cuadrado.

B8
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Plgo que ningun otro sera cuadrado salvo el tercero a
partir de la .um'dad [y los que dejan un intervalo de unoj.

Pues, si es posible, sea ' cuadrado. Pero B también es
cuadrado [IX, 8]. Entonces B, I guardan entre si la razon

PRSI E L

que un nimero cuadrado guarda con un nimero cua-
drado'®. Y como Besar, A es a B, entonces A, B guardan
et}tre si la razon que un nimero cuadrado gua;’da con un
nimero cuadrado; de modo que A, B son (numeros) planos
semejantes [VIII, 26 conversa). Ahora bien, B es cuadrado:
luego A es también cuadrado; lo que precisamente se hz;
supuesto que no. Por tanto, I' no es cuadrado.

De manera semejante demostrariamos que ningun otro

es ‘cuadra.do salvo el tercero a partir de la unidad y los que
dejan un intervalo de uno.

Pero ahora no sea A cubo.

Dlgc? que ningun otro sera cubo salvo el cuarto a partir
de la unidad y los que dejan un intervalo de dos.

"® En sus notas a la traduccién al latin de los Elementos, Heiberg dice
que las palabras «de modo que A, B son planos semejantes» quiza sean es-
punas, porque resulta mas dificil utilizar VIII 24, que la conversa de VIII
26. Ademas, el uso de VIII 24, se corresponderia mejor con la utilizacién

de v"] 25 €n la
» palle lClatha a CUbOSA Sln embal 0 Nno atetiza esta paite
g S p

l
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Pues, si es posible, sea A cubo. Pero T también es cubo:
pues es el cuarto a partir de la unidad {IX, 8]'. Y comolesa
A, B es a I; entonces B guarda c?n r la razén que un cubo
(guarda) con un cubo. Ahora bien, T es cubo; enfonces B
también es cubo [VII, 25]. Y dado que, como 'la unidad es a
A, A es a B, y la unidad mide a A segun sus unidades, enton-
ces, A mide segun sus propias unidades a B. ’Por tanto, A, al
multiplicarse por si mismo, ha hecho el ('nurpero) cubo B.
Pero si un numero al multiplicarse por si mismo hace un
(nimero) cubo, también €l mismo sera cubo [IX, 6]. Enton-

" ces A también es cubo, lo que precisamente se ha supuesto

que no. Asi pues, A no es cubo. De manera semejante de-
mostrariamos que ningin otro es cubo salvo el cuarto a
partir de la unidad y los que dejan un intervalo de dos.

G. E. D.

Prorosicion 11

Si tantos numeros como se quiera a partir de una um—l
dad son continuamente proporcionales, el menor mtd'e a
mayor segun uno de los que se encuentran entre los nume-

ros proporcionales.

Sean B, I, A, E, tantos nUmeros como se quiera continua-
mente proporcionales a partir de la unidad A. .

Digo que B, el menor de los (numeros) B, T', 4, E, mide a
E segn uno de los (numeros) T, A.

Puesto que, como la unidad A es a B, asi 4 a E, entonces,
la unidad A mide al nimero B el mismo nimero ‘de veces
que A a E; asi pues, por alternancia, la unidad A mide as el
mismo numero de veces que Ba E [VII, 15]. Pero la unidad
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A mide a A segiin sus unidades; entonces, B también mide a
E segun las unidades de a; de modo que el menor, B, mide al
mayor, E, segun un nimero de los
que se encuentran entre los nimeros
proporcionales. SAE—

Porisma: r——e ey

Y queda claro que aquel lugar :
que tenga el (nimero) que mide a - :
partir de la unidad, el mismo lugar °' o
tiene también el (niimero) segun el cual mide a partir del

(nimero) medido en la direccién del (nimero) anterior a él.
Q.E.D.'7,

PRrOPOSICION 12

Si tantos niimeros como se quiera a partir de una uni-
dad son continuamente proporcionales, por cuantos nume-
ros primos sea medido el ultimo, por los mismos serd me-
dido también el siguiente a la unidad.

Sean A, B, T, A cuantos niimeros s¢ quiera proporcionales
a partir de una unidad.

"7 El porisma se puede relacionar con una proposicién de Arquimedes
en cl Arenario, en la que estipula que, si dos niimeros en proporcion con-
tinua a partir de la unidad se multiplican entre si, el producto estaré en la
misma serie y su lugar a partir del factor mayor sera igual al lugar del
factor menor a partir de la unidad, y distara de la unidad un lugar menos
que la suma de los factores a partir de la unidad.

Esta regla hace posible determinar cn la progresién geométrica A, B, I,
4,E, Z,H,0,1, K, A enlaque A =1, el producto de A . © con relacion a A,
dado que A dista de © tanto como a de A. Ademas establece que el nimero
A puede hallarse reduciendo la suma de los nitmeros a yoenl.




214 ELEMENTOS

Digo que por cuantos numeros primos sea medido A, por
los mismos sera medido A.

Pues sea medido a por algiin nimero primo E.

Digo que E mide a A. '

Pues supongamos que No; pero E es primo, y todo nu-
mero primo es primo con respecto al (nimero) al que no

7 r——————t

Avr—

mide [VII, 29]; entonces E, A son primos entre si. Y ya que

E mide a A, midalo segun las unidades de z. Entonces E, al

multiplicar a z, ha hecho el (nimero) a. Y puesto que, a su

vez, A mide a A segun las unidades de r [IX 11], entonces A,

al multiplicar a r, ha hecho el (nimero) a. P:aro, en efecto, E,

al multiplicar a z, ha hecho también el (niimero) a; enton-
ces, el (producto) de A, T es igual al (producto) de E, z Asi
pues,comoAesaE,zesarl [VII, 19]. Pero A, E son prnmos,
y los primos son también los menores [VII, 21], y los me-
nores miden a los que guardan la misma razén con ellos el
mismo numero de veces, el antecedente al antecedente y el
consecuente al consecuente [VII, 20]; entonces E mide a T.
Midalo segin H; entonces E, al multiplicar a H, ha hef:ho el
(némero) r. Pero, ademas, por la (proposicion) anterior, A,
al multiplicar a B, ha hecho también el (nimero) r [IX, 11
Por.]. Asi pues, el producto de A, Bes igual al producto de E,
H. Por tanto, como A es aE, Hes a B[VI], 19]. Pero A, E son
primos, y los primos son también los menores [VlI., 211, y
los niimeros menores miden a los que guardan la misma ra-
z6n que ellos el mismo ntimero de veces, el antecedente al

RS
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antecedente y el consecuente al consecuente [VII, 20}, por
tanto, E mide a 8. Midalo segun ®; entonces E, al multiplicar
a 8, ha hecho el (nimero) B. Pero ademas A. al multiplicarse
por si mismo, ha hecho también el (nimero) B [1X, 8). Por
tanto, el producto de E, © es igual al cuadrado de A. Luego,
como EesaA, aesa® [VIl 19]. Pero A, E son primos, y los
primos son los menores [VIl, 2], y los menores miden a los
que guardan la misma razén que ellos el mismo numero de
veces, el antecedente al antecedente y el consecuente al
consecuente [VII, 20}; asi pues, E mide a A como el antece-
dente al antecedente. Pero, por otra parte, no lo mide. Lo
cual es imposible. Entonces E, A no son primos entre si, lu-
€go son compuestos. Pero los compuestos son medidos por
un numero [VII, Def. 15]. Ahora bien, como se ha supuesto
que E es primo, y el (niimero) primo no es medido por otro
numero que (no sea) él mismo, entonces E mide a A, E; de
modo que E mide a A. Y mide también a a: entonces E mide
a A, a'"'%. De manera semejante demostrariamos que por
cuantos numeros primos sea medido 4, por los mismos sera
medido A. Q. E. D.

118 Heiberg, en el comentario aiiadido a su traduccion latina de los Ele-
mentos, sefiala que las palabras «pero mide también a a: entonces E mide a
a» son superfluas y quizds hayan sido interpoladas. La prueba de esta
proposicién es una muestra de una notable reduccién apagégica, en la que
la proposicién misma se sigue légicamente — por reduccién al absurdo—
de su propia negacion. Clavio dio el nombre de «consequentia mirabilis» a
este patrén reductivo y desmintié ia pretensién de Cardano de haber sido
el primero en utilizar este procedimiento de prueba. Por lo demas, luego
cobré especial relieve en geometria gracias al intento de G. Saccheri (en
su Euclides ab om#i naevo vindicatus, 1733) de demostrar el famoso pos-
tulado de las paralelas en sus términos; el intento, como hoy es bien sabi-
do, fue un intento fallido; no obstante, en el curso de su trabajo, Saccheri
se encontr6 con diversos resultados geométricos no euclidianos, aunque,
desde luego, no llego a reccnocerles la significacién v la entidad que ad-
quirieron a partir de las geometrias no euclidianas del s. XIx.
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PROPOSICION 13

Si tantos nimeros como se quiera a partir de una uni-
dad son continuamente proporcionales y el siguiente a la
unidad es primo, el mayor no sera medido por ningun otro
fuera de los que se encuentran entre los numeros propor-
cionales.

Sean A, B, T, A tantos nimeros como se quiera continua-
mente proporcionales a partir de una unidad y sea A, el si-
guiente a la unidad, primo.

Digo que a, el mayor de ellos, no sera medido por nin-
gun otro fuera de A, B, T.

Pues, si fuera posible, sea medido por E, y no sea E el
mismo que ninguno de los (nimeros; A, B, I Esta claro,

B i Z—————t
RARFTYISS

o SN H it

a —_— O r—

pues, que E no es primo. Porque, si E es primo y mide a 4,
también medira a A [IX, 12], que es primo sin ser el mismo
que él. Lo cua! es imposible. Entonces, E no es primo. Lue-
go es compuesto. Pero todo numero compuesto es medido
por algin numero primo [VII, 31]. Por tanto, E es medi-
do por algin nimero primo.

Digo ahora que no serd medido por ningun otro (nu-
mero) primo salvo A. Pues, si E es medido por otro y E mide
a A, entonces ese otro también medira a A [IX, 12]; de modo
que también medira a A [IX, 12], que es primo sin ser el
mismo que ¢l; lo cual es imposible. Asi pues, A mide aE. Y
como E mide a A, midalo segin z.

-
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Digo que z no es el mismo que ninguno de los (nime-
1os) A, B, I. Porque si z es el mismo que alguno de los (nd-
meros) A, B, I y mide a A segin E, entonces, uno de los
(nimeros) A, B, T mide a A segin E. Pero uno de los (nud-
meros) A, B, I mide a A segun alguno de los (niimeros) A, B,
r {IX, 11]. Entonces E es el mismo que uno de los (nime-
10s) A, B, T; lo que precisamente se ha supuesto que no. Por
tanto, Z no es el mismo que ninguno de los (nimeros) A, B,
r. Demostrariamos ahora de manera semejante que Z es
medido por A, demostrando que z, a su vez, no €s primo.
Porque si (lo es) y mide a A, medira también a A [IX, 12],
que es primo sin ser el mismo que €él; lo cual es imposible;
por tanto, Z no es primo; luego es compuesto. Pero todo
nimero compuesto es medido por algin namero primo [VII,
31); luego z es medido por algiin nimero primo.

Digo ahora que no serd medido por ningun otro (nume-
ro) primo salvo A. Pues si algun otro (nimero) primo mide a
z y z mide a a, entonces, ese otro medira también a a; de
modo que medira también a A [IX, 12}, que es primo sin ser
el mismo que él; lo cual es imposible. Asi pues, A mide a Z.
Ahora bien, puesto que E mide a A segun z, entonces E, al
multiplicar a z, ha hecho el (nimero) a. Pero A, al multi-
plicar a r, ha hecho el nimero a [IX, 11]; entonces el
producto de A, T es igual al producto de E, Z. Luego, propor-
cionalmente, como A es a E, asi Z es a T [VI], 19]. Pero A
mide a E; entonces Z mide también a r. Midalo segin H. De
manera semejante demostrariamos que H no es el mismo
que ninguno de los niimeros A, By que es medido por A. Y
puesto que z mide a r segiin H, entonces Z, al multiplicar a
H, ha hecho el (nimero) r. Pero A, al multiplicar a B, ha
hecho también el (niimero) r [IX, 11]; entonces el producto
de A, B es igual al producto de z, H. Luego, propor-
cionalmente, como A es a z, H a B[VI], 19]. Pero A mide a
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z; entonces H también mide a B. Midalo segun 6. De manera
semejante demostrariamos que © no €S el mismo que A. Y
puesto que H mide a B segun 8, entonces H, al multiplicar a
@, ha hecho el (nimero) B. Pero A, al multiplicarse por si
mismo, ha hecho también el (namero) B [IX, 8]. Entonces el
producto de ©, H €s igual al cuadrado de A. Luego como ©
es a A, AesaH [VIL 19]. Pero A mide a H; luego © también
mide a A, que es primo sin ser el mismo que él; lo cual es
imposible.

Por consiguiente, €l mayor, 4, no sera medido por otro
ntmero fuera de A, B, . Q. E. D.

PRrOPOSICION 14

Si un niumero es el menor medido por niimeros primos,
no serd medido por ningin otro niimero primo fuera de los
que le median desde un principio.

Pues sea A el namero menor medido por los numeros

primos B, T, A.
Digo que A no serd medido por ningin otro fuera de

B, T, A.

Pues, si es posible, sea medido por el (numero) primo E,
y no sea E el mismo que ninguno de los numeros B, T, A.
Ahora bien, como E mide a A,
: midalo segin z; entonces E, al
g——— ©—  multiplicar a 2z, ha hecho el
Z— aAr—— (nimero) A. Y A€s medido por los
nameros primos B, T, A. Pero si
dos numeros, al multiplicarse entre si, hacen algun
(ntimero), y algin nimero primo mide a su producto,
medira también a uno de los iniciales [V1I, 30]; entonces B,
r, A medirn a uno de los (numeros) E, Z. Ahora bien, no

v
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mpdirén a E; porque E es primo y no es el mismo que
ninguno de los (numeros) B, I, 4. Entonces. mediran a Z que
es menor que A, lo cual es imposible. Porque se ha supuesto
que A es el menor medido por B, I, a. Por consiguiente,
ningun numero primo mide a A, fuerade B, I, o. Q. E. D.".

PROPOSICION 15

Si tres numeros continuamente proporcionales son los
menores de los que guardan la misma razon que ellos,
cualesquiera dos tomados juntos son primos con respecto al
restante.

Sean A, B, I' tres numeros continuamente proporcionales,
los menores de los que guardan la misma razén que ellos.

Digo que dos cualesquiera de los
(nimeros) A, B, T tomados juntos A 8 et
son primos con respecto al restante,
tanto A, B con respecto a I', como B, I
con respecto a A, COmMo también A, I'
con respecto a B.

Toémense pues los nimeros AE, EZ, los menores de los
que guardan la misma razén que A, B, T [VIILI, 2]. Esta claro
que AE, al multiplicarse por si mismo, ha hecho el (nimero)
A, mientras que, al multiplicar a EZ, ha hecho el (nimero) B,
y ademas Ez, al multiplicarse por si mismo, ha hecho el
(n?'lmero) r [VIIL, 2]. Y como AE, EZ son los menores, son
primos entre si [VII, 22]. Pero, si dos nimeros son primos
entre si, también la suma de ambos es primo con respecto a

19 .
En otras palabras, la descomposicidn de un nimero en factores pri-
mos es univoca.
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cada uno de los dos [VII, 28]. Entonces Az también es
primo con respecto a cada uno de los (nimeros) AE, EZ.

Pero, en efecto, AE también es primo con respecto a EZ;
entonces AZ, AE SOn primos con respecto a EZ. Pero si dos
nmeros son primos con respecto a un (ntimero), su produc-
to también es primo con respecto al restante [VII, 24]; de
modo que el producto de Za, AE €s primo con respecto a EZ.
De modo que ¢l producto de za, AE es primo con respecto al
cuadrado de £z [VH, 25]. Pero el producto de za, AE es el
cuadrado de AE junto con el producto de aE, EZ (1, 3%
entonces, el cuadrado de AE junto con el producto de AE, EZ
es primo con respecto al cuadrado de Ez. Ahora bien, el
cuadrado de AE es A, mientras que el producto de AE, EZ €S B
y el cuadrado de Ez es I. Por tanto, A, B tomados juntos son
primos con respecto a TI. De manera semejante demos-
trariamos que 8, ' tomados juntos son primos con respecto
aa.

Digo ademés que A, ' tomados juntos son también pri-
mos con respecto a B.

Pues, dado que AZ es primo con respecto a cada uno de
los (nameros) AE, £Z, el cuadrado de Az es también primo
con respecto al producto de ak, EZ [VII, 24-25]. Pero los
cuadrados de aE, EZ junto con dos veces el producto de AE,
g7 son iguales al cuadrado de az [I1, 4] por tanto, los cua-
drados de AE, EZ junto con dos veces el producto de AE, EZ
son primos con respecto al producto de aE, EZ. Por separa-
cion, los cuadrados de AE, EZ junto con una vez el producto
de AE, EZ son primos con respecto al producto de AE, EZ.
Asi pues, también, por separacion, los cuadrados de AE, EZ
son primos con respecto al producto de AE, EZ. Ahora bien,
el cuadrado de AE es A, mientras que el producto de AE, EZ
es B, y el cuadrado de EZ es I
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Por consiguiente, A, I tomados juntos son primos con
respecto a B. Q. E. D. %,

PRropPoSICION 16

Si dos numeros son primos entre si, como el primero es
al segundo, el segundo no serd a ningin otro.

Pues sean A, B dos nimeros primos entre si.

Digo que como A es a B, asi B
no sera a ningin otro. ERRCLCRS

Pues, si fuera posible, seaBar
como A a B. Pero A, Bson primos,y T
los primos son también los menores y los niimeros menores
miden a los que guardan la misma razoén que ellos el mismo
namero de veces, el antecedente al antecedente y el conse-
cuente al consecuente [VII, 20]; entonces A mide a B como
el.antecedente al antecedente. Pero también se mide a si
mismo; entonces A mide a A, B, que son primos entre si; lo
cual es absurdo.

Por consiguiente, Bno serd a r como A a B. Q.v E. D.

120 Esta proposicién permite establecer de manera relativamente sen-
cilla la imposibilidad de dividir un segmento en extrema y media razén
raf:ionales, operacién que se expresa mediante la ecuacién: @’ + ab = b’
(siendo a y b enteros). Su Gltima parte se puede relacionar con un proble-
ma que aparece ya en las tablillas babilonias: hallar un rectangulo de lados
racionales, dada la razon entre su area y el cuadrado de la diagonal.
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ProrosiciON 17

Si tantos numeros como se quiera son continuamente
proporcionales y sus extremos son primos entre si, como el
primero es al segundo, el ultimo no serd a ningun otro.

Sean A, B, I', A tantos ndmeros como se quiera continua-
mente proporcionales y sean sus extremos, A, A, primos en-
tre si.

Digo que como A es a B, asi 4 a ningun otro.

Pues, si fuera posible, sea A a E como A a B; entonces,
por alternancia, como A es a A, Bes a E [VII], 13]. Pero A, A

A B re —!

Ar E} 1

son primos, y los primos son también los menores [VII, 21],
y los nimeros menores miden a los que guardan la misma
razon el mismo nimero de veces, el antecedente al antece-
dente y el consecuente al consecuente [VII, 20]. Entonces, A
mide a B. Ahora bien, como A es a B, asi B a I. Entonces, B
mide también a r. De modo que A mide también ar. Y dado
que,como Besarl,TesaayBmidear, entonces T también
mide a a. Pero A media a r; de modo que A mide también a
A. Pero se mide también a si mismo. Entonces, A mide a A,
A, que son primos entre si; lo cual es imposible.

Por consiguiente, como A es a B, A no sera a ningin otro.
Q.E.D.
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ProrosiciON 18

Dados dos nimeros, investigar si es posible hallar un
tercero proporcional. )

Sean A, B los dos nimeros dados y sea lo requerido in-
vestigar si es posible hallar un tercero proporcional a ellos.

Asi pues, A, Bo son primos entre si, 0 no. Ahora bien, si
son primos entre si, se ha demostrado que es imposible ha-
llar un tercero proporcional a ellos [IX, 16].

Pero ahora no sean A, B primos entre si, y B, al multipli-
carse por si mismo, haga el (nimero) r; entonces A o mide a
r o no lo mide. En primer lugar midalo segin a; entonces A,
al multiplicar a a, ha hecho el (nimero) r. Pcro, en efecto, B,
al multiplicarse por si mismo, ha hecho también el nimero
I; entonces ¢l producto de A, a es igual al cuadrado de B.
Asi pues, como A es a B, asi Ba 4 [VI], 19]. Por tanto, se ha
hallado el nimero a tercero proporcional a A, B.

Pero ahoranomidaaar.

. Digo que es imposible hallar un nimero tercero propor-
cional a A, B.

Pues, si fuera posible, héllese el niimero a (como tercero
proporcional). Entonces el producto de A, A es igual al cua-
drado de B. Pero el cuadrado de Bes , luego el producto de
A, A es igual a I. De modo que A, al multiplicar a a, ha
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hecho r. Por tanto, Amide ar segun a. Pero se ha supuesto
que no lo mide; lo cual es absurdo.

Por consiguiente, no es posible hallar un nimero tercero

proporcional a A, Bcuando A no midear. Q. E.D.

ProPOSICION 19

Dados tres niimeros. investigar cuando es posible hallar
un cuarto proporcional a ellos.

Sean A, B, I los tres nimeros dados y sea lo requerido

. . a
investigar cuando es posible hallar un cuarto proporcional

ellos. . '
Pues bien, o no son coatinua-

mente proporcionales y sus ex-
tremos son primos entre si, 0 son
r————=—%  continuamente proporcionales y
sus extremos no son primos entre
si, o ni son continuamente pro-
porcionales ni sus extremos son
o son continuamente proporcionales y sus

A et

E ]

primos entre si,

1 i.
eXxlremos son primos entre s . .
Si. en efecto, A, B, I son continuamente proporcionales y

sus extremos A, I' son primos entre si, se ha derr.mstrlado ?luz
es imposible hallar un nimero cuat.10 proporcional a 'Z n(;-
[IX, 17]. No sean ahora A, B, T contl.nuamente pl:oporCl
les, siendo sus extremos, a su vez, primos entrc. si. |

Digo que, en este caso, también es imposible hallar un

oporcional a ellos.

Cua‘;?lé’; slz fuera posible, hallese a, de modo ('que como A js
a B, asiaa. Y resulte que, como Besal,asiaa E, y dado
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que,comoAesaB, T esaA, ycomoBesar, A es a E, enton-
ces, por igualdad, comoAesar, resak [VII, 14]. Peroa, T
son primos, y los primos son los menores [VII, 21] y los
menores miden a los que guardan la misma razén, el ante-
cedente al antecedente y el consecuente al consecuente [VII,
20]. Entonces, A mide a r como antecedente a antecedente.
Pero también se mide a si mismo. Entonces, A mide a A, T,
que son primos entre si, lo cual es imposible. Asi pues, no
es posible hallar un cuarto proporcional a A, B, T. '

Ahora sean A, B, I' continuamente proporcionales pero
no sean sus extremos primos entre si.

Digo que es posible hallar un cuarto proporcional a
ellos. Pues haga B, al multiplicar a r, el (nimero) a; enton-
ces A 0 mide a A o no lo mide. En primer lugar midalo se-
gun E; entonces A, al multiplicar a E, ha hecho el (nime-
ro) A.

Pero, en efzcto, B, al multiplicar a r, ha hecho también
el (nimero) a; entonces el producto de A, E es igual al pro-
ducto de B, . Luego, proporcionalmente, como A es a B, I

es a E [VII, 19]; por tanto, se ha hallado el cuarto propor-
cional Ede A, B, T.

Pero ahora no mida A a a.

Digo que es imposible hallar un nimero cuarto propor-
cional a A, B, I. Pues, si fuera posible, hallese E; entonces, el
producto de A, E es igual al producto de B, r [VII, 19]. Pero
el producto de B, T es 4; luego el producto de A, E es igual a
a. Por tanto, A, al multiplicar a E, ha hecho el (ntimero) A.
Entonces A mide a A segin E; de modo que A mide a a. Pero
asimismo no lo mide; lo cual es absurdo. Asi pues, no es
posible hallar un numero cuarto proporcional a A, B, T,
cuando A no mide a a.

Pero ahora, ni sean A, B, I continuamente proporciona-
les, ni sus extremos primos entre si. Y haga B, al multiplicar

191.-15
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ro) o. De manera semejante s€ demostraria que,
ible hallar un cuarto proporcional a
osible. Q. E. D. 12t

ar, el (nume
si A mide a 4, €s poS

ellos, pero, sino lo mide, es imp

PROPOSICION 20

Hay mds numeros primos que cualquier cantidad pro-
puesta de niimeros primos.

Sean A, B, I los numeros primos propuestos.

Digo que hay més nimeros primos que A, B, T.
Pues tomese €l nimero menor medido por A, B, 'y S€d
AE y afiadase a AE la unidad Ez. Entonces EZ O €5 primo o

A AT H

E

no. Sea primo en primer lugar; entonces han sido hallados
los numeros primos A, B, T, £z, (que son) mas que A, B, T.

—
121 gyclides presenta cuatro casos:
a)a:b#b:c siendo a y ¢ primos entre si.
b)a:bubero siendo a y ¢ primos entre si.

c)a:bab:c,no siendo a y ¢ primos entre si.

dya:bub:c siendo a y ¢ primos entre si.
La prucba del «caso a» que se presenta en segundo lugar en esta pro-

posicidn cs incorrecta (cf. HEATH, ed. cit., pag. 411, ¢ Itarp, ed. cit.,

pag. 185).
csente contexto de la razon antmética euclidea,

En todo caso y en el pr
1a condicion suficiente para que sc pucda hatlar un cuarto pmporcional a

v it es que y nuda i

LIBRO IX 227

"mPne'ro ahora .no sea primo EZ; entonces €s medido por al-
am ) . ,
Ign o ero primo [VII, 31]: sea medido por el mimero pri-
Digo que H no es el mismo que ninguno de los niimeros
A, B, T. Pues, si fuera posible, séalo. Pero A, B, T miden a AE;
entonc?es H medira también a AE. Pero mide asimismo a EZ,'
y H, siendo un nimero, medird también a la unidad restante’
az; lo cuz’al es absurdo. Luego H no es el mismo que ninguno
de lo.s (r.mmeros) A, B, I. Y se ha supuesto que es primo Por
cons‘xguxente, han sido hallados mas nimeros primos qt.xe la
cantidad propuesta de los (nimeros) A, B, T. Q. E. D. 122

PROPOSICION 21

Si se suman tantos nimeros pares como se quiera el
total es par. '

Stmense i
o cuiomn pues AB, BT, ', AE, tantos nimeros pares como
Digo que el total AE es par.
Pt.xes como cada uno de los (nlimeros) AB, BT, TA, AE €S
par, tiene una mitad [VII, Def. 6]; de modo que tami)ién el

f—am

A B r s .

t(fta‘l AE tiene una mitad. Pero un namero par es el que se
divide en dos partes iguales [VII, Def. 6].

122 e
. Esta prgposnmép tiene gran interés, pues establece que el conjunto
c nimeros primos es infinito.
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Por consiguiente, AE es par. Q. E. D. 123,

PROPOSICION 22

Si se suman tantos numeros impares como se quiera y
su cantidad es par, el total sera par.

Stimense, pues, AB, BT, T's, AE, tantos numeros impares
como se quiera, en cantidad par.

Digo que el total AE es par.

Pues, como cada uno de los (nimeros) AB, BT, I'a, AE €5
impar, si se quita una unidad de cada uno, cada uno de los

A -+ B . L 4 £

—

e v

restantes sera par [VII, Def. 7]; de medo que también la
suma de ellos ser4 par [IX, 21]. Pero también la cantidad de
unidades es par.

Por consiguiente, el total AE es par. Q. E. D.

123 Egta proposicién y las siguientes parecen recoger la teoria pitagéri-
ca del par/impar. Las pruebas suponen tacitamente algunas propiedades de
la adicién, como la conmutatividad o la asociatividad. El venerable legado
pitagérico ha sido reconstruido sobre a base de ias conjeturas avanzadas
por O. BeckEr: «Die lehre vom Geraden und Ungeraden im neunten Buch
der euklidischen Elemente», Quellen und Studien zur Geschichte der
Mathem., Astron. u. Physik, Abt. B 3 (1936), 533-553. Puede verse un pa-
norama de los resultados y problemas inherentes a su reconstruccion en
W. R. KNORR, The Evolution of Euclidean Elements, Dordrecht/Boston,
1975, pags. 131-169 en partticular, y «Problems in the interpretation of
Greek number theory», Studies in History and Philosophy of Science 7
(1976), 353-368.

AP =5 s
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PRrROPOSICION 23

Si se suman tantos numeros impares como se quiera y
su cantidad es impar, también el total sera impar.

Sumens.e, pues, AB, Br, IA, tantos numeros impares
como se quiera cuya cantidad sea impar.

A B r 4 E

Digo que también el total Aa sera impar.

Quitese de ra la unidad aE; entonces el resto r'E es par
[VIL, Def. 7). Pero también ra es par [IX, 22]. Ahora bien
AE es una unidad. ,

Por consiguiente, Aa es impar [VII, Def. 7]. Q. E. D.

ProPOSICION 24

:S‘x de un numero par se quita un numero par, el resto
serd par.

Q}litese, pues, del (nlimero) par AB el (nimero) par Br.

Digo que el resto ra es par.

Pues como AB es par, tiene una
mitad [VII, Def. 6]; por lo mismo,
BI tiene también una mitad; de modo que el resto ra [tiene
también una mitad.

Por consiguiente], Ar es par. Q. E. D.

A ) r B

)

e T
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PROPOSICION 25

Si de un niimero par se quita un numero impar, el resto
serd impar.
Quitese, pues, del namero par AB el (nimero) impar Br.

Digo que el resto T'A es impar.
Quitese, pues, de Br la unidad ra; entonces aB es par
[V11, Def. 7). Pero también AB €s

par; asi pues, el resto Aa es par

[IX, 24). Ahora bien, ra es una unidad.
Por consiguiente, TA es impar [V1], Def. 7). Q. E. D.

A r A B

PROPOSICION 26

Si de un numero impar se quita un numero impar, el
resto serd par.

Quitese, pues, del nimero impar AB el niimero impar Br.

Digo que el resto I'A es par. ’
Pues como AB es impar, quitese la

A r 2 8 unidad Ba; entonces el resto AA es
par [VII, Def. 7].
Por lo mismo, ra también es par [V1l, Def. 7]; de modo
que también el resto T'A es par (1X, 24). Q. E. D.
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PropOSICION 27

Si de un numero impar se quita un numero par, el resto
serd impar.

Quitese, pues, del (niimero) impar AB el (nimero) par
BI.

Digo que el resto rA es impar.

Pues quitese la unidad Aa; entonces aB es par [VII, Def.

A A 2 . .

7). Pero Br también es par; entonces el resto también es par
[IX, 24).
Por consiguiente, I'A es impar. Q. E. D.

ProposiCION 28

Si un numero impar, al multiplicar a un niumero par,
hace algun (numero), el producto serd par.

Haga pues el (nimero) impar A, al multiplicar al (nime-
ro) par B, el (namero) I'.

Digo que T es par.

Pues como A, al multiplicar a
B, ha hecho el (numero) r, enton- r
ces I' se compone de tantos (nu-
meros) iguales a B como unidades hay en A [VII, Def. 16].
Ahora bien, B es par; entonces I se compone de (numeros)

———met A

=
[e s |

e

Py

&

]
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pares. Pero, si se suman tantos numeros pares como se

quiera, el total es par [IX, 21].
Por consiguiente, I es par. Q. E. D.

PRrOPOSICION 29

Si un numero impar, al multiplicar a un numero impar,
' hace algun (numero), el producto sera impar.

Haga pues el numero impar A, al multiplicar al impar B,
el (nimero) .
Digo que r es impar.

—A Pues como A al multiplicar a B

et B ha hecho r, entonces r»se compone

de tantos (numeros) iguales a B

l — ' como unidades hay en A [VII, Def.
16].

Ahora bien, cada uno de los (numeros) A, B es impar;
por tanto, I se compone de nimeros impares cuya cantidad
es impar, de modo que r es impar [IX, 23]. Q. E. D.

l ProposICION 30

Si un numero impar mide a un numero par, también
l medirad a su mitad.

Mida, pues, el nimero impar A al nimero par B.
l Digo que también mediré a su mitad.
Pues como A mide a B, midalo segun r.

s £ A g A

SO moe L. oo e e

LIBRO 1X 233

Digo que r no es impar.

Pues, si fuera-posible, séalo.

Y, dado que A mide a B segin r, en-
tonces A, al multiplicar a r, ha hecho B.
Luego B se compone de numeros impares 4
cuya cantidad es impar. Por tanto, B es r
impar [IX, 23]; pero se ha supuesto que es
par. Entonces I no es impar; luego I es par.

De modo que A mide a B un numero par de
veces. Por eso, también medira a su mitad. Q. E. D.

ProposiciON 31

Si un nimero impar es primo con respecto a algun nu-
mero, también serd primo con respecto al doble.

Pues sea el numero impar A primo con respecto al ni-
mero By sea I el doble de B.
Digo que A es primo con res- ——iA

pectoar. —_— B
Pues, si no son primos, un ni-
RN r
mero los medira. Midalos y sea a. L e

Ahora bien, A es impar; entonces A ~———a

también es impar. Y como a sien-

do impar mide ar, y r es par, entonces medira también a la
mitad de r [IX, 30]. Pero la mitad de r es B. Entonces a
mide también a B. Pero también mide a a. Entonces o mide
a A, B, que son primos entre si; lo cual es imposible. Por
tanto, no es el caso de que A no sea primo con respecto a -
Por consiguiente, A, I son primos entre si. Q. E. D.

e i KR
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PRrROPOSICION 32

Cada uno de los numeros duplicados (sucesivamente) a
partir de una diada es solo parmente par.

Sean B, T, A tantos numeros como se quiera resultado de
duplicar (sucesivamente) la diada A.

Digo que B, T, A son sdlo parmente pares.

En efecto, esta claro que cada uno de los (numeros) B, T,
a son parmente pares: porque han sido duplicados a partir
de una diada.

Digo también que sélo (son parmente pares).

Pongase pues una unidad. Asi pues, dado que tantos nu-
meros como se quiera a partir de una unidad son continua-

A

mente proporcionales y A, el siguiente a la unidad, es primo,
entonces A, el mayor de los (niimeros) A, B, T, A, no €s medi-
do por ninguno fuera de A, B, I [IX, 13]. Ahora bien, cada
uno de los (numeros) A, B, I' es par; entonces A es sélo par-
mente par [VI], Def. 8]. De manera semejante demostraria-
mos que cada uno de los nimeros B, I' s4lo es parmente par.
Q.E.D.

o e e
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Pito;Poswlbﬁ 33

Si un numero tiene su mitad impar es sélo parmente
impar.

Pues tenga el niumero A su mitad impar.

Digo que A es s6lo parmente impar.

En efecto, estd claro que es parmente impar: porque,
siendo su mitad impar, lo mide un
numero par de veces [VII, Def. 9]. s

Digo ademas que es sélo (par-
mente impar).

Porque si A es también parmente par, serd medido por
un niimero par segin un namero par [VII, Def. 8]; de modo
que también su mitad serd medida por un nimero par siendo
impar; lo cual es absurdo.

Por consiguiente, A es sblo parmente impar. Q. E. D.

PropoOsICION 34

Si un numero no es uno de los duplicados (sucesiva-
mente) a partir de una diada, ni tiene su mitad impar, es
parmente par y parmente impar.

Pues no sea el nimero A uno de los duplicados a partir
de una diada ni tenga su mitad impar.
Digo que A es parmente par y parmente impar.

i
i

A
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En efecto, esta claro que A es parmente par: porque no
tiene su mitad impar [VII, Def. 8].
Digo ademas que también es parmente impar.
Pues, si dividimos A en dos partes
iguales y también su mitad en dos partes
iguales y hacemos eso sucesivamente, llegaremas a un
numero impar que medird a A segun un nimero par.

Porque, si no, llegaremos a una diada y A sera uno de
los duplicados a partir de una diada; lo cual precisamente se
ha supuesto que no. De modo que A es parmente impar.
Pero se ha demostrado que también es parmente par.

Por consiguiente, A es parmente par y parmente impar.
Q.E.D.'24,

A

ProposICION 35

Si tantos numeros como se quiera son continuamente
proporcionales, y se quitan del segundo y del ultimo (nu-
meros) iguales al primero, entonces, como el exceso del
segundo es al primero, asi el exceso del ultimo sera a todos
los anteriores a él.

Sean A, Br, A, EZ tantos niimeros como se quiera conti-
nuamente proporcionales empezando por el menor A, y qui-
tense de Br y de Ez los (nimeros) BH, Z6 iguales respec-
tivamente a A.

Digo que como HI es a A, asi E@ a A, BT, A.

Pues haganse zk igual a Br y za igual a o. Y como ZK es
igual a Br y su parte ze es igual a BH, entonces el resto ex

124 Cf. nota 73.

B T
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es 1gual al resto HI. Ahora bien, dado que como EZ es a a,
asl Aa Bry Braa,y aesigual a zA, mientras que Br es

E A K e z

igual a ZK y A a ze, entonces, como EZ es a ZA, asi AZ a ZK
Y ZK a ze. Por separacién, como EA es a AZ, asi AK a ZK y
k9 a ze [VII, 11, 13). Entonces también, como uno de los
antecedentes es a uno de los consecuentes, asi todos los
antecedentes a todos los consecuentes [VII, 12]; por tanto,
f:omo K@ es a ze, asi EA, AK, K6 a AZ, ZK, 6Z. Pero ke es
1gual a I', mientras que z6 es igual a A, y AZ, ZK, 6Z a A,
BT, A. Luego como 't es a A, asi E® a A, BT, A.

Por consiguiente, como el exceso del segundo es al

primero, asi el exceso del ultimo a todos los anteriores a él.
Q. E.D.!%,

PRrOPOSICION 36

Si tantos numeros como se quiera a partir de una uni-
dad se disponen en proporcion duplicada hasta que su

125 Ac +
. Esta es probablemente la mas interesante de las proposiciones arit-
méticas, puesto que ofrece un método para sumar cualquier serie de térmi-
nos en progresion geométrica. La proposicién prueba que:
(ape;-a)): (a,+ay+..+a):(a,~a,): a,
para una progresién geométrica cuyos términos sean:
a,a, a;.a, a,,,
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(suma) total resulte (un numero) primo, y el total multipli-'
cado por el tiltimo produce algin nimero, el producto sera
(un numero) perfecto.

Pues disponganse tantos numeros como se quiera, A, B,

I, a, a partir de una unidad en proporcién duplicada t'lasta

que su (suma) total resulte (un nimero) primo, y sea E igual
al total, y E, al multiplicar a a, haga zH.

Digo que zH es un (nimero) per-

fecto.
ERNESEARY, Pues cuantos numeros son en can-
Sh R tidad A, B, I, A, tomense tantos nu-

A

meros E, ©K, A, M en proporcion du-
plicada a partir de E; entonces, por igualdad, como Aesaa,
asi E a M [VI1, 14]. Asi pues, el producto de E, 4 es igual al
(producto) de A, M [VII, 19]. Ahora bien, el producto de E, &
es zi1; entonces el (producto) de A, M es también Zi. Luego
A, al multiplicar a M, ha hecho zH; por tanto, M mide a ZH
segln las unidades de A. Pero A es una diada; luego zH es el
doble de M. Pero M, A, ©K, E son sucesivamente el doble uno
de otro; entonces E, ©K, A, M, Zii son continuamente
proporcionales en proporcion duplicada.

R et
L o 10 ca- tvi vk - i MU E
. B M
e, e+ cein g -
. g . S o . L -
7 z T o "8 N K
N »- A —. -x__ B f.‘(‘) A . ; ;‘_w::'.;u o

Ahora, del segundo oK y del ultimo ZH quitense ©N, Z=
respectivamente iguales a E. Entonces, como el exceso del
segundo namero es al primero, asi es el exceso del ultimo a
todos los anteriores a é1 [1X, 35}, Asi pues, como NK es a E,
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asi EH a M, A, K®, E. Y NK es igual a E; entonces =H también
es igual a M, A, 6K, E. Pero z= también es igual a E, y E a A,
B, T, Ay la unidad. Asi pues, el total zH también es igual a
los (numeros) E, 6K, A, M y a los (nimeros) A, B, T, Ay la
unidad; y es medido por ellos.

Digo que zH no sera medido por ningiin otro fuera de A,
B, T, 4, E, 8K, A, M y la unidad. Pues, de ser posible, mida un
nimero O a ZH, y no sea O el mismo que ninguno de los ni-
meros A, B, T, A, E, 6K, A, M. Y cuantas veces O mida a ZH,
tantas unidades haya en n; entonces 1, al multiplicar a 0, ha
hecho zH. Pero, en efecto, E, al multiplicar a A, ha hecho
también zH; entonces, como Eesan,0esaa [VIL, 19]. Y
puesto que A, B, I', A son continuamente proporcionales a
partir de una unidad, entonces A no sera medido por ningun
otro fuera de A, B, r [IX, 13]. Ahora bien, se ha supuesto
que O no es el mismo que ninguno de los (nimeros) A, B, T;
por tanto, 0 no medira a A. Pero, como O es a A, E es a II;
entonces E tampoco mide a 11 {VII, Def. 21]. Y E es primo.
Pero todo numero primo es primo con respecto a todo aquel
al que no mide [VII, 29]. Asi pues, E, It son primos entre si.
Pero los primos son también los menores [VII, 21] y los
menores miden a los que guardan la misma razén que ellos
el mismo numero de veces, el antecedente al antecedente y
el consecuente al consecuente [VII, 20}; ahora bien, como E
es all, Oes a A, entonces, E mide a 0 el mismo numero de
veces que 11 a A. Pero a no es medido por ningtin otro fuera
de A, B, ' luego 1 es el mismo que uno de los (nimeros) A,
B, I. Sea el mismo que B y cuantos son B, I', A en cantidad
tomense tantos E, ©K, A a partir de E. Ahora bien, E, 6K, A
guardan la misma razon que B, I, a; entonces, por igualdad,
como Bes a A, E es a A [VIL, 14]. Luego el (producto) de
B, A es igual al (producto) de a, E [VII, 19]; pero el (pro-
ducto) de A, E es igual al (producto) de 11, 0; entonces el
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(producto) de n, O es igual al (producto) de B, A. Luego
como It es a B, A es a O [ VI, 19]. Pero 1 es el mismo que B;
entonces A es el mismo que 0; lo cual es imposible, porque
se ha supuesto que O no era el mismo que ninguno de los
(nimeros) puestos, luego ningin nimero medira a zH fuera
de A, B, T, A, E, 6K, A, MY la unidad. Y se ha demostrado
que ZH es igual a A, B, T, A, E, 6K, M y la unidad. Pero un

niimero perfecto es el que es igual a sus propias partes [VII, INDICE GENERAL
Def. 23).

Por consiguiente, zH es un (nimero) perfecto. Q. E.
D. 126

NOTA SOBRE LA PRESENTE TRADUCCION ... ... ..

126 Si la suma de un numero cualquiera de términos de una serie LisroV ... .. .
1,2,2%...,2"" es un nimero primo y se multiplica por el Gitimo tér- I e
mino, el producto serd un nimero perfecto. Lisro VI ’

Te6n de Esmima y Nicémaco definen el nimero perfecto y dan laley 7 70 Tt
para su formacién. Por otra parte, Euclides y Teén de Esmirna s6lo men-

cionan los dos primeros niimeros perfectos: 2(22~1) = 6 y 2%(2°-1) = 28; Lerovil................
Nicémaco explicita los dos siguientes: 2°(2°~1) =496 y 2¢2"-1)=8.128; I
el quinto fue calculado por Jamblico: 2'%(2">-1) = 33.550.336 (se halla en LiBrO VIII

el ms. Latino Monac. 14.908). Los siguientes se fueron determinando mu-
cho més tarde, a partir del siglo xvi.
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